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前 言 


谁 看 不 起 欧 氏 几何 , 谁 就 好 比 是 从 国外 回来 看 不 起 自己 的 家 乡 。 
B. G. HÆ 

平面 几何 ,在 数学 里 占有 举足轻重 的 地 位 。 在 历史 上 ,《 几 何 原本 》 的 问世 
奠定 了 数学 科学 的 基础 ,平面 几何 中 提出 的 问题 ,诱发 出 了 一 个 又 一 个 重要 的 
数学 概念 和 有 力 的 数学 方法 ;在 现代 ,计算 机 科学 的 迅猛 发 展 ,几何 定理 机 器 证 
明 的 突破 性 进展 ,以 及 现代 脑 心理 学 的 重大 研究 成 果 一 一 “人 脑 左 右 半球 功能 
上 的 区 别 " 获 诺 贝 尔 奖 ,使 得 几何 学 研究 又 趋 于 复兴 活 肛 。 几 何 学 的 方法 和 代 
数 的 分 析 的 、 组 合 的 方法 相辅相成 ,扩展 着 人 类 对 数 与 形 的 认识 。 

几何 ,不 仅仅 是 对 我 们 所 生活 的 空间 进行 了 解 、 措 述 或 解释 的 一 种 工具 ,而 
且 是 我 们 为 认识 绝对 真理 而 进行 的 直观 可 视 性 教育 的 合适 学 科 , 是 训练 思维 、 
开发 智力 不 可 缺少 的 学 习 内 容 。 青 少年 中 的 数学 爱好 者 ,大 多 数 首先 是 平面 几 
何 爱好 省 。 平 面 几何 对 他 们 来 说 ,同时 提供 了 生动 直观 的 图 像 和 严 灌 的 逻辑 结 
构 , 这 有 利于 发 据 青 少年 的 大 脑 左右 两 个 半球 的 潜力 ,促使 学 习 效率 增强 ,智力 
发 展 完善 ,为 今后 从 事 各 类 创造 活动 打下 坚实 的 基础 ,其 他 学 科 内 容 是 无 法 替 
代 的 。 正 因为 如 此 ,在 数学 智力 竞赛 中 ,在 数学 奥林匹克 中 ,平面 几何 内 容 占据 
着 十 分 显著 的 位 置 。 平 面 几何 试题 以 优美 和 炉 巧 的 构思 吸引 着 广大 数学 爱好 
者 ,以 丰富 的 知识 .技巧 ,思想 给 我 们 的 研究 留 下 思考 和 开拓 的 广阔 余地 。 

如 果 我 们 把 数学 比 做 攻 峨 的 官 毁 ,那么 平面 几何 恰似 这 宫 歇 门 前 的 五 彩 绕 
纷 的 花坛 , 它 吸引 着 人 们 更 多 地 去 了 解数 学 科学 ,研究 数学 科学 。 

数学 难 学 ,平面 几何 难 学 ,这 也 是 很 多 人 感受 到 了 的 问题 ,这 里 面 有 客观 因 
素 , 也 有 主观 因素 ,有 认识 问题 ,也 有 方法 问题 。 学 习 不 得 法 也 许 是 其 中 的 一 个 
重要 的 根源 。 要 学 好 平面 几何 ,就 要 学 会 求解 平面 几何 问题 。 如 果 把 求解 平面 
几何 问题 比 做 打仗 ,那么 解 题 者 的 “兵力 "就 是 平面 几何 基本 图 形 的 性 质 , 解 题 
者 的 “兵器 "就 是 求解 平面 几何 问题 的 基本 方法 , 解 题 者 的 “兵法 "就 是 求解 各 类 
典型 问题 的 基本 思路 。 如 果 说 ,装备 精 稻 “兵器 ”, 届 得 诸 子 “兵法 " ,部署 优势 
“兵力 "是 夺取 战斗 胜利 的 根本 保证 ,那么 ,掌握 求解 平面 几何 问题 的 基本 方法 ， 
熟悉 各 类 典型 问题 的 基本 思路 , 善 用 基本 图 形 的 性 质 ,就 是 解决 平面 几何 问题 
的 基础 。 

基于 上 述 考虑 ,我 积 多 年 的 研究 成 果 ,并 把 我 陆续 发 表 在 各 级 报刊 杂志 上 
的 文章 进行 删 增 , 整 理 ,汇编 ,还 参阅 了 近 几 年 各 类 报刊 杂志 上 关于 平面 几何 解 

-1> 


题 研究 的 文章 , 著 成 了 这 本 《平面 几何 证 明 方法 全 书 》。 

全 书 每 章 各 节 开 头 都 是 低 过 点 ,以 便 让 广大 数学 爱好 者 能 轻松 入 门 ,能 较 
快 地 进入 角色 。 全 书 所 安排 的 近 500 道 例题 都 是 比较 典型 的 平面 几何 问题 ,不 
仅 有 多 种 解法 ,而且 有 多 级 梯度 , 矿 盖 面 广 ,即使 高 等 师范 院 校 的 数学 教育 专业 
的 学 生 ,甚至 是 参加 全 国 数学 冬令 营 的 学 生 , 阅 读 之 后 也 会 有 较 大 收益 的 。 在 
每 章 的 后 面 安排 了 大 其 的 习题 ,以 提供 实战 的 场地 ,并 进行 针对 性 练兵 ,其 中 一 
些 也 是 有 关 章 节 内 容 的 补充 。 

限于 作者 的 水 平 , 书 中 的 梳 漏 之 处 在 所 难免 , 敬 请 读者 批评 指正 。 


沈 文 选 
2005 年 7 月 于 长 沙 
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九 、 运 用 几何 变换 (平移 \ 对 称 、 旋 转 、 相 似 \ 位 似 ) 求 解 ， 
十 .运用 其 他 方法 求解 `. 
练习 题 2.2 ee 


第 三 章 ”直线 平行 问题 的 求解 思路 … 


一 ,注意 到 
二 ,注意 到 
三 ,注意 到 
四 、 注 意 到 


五 ,注意 到 两 直线 上 的 线 跨 是 三 角 天 
六 ,注意 到 


内 错 角 相等 … 
同位 角 相 等 


两 直线 与 第 三 条 直线 都 季 直 (或 


F 行 ) 
两 直线 上 的 线段 构成 平行 四 边 形 的 一 组 对 边 


~ (218) 
~ (218) 
… (219) 
~ (220) 
… (220) 


区 (或 梯形 ) 的 中 位 线 与 底 边 …… (221) 


三 角形 一 边 的 平行 线 的 判定 定理 或 平行 线 分 线段 成 比例 定理 的 


中 来 等 弧 且 无 交点 的 两 弦 ( 或 一 驴 与 一 切线 ) 了 


ku (222) 


到 过 相 zomm am 交点 分 别 作 制 线 交 两 圆 于 四 点 


九 , 注 意 到 


行 的 事实 
练习 题 2,3 … 
第 四 章 ”直线 委 直 问题 的 求解 思路 


一 ,注意 到 
二 ,注意 到 
三 ,注意 到 
四 、 注 意 到 


五 ,注意 到 
六 ,注意 到 
七 、 注 意 到 
八 ,注意 到 
AERA 


PE BIRUTA 


HZRESHMEREN — 
ERB TARFONEREH -. 
BE 


直 , 则 也 和 


同 圆 中 夹 弛 和 为 半圆 


十 ,注意 到 


练习 题 2.4 
.6 ` 


T+—.B388]2y2|2 yn aii sa 


、 注 意 到 证 明 两 线段 丕 直 的 一 种 计算 方法 … 
十 三 ,注意 到 勾 股 定理 的 逆 定 理 …………… 
十 四 ,注意 到 同一 法 (或 反 证 法 ) 等 方法 的 运用 


与 直角 三 角形 相似 对 应 于 直角 的 角 的 两 边 扫 


H. 


ee (224) 


PRAS RNA AR EAE ERP 


(225) 
< (225) 
< (227) 
-= (227) 
… (228) 

… (228) 
另 一 条 垂直 
(229) 
(230) 
(230) 
… (231) 
e (231) 
(232) 
«e (232) 


EE 直 的 两 个 相似 三 角形 的 第 三 边 也 互相 垂直 


(233) 
(233) 
(234) 
(234) 


其 中 一 点 在 连结 另 两 点 的 直线 上 Ce 

$ 共 线 ， 适当 地 选取 位 似 中 心 , 或 证 它们 的 象 共 线 ,或 证 EENIA 
“其 中 一 点 为 位 他 中 心 ， 另 两 点 为 一 双 对 应 点 
八 、 运用 面积 方法 证 三 点 共 线 
张 角 公式 证 三 ARR 


六 .运用 旋转 、 轴 反 射 等 变换 的 保 结合 性 i 
七 ,运用 位 似 图 形 的 对 应 顶点 的 连 线 必 过 位 似 中 心 证 直线 共 
八 \ 运 用 密 瓦 定理 之 北 定 理 证 直线 共 上 " 
九 \ 运 用 斯 坦 纳 定理 之 逆 定 理 证 直线 共 点 … 
十 ,运用 根 心 定理 证 直线 共 点 … 
十 一 ,运用 解析 法 证 直线 共 点 … 


十 二 ,运用 反 证 法 等 其 他 方法 证 直线 共 点 
练习 题 2.6 PT 
第 七 章 ”点 共 贺 问题 的 求解 思路 = 

一 、 注 意 到 圆 的 定义 : 若 n(n 之 4) 个 点 与 

SHA Cs 
二 、 注 意 到 若 线段 4C 与 BD 相交 且 和 人 4CB = 人 4DB, 则 A.B, C, D 共 圆 ; 
线段 的 同 侧 张 角 相等 时 ,其 张 角 顶 点 与 线段 端点 共 圆 ………… (260) 

三 ,注意 到 着 凸 四 边 形 中 有 一 组 对 角 互 补 , 则 它 的 四 个 顶点 共 圆 (261) 

四 、 说 四 过 的 一个 外 得 和 的 全 
(262) 


七 、 注 意 到 和 矩形、 等 下 四 顶点 是 共 国 的 “ 
八 、 利 用 与 有 外 接 | 的 乡 边 形 相 似 的 多 边 形 的 顶点 共 国 


九 、 欲 证 多 点 (多 于 四 点 ) 共 图 , 先 证 四 点 (或 四 点 以 上 ) 共 
也 在 这 个 图 上 上 ee 
十 , 欲 证 多 点 共 圆 , 先 分 别 证 几 组 点 共 圆 ， iyaiwa a dha 点 
E:T =: (265) 
十 一 、 运 用 同一 法 等 其 他 方法 证 四 Rm. ~ (266) 
练习 是 2.7 ee +: (266) 


… (269) 
… (269) 
… (269) 
… (271) 
… (272) 
… (272) 
~ (272) 
~ (273) 
…《274) 
- (274) 
PPLA 5335) 

= (277) 
… (278) 


第 八 章 ”图 共 点 问题 的 求解 思路 … 
一 证 诸 殴 均 过 图 形 中 的 某 一 个 特殊 
二 ,证 其 中 两 圆 的 某 一 交点 在 其 他 各 | 

练习 题 2.8 …… 

第 九 章 ”几何 定 值 ,定位 问题 的 求解 思路 


1. 取 特殊 位 置 探 铺 , 在 一 般 位 置 论证 ， 
2. 取 极端 位 置 探 精 , 在 一 般 位置 论 证 … 
3. 利 用 有 关公 式 直接 计算 © 
4. 运 用 有 关 结 论 推 导 计算 © 
.借助 于 其 他 方法 (如 割 补 法 、 复 数 法 、 举 

推导 计算 … 
二 ,定位 问题 
` 8 + 


.特殊 位 置 定 位 ,一 般 位 置 论证 
2. 变 中 寻 定 TT 
3 转化 为 求解 定 值 问 题 ,由 定 值 定位 置 
4. 运 用 有 关公 式 及 结论 推导 论证 - 


三 , 隐 性 定 值 定 位 问题 … e 
练习 题 2.9 T (281) 
第 十 章 ”几何 极 (最 ) 值 问题 的 求解 思路 ee (284) 

一 ,注意 到 图 形 中 的 特殊 点 ………… ~- (284) 


二 ,注意 到 图 形 中 元 案 间 相互 特殊 关系 
三 .引信 变 元 ,利用 二 次 函数 的 极 值 性 求解 … 
四 ,构造 二 次 方程, 利用 判别 式 来 求解 ………… 
五 .引入 三 角 函 数 , 利 用 三 角 函 数 的 极 值 性 求解 ， 
六 ` 引 入 参量 ,利用 不 等 式 来 求解 … 
七 ,灵活 运用 等 周 定理 等 有 关 结 论 
练习 题 2.10 ee 
第 十 一 章 “几何 不等式 的 求解 大路 . 
一 . 完 分 天 用 关于 不 等 的 熟知 的 几何 结论 
二 .运用 放 缩 ,将 不 等 式 转化 为 等 式 求解 es (295) 
三 .用 三 角 六 数 表 示 有 关 几 何 量 ,借助 三 角 丽 数 的 增 减 竹 、 有 界 性 求解 … 


四 、 用 参量 表示 有 关 几 何 且 ,借助 于 代数 不 等 式 求解 
五 ,借助 于 著名 的 几何 不 等 式 求解 ……… 
六 、 三 角形 不 等 式 的 几 种 特殊 求解 思路 … 
1. 瑟 用 统一 代数 替换 Ce 
2. 瑟 用 边 的 对 称 齐 次 多 项 式 性 质 +. 
3. 注 意 到 三 角形 不 等 式 的 等 价 变 形 
4, 瑟 用 三 角 函 数 形 式 的 相关 关系 ` 
S. 利 用 母 不 等 式 , 王 取 特 值 下 ee (303) 
6. 有 灵活 运用 讲 的 原则 ee 


2. 第 开裂 轨迹 问题 姨 叶 探求 ,又 要 从 两 方面 证 明 、 讨 论 ………… (307) 
3. 第 下 型 轨迹 问题 关键 在 于 探求 ,探求 时 可 从 描 迹 、 条 件 代谢 、 几 何 变 
换 、 几 何 动态 ,运用 解析 法 等 讲 方 面 去 考 不 (308) 


4. Riik e 
练习 题 2. 12 

第 三 篇 部署 优 势 "兵力 "一 一 善 用 基本 性 质 … 
第 一 章 三 角形 中 的 巧合 点 问题 ……… 

一 ` 三 角形 外 心 的 基本 性 质 及 应 用 

二 ,三角 形 甜心 的 基本 性 质 及 应 用 

三 ,三 角形 重心 的 基本 性 质 及 应 用 …- 

由、 三 角形 内 心 的 基本 性 质 及 应 用 … 

五 .三 角形 旁 心 的 基本 性 质 及 应 用 … 

六 、 三 角形 外 \ 内 、\ 重 `. 垂 \ 旁 心 之 间 的 关系 及 应 用 

1 三 角形 "五 心 "的 直角 沧 标 

2. 三 角形 "五 心 " 间 的 相互 位 置 关系 

3. 三 角形 “五 心 " 间 的 距离 公式 s. 

4. 三 角形 “五 心 "的 有 关 线段 关系 式 - 

七 \ 三 角形 界 心 的 基本 性 质 及 应 用 ,… 

八 \ 三 角形 费 马 点 的 基本 性 质 及 应 用 

九 \ 三 角形 擂 罗 卡 点 的 基本 性 质 及 应 用 …… 


一 、 直 角 三 角形 中 的 一 些 数 量 , 位 置 关系 及 应 用 … {351) 
二 、 三 角形 三 边 所 在 直线 上 的 定 比分 点 三 角形 的 一 些 面积 关系 式 及 应 用 
… (359) 
… (363) 
… (369) 
~ (372) 


第 三 章 四边 形 中 的 一 些 数量 ,位 置 关 系 . 
10- 


~ (372) 

二 … (383) 
练习 题 3.3 …… < (385) 
第 四 章 与 加 有 关 的 几 类 问题 … … (388) 

一 \ 圆 的 内 接 ,外 切 凸 x(n 关 4) 边 形 问题 … … (388) 

二 、 圆 的 内 接 凸 四 边 形 问题 … … (394) 
(403) 
… (407) 
… (410) 
… (416) 
... (419) 
… (419) 
… (424) 
” (431) 
四 (434) 
(443) 
(449) 
… (450) 


… (453) 


. =Z fJ BJ: 2F JBI 25 E 3 HII 
` 圆 与 图 的 位 置 关 系 中 的 一 些 问题 


封 商 图 形 说 明 ( 补 ) … 
参考 文献 … 
编辑 手记 o. 


第 装备 精良 "兵器 ” 


n 法 

篇 
| 一般 地, 钥 蚌 之 成 荔 , 在 很 大 的 程度 上 依 可 于 渤 宕 一 种 最 过 室 的 | 
I 方法 . I 
i 一 十 竺 用 新 (Whitwonth) | 
I 数学 方法 是 数学 之 精髓 . i 
EN d 


解决 任何 一 道 数 学 问题 ,都 会 应 用 这 样 或 那样 的 方法 ,只 不 过 是 党 与 简 , 通 
法 与 特 法 之 分 罢了 .不同 的 解 题 者 甚至 其 中 每 一 个 解 题 者 解 同一 道 题 也 许 都 会 
有 许 许多 多 不 同 的 解法 ,这 些 解法 都 是 解 题 者 灵活 而 成 功 地 运用 数学 基本 解 题 
方法 的 体现 .法 国生 理学 家 贝尔 纳 曾 指出 :“ 良 好 的 方法 使 我 们 更 好 地 发 挥 运用 
天 赋 的 才能 ,而 拙劣 的 方法 则 会 抑制 才能 的 发 挥 ," 灵 活 、 适 宜 地 运用 基本 方法 
就 是 我 们 求解 数学 问题 的 良好 途径 .因此 ,我 们 只 有 部 练 掌握 基本 解 题 方法 , 才 
能 为 灵活 而 成 功 的 应 用 打下 基础 ,也 才 有 可 能 不 断 地 提高 解 题 能 力 . 

热 练 掌握 求解 平面 几何 问题 的 基本 方法 尤为 重要 .许多 学 习 者 可 能 有 这 样 
的 体验 :在 求解 平面 几何 问题 时 ,往往 要 经 过 一 段 迁 回 曲折 的 道路 , 试 了 一 种 方案 
又 一 种 方案 , 画 了 一 条 又 一 条 辅助 线 , 最 后 也 许 会 学 到 成 功 的 愉悦 ,但 也 会 陷 人 束 
手 无 策 的 困境 , 且 后 者 的 情形 往往 比 前 省 多 得 多 .有 人 说 “几何 几何 , 想 破 脑 过 ”， 
就 是 描述 求解 平面 几何 问题 的 困难 程度 的 ,因此 ,我 们 在 求解 平面 几何 问题 时 ,要 
想 使 解决 问题 的 道路 变 直 变 短 , 从 而 获得 佳 径 ,首先 要 熟练 掌握 其 求解 的 基本 方 
法 , 才 有 可 能 触 类 旁 通 获得 良好 的 方法 . 


平面 几何 证 明 方法 全 书 


第 一 章 “分析 法 ”综合 法 


在 逻辑 学 中 ,所 谓 分 析 , 就 是 把 思维 对 象 分 解 为 各 个 组 成 部 分 ,方面 和 要 
素 ,分 别 如 以 研究 的 思维 方法 . 它 在 思维 方式 上 的 特点 ,在 于 它 从 事物 的 整体 上 
深入 地 认识 事物 的 各 个 组 成 部 分 ,从 而 认识 事物 的 内 在 本 质 或 整体 规律 ;所 谓 
综合 ,是 在 思维 中 把 对 象 的 各 个 组 成 部 分 .方面 要 素 联结 和 统一 起 来 进行 考察 
的 方法 , 它 在 思维 方式 方面 的 特点 是 在 分 析 的 基础 上 ,进行 科学 的 概括 ,把 对 各 
个 部 分 、 各 种 要 案 的 认识 统一 为 对 事物 整体 的 认识 ,从 而 达到 从 总 体 上 把 握 事 
物 的 本 质 和 规律 的 目的 ， 

在 数学 研究 及 学 习 中 ,把 分 析 与 综合 的 思维 方法 运用 到 几何 的 逻辑 证 明 或 
推导 中 ,就 形成 了 求解 几何 问题 的 分 析 法 与 综合 法 . 

分 析 法 是 由 命题 的 结论 入手 ,承认 它 是 正确 的 , 执 果 索 因 ,寻求 在 什么 情况 
下 结论 才 是 正确 的 .这 样 一 步 一 步 着 而 推 之 ,直到 与 题 设 会 合 , 于 是 就 得 出 了 由 
题 设 通 往 结论 的 思维 过 程 . 

综合 法 则 是 由 命题 的 题 设 入 手 , 通 过 一 系列 正确 推理 ,逐步 洁 近 目标 ,最 终 
获得 结论 . 

无 论 是 分 析 法 还 是 综合 法 ,都 要 经 历 一 段 认真 思考 的 过 程 .分 析 溉 先 认定 
结论 为 真 , 倒 推 而 上 ,容易 启发 时 考 ,每 一 步 推理 都 有 较 明 确 的 目的 ,知道 推理 
的 依据 ,了 解 思维 的 过 程 ;综合 法 由 题 设 推演 , 支 路 较 多 ,可 以 应 用 的 定理 也 较 
多 ,往往 不 知 应 如 何 迈 步 , 这 是 它 的 缺点 ,而 优点 在 于 叙述 简明 ,容易 使 人 理解 
解 题 的 步 又 . 


一 ,分析 法 
在 由 结论 向 已 知 条 件 的 寻求 追 测 过程 中 ,由 于 题 设 条 件 的 不 同 ,或 已 知 条 


件 之 间 关 系 的 隐蔽 程度 的 不 同等 ,寻求 追溯 的 形式 、 程 度 有 差异 ,因而 分 析 法 常 
分 为 选择 型 分 析 法 、 可 逆 型 分 析 法 、 构 造型 分 析 法 、 设 想 型 分 析 法 等 凡 种 类 型 ， 


第 一 篇 装备 精良 "兵器 "一 一 掌握 基本 方法 


LÄHEN E 


选择 型 分 析 法 解 题 ,就 是 从 要 求解 的 结论 B 出 发 ,希望 能 一 步 步 把 问题 转 
化 ,但 又 难以 互 着 转化 ,进而 转化 为 分 析 要 得 到 结论 p 需要 什么 样 (充分 ) 的 条 
件 , 并 为 此 在 探求 的 “三 岔口 " 作 方 向 猜想 和 方向 择优 .假设 有 条 件 C 就 有 结论 
B,BJ C 就 为 选择 找到 的 使 B 成立 的 (充分 ) 条 件 (C = 8B); 同 样 地 ,再 分 析 在 什 
么 样 的 条 件 下 能 选择 得 到 C.B p = C，…, 最 终 扎 滴 到 此 结论 成 立 或 原 命 题 的 
某 一 充分 条 件 (或 充分 条 件 组 ) 恰好 是 已 知 条 件 或 已 知 结论 4 为 止 . 

在 运用 选择 型 分 析 法 解 题 时 , 常 使 用 一 系列 短语 ;“ 只 需 …… 即 可 ”来 刻 
E. RER ETRA D> g, WAEA > B, REE A => D” 即 可 . 

例 1 如 图 1.1.1, 四 边 形 48CD 的 一 条 对 角 线 BD 平 Ñ 
行 于 两 对 对 边 之 交点 的 连 线 EF ,求证 :4C 平分 BD. 


分 析 ” 欲 证 的 是 线 徐 等 重 关 系 ,可 试 运用 成 比例 线 自转 化 
为 探讨 ,但 又 不 易 直接 证 (车 作 辅 助 绕 证 另 当 别论 ), 从 而 运用 分 
HERRE. 


E N F 

证 明 WACZBD FM, ERFA MEN = MD, 图 1.1.1 
要 证 BM = MD , 作 方 向 猜测 ,只 需 证 明 EN = NF 或 于 = a = 1 即 可 ， 

但 我 们 立即 意识 到 这 不 容易 证 ,再 作 方 向 猜测 , 欲 证 BM = MD, 只 需 证 明 

BM MD BM _ EN MD EN 
BM = MD 或 DD = p V igp = KP ARRENE - EN 即 可 .又 只 

MD _ BM MD _ MC _ BM ¿giranagpi 
需 证 EN = AR 即 可 .而 和 = CN = T WKIPESYEQEUE, 

例 2 WB 1.1.2, P» AABC 的 内 点 ,过 已 作 
AB, BC, CA 的 平行 线 分 别 为 FG, DE, HK, 它 们 与 人 4BC 
三 边 构成 的 小 三 角形 的 面积 为 84 pyp = Si, Sapra = Š>, 
Saree = 53, 令 Saare = S.3RIE:S = (VSL + / S; + 


/A 
S, B F H € 
分 析 ”由 题 设 ,有 一 系列 相似 三 角形 ,应 运用 相似 形 面积 三 1.1.2 
出 车 于 相似 系数 比 的 平方 来 求解 、 


证 明 ”要 证 8 = (VS + VS + V5》. 作 方向 猜测 ,只 需 证 
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SYS+Y3 | 
VS 
HT. 

gm S. VS YS L 

此 时 则 需 把 — "s S 用 线段 比 表 示 出 来 
VS DK _ DP _ PK 

J5 "AB " BC " AC 

VS, FH PF PH 


Ja "BC “AB " AC 
VS. PE _ GE _ PG 
VS BC 4C AB 


mu, mnsa ， EEE , 则 会 陷 人 繁杂 的 推导 而 毫 无 结果 . 于 
是 需 方向 择优 ,并 只 需 选取 分 母 相 同 的 三 式 , 例 如 分 母 为 AB 的 三 式 即 可 . 

此 时 ,又 只 需 注意 到 4B = DK + DB + AK = DK + PF+PG 即 可 . 故 原 命 
题 获 证 . 

在 寻找 追溯 中 间 环 节 的 充分 条 件 时 ,车 某 一 环节 的 充分 条 件 不 止 一 个 , 常 
表明 这 道 题 的 证 法 不 止 一 种 .看 下 例 ， 

例 3 如 图 1.1.3, 已 知人 4CE = Z CDE = 90P ,点 如 


A 
在 CB 上 ,C4 = CB = CD, 过 4,C, 了 三 点 的 圆 交 4B8 F 
FRIE: F A A CDE 的 内 心 . D 
证 明 ”要 证 下 为 入 CDE 的 内 心 ,只 需 证 (1) DF 平分 
CDB;(2)CF 平 分 一 DCB 即 可 . A 
要 证 (D ,只 需 证 ZCDF = 人 FDE = 49 即 可 C B 
(LCDE = 90). 而 A,C,F,D 340, 有 CDF = 图 1.1.3 
之 C4F. 只 需 证 Z CAB = 45° 即 刘 ,而 这 由 题 设 即 得 ， 
要 证 (2) ,只 需 证 一 BCF = 人 DCF 即 可 .要 证 这 两 个 角 相 等 ,可 有 如 下 一 系 
列 途径 : 
1) 只 和 需 证 全 BCF 给 ADCF BTJ, 
因为 CD = CR, H ZFBC = Z CDF = 49 ,只 需 证 DF = FB Bin]. X RS 
YE Z FDB = FBD 即 可 .而 由 CD = CB 有 人 CDB = 人 CBD. 故 结论 获 证 . 
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2) 只 需 证 人 DCF = DCE 即 可 . 
而 和 DCF = 18p - Z CDF - Z CFD = 13% - CFD, W RRE CFD = 
135 - + ZDCE 即 可 ,由 A, C, F, D 四 点 共 加, 有 
LCFD = 18P - Z CAD = 18 ~ (9 ~ + ZACD) = 


90 + P ZACD = 39 - 44DE 
故 结 论 获 证 . 
3) 设 BC ZAF M, MRED = FM 即 可 . 
只 需 证 DF = FM 即 可 .而 又 只 需 FM = FB,DF = FB 即 可 .要 证 FM = 
FB, RHE 人 FMB = LMBF = 45° 即 可 ,而 这 可 根据 题 设 及 A, C.M, FRA 
推 得 . 
要 证 DF = F8, 辣 1). 故 结论 获 证 . 


4) 由 三 角形 内 角 平 分 线性 质 定理 的 北 定 理 , 只 需 证 2 - 全 (其 中 6 为 
CD 与 48 的 交点 ) 即 可 . 


而 由 人 4CG ADCF HAG = BE WAR AC = BC, DF = BF 即 可 .又 


因为 4C = BC 已 知 ,只 需 证 DF = BF 即 可 .要 证 DF = FB, 同 1). 故 结论 效 证 , 
2.8 E E 3 


如 果 在 从 结论 向 已 知 条 件 追 尖 的 过 程 中 ,每 一 步 都 是 推 求 的 等 价 (充分 必 
E) 条 件 ,那么 这 种 分 析 法 又 叫 可 北 型 分 析 法 , 因而 , 可逆 型 分 析 法 是 选择 型 分 
析 法 的 特殊 铺 形 , 用 可 道 型 分 析 法 证 明 的 命题 用 选择 型 分 析 法 一 定 能 证 明 , 反 
之 用 选择 型 分 析 法 证 明 的 命题 ,用 可 道 型 分 析 法 不 一 定 能 证 明 ， 

可 北 型 分 析 法 的 证 明 中 ,常用 符号 “>” 来 表示 ,或 用 一 系列 “ 则 和 震 证 ……” 
来 表示 ,并 最 后 指出 “上 述 每 步 可 道 , 故 命题 成 立 ”. 


Pla EM AABO, a,b 为 直角 边 长 ,c APK RE: AE? <e 
证 明 由 于 a > 0,b > 0,e > 0. 
KERRO. + b < ee 

(a + b) < We) 


a +2ab4 P ee ee , 
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2ab < a + bo 
(a-b > 0 
而 最 后 的 不 等 式 显然 成 立 , 故 命题 获 证 . 
例 5 点 四 边 形 的 四 边 边 长 分 别 为 a,5,c,d, 两 对 角 线 长 为 e,f, 则 四 边 形 
的 面积 


s= LVADf (a 1 e - Ë = P: 


I BES = Ta (aP e = B = db 
则 和 需 证 1692 = 4e2f2 -la+ è- b- PY 
注意 到 计算 四 边 形 的 另 一 形式 的 面积 公式 (由 三 角形 面积 公式 推导 而 来 ) , 
两 对 角 线 夹 角 为 时 ,S = Lef- sina WARE 
4e2f2 -sita = 4e2zf2 (a + 2 - 2 - 22 
BR (a? + è- bd) = 4e2F2 cosa 
6 MIPAE a? + cè- 2 - d2 = + 2ef > cosa 
再 注意 到 三 角形 中 的 余弦 定理 ,对 于 图 1.1.4, 有 
2 =- e + fÈ -2efa* cos a: 
b? = f2 + eå- 2ezfa ' cosl 180 — a) = 
JÈ + eå + Refa * cos a 
c = e + fê — 2ezfi ° cos a 
d? = et + fê + 2e Á, * cos a 
M| a? + è — b? - d2 = 2cos a(eu + efi+ ezf + ef) = 
Zef ` cos a 
当 两 对 角 线 来 角 a 为 图 1.1.4 中 a 的 补 角 时 
a? + e- b = È = Ref > cos a 
上 述 步 骤 每 步 均 可 逆 , 故 原 结论 获 证 ， 
注 : 此 例 的 结论 , 称 为 布 瑞 须 赖 德尔 (Bretschneider,1808 ~ 1878) 公式 . 
3.B5 # 0 # š 


如 果 在 从 结论 向 已 知 条 件 追 涉 的 过 程 中 ,在 寻找 新 的 充分 条 件 的 转化 “三 
岔口 处 , 需 采 取 相应 的 构造 型 措施 :如 构造 一 些 条件 , 作 某 些 辅助 图 等 ,进行 
探讨 \ 推 导 , 才 能 岂 湖 到 原 命题 的 已 知 条 件 (或 稍 作 变 形 处 理 ) 的 分 析 法 又 叫做 


G 


图 1.1.4 
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构造 型 分 析 法 . 
例 6 ”如 图 1.1,5,4D 是 个 4BC 的 中 线 ,任意 引 直线 
iz. AE _ 2AF 
CF ZAB 于 F, 交 AD FERE Gp = FR 
分 析 。 注意 到 题 设 中 有 中 点 ,而 求证 式 是 一 个 比较 特殊 的 BEE 
比例 式 . 策 要 转化 来 求 和 


证 法 1 Egi = ME amd = ap, Eis 
HEK AD 至 ,使 DH = DE, NATHE FE // BH. WHEW, D 为 BC 中 
点 , 则 BHCE 为 平行 四 边 形 , 即 有 FE // BH. 故 原 命题 获 证 . 


TR MEH < ME REF = A 即 可 . 


ED `" FB/> 

AR FB 的 中 点 6, 则 只 需 证 EF // DG 即 可 ,而 由 题 设 ,为 BC 中 点 , 即 
DC 为 全 BCF 的 中 位 线 , 即 有 DG // EF . 故 原 命题 获 证 . 

例 7 如 图 1,1,6, 设 凸 四 边 形 48CD 的 边 长 分 别 p 
A a,b,c,d, 两 条 对 角 线 长 为 e,f. RWE ef = j 
ac? +b°d? — 2abed - cos (A + C). 

证 明 E 

ef? = a?e? + bd? ~ 2abcd > cos (A + C) 
只 需 证 
é = (y (PAE) E) es (A+ 0) E116 
即 可 . 这 种 形式 符合 三 角形 中 的 余弦 定理 形式 , 则 沉 对 原 图形 分 析 比 较 ,再 构 作 
出 一 项 角 大 小 为 4 + c 的 三 角形 , 且 这 个 角 的 两 天边 应 等 于 学 ,部 .此 时 ,出 只 


需 作 相似 三 角形 即 可 . 
在 图 1.1.6 中 ,在 BC,CD 边 上 向 外 作 ABECw ACDA, fE A CFp o 
Ah4BC, 则 有 FPCE = ZA + ZC, EC = sc = 学 ,于 是 
EF? = EC? + FC? -2EC FC cos Z ECF = 
(yy (和 AEAEE) s oos (4 + O) 
此 时 ,只 需 证 BD = EF 即 可 , 又 只 需 证 BEFD 为 平行 四 边 形 即 可 . 而 由 图 知 


BE = DF = E MARE BE // DF 即 可 ,又 只 需 证 人 EBD + 人 BDF = 180 RI 


-ë pñ 综合 
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可 . 
由 图 可 知 
EBD + LBDF = Z EBC + Z CBD + LBCD + Z CDF = 
Z ACD + Z CBD + Z BDÇ + ZACB = 180 


故 原 命题 获 证 . 

注 ;1) 此 例 是 布 瑞 须 赖 德尔 发 现 的 "四边形 余弦 定理 ” 

2) 由 此 例 可 得 托 勒 密 (Ptolemy) 定理 :在 四 边 形 中 ,ef < ac + bd, HAFS 
当 且 仅 当 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 时 成 立 ， 
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在 向 已 知 条 件 的 追 湖 过 程 中 ,借助 于 有 根据 的 设想 假定, 形成“ 言 之 成 理 ” 
的 新 构思 ,再 进 行 “ 持 之 有 据 ” 的 验证 逐步 地 找 出 正确 途径 的 分 析 法 又 称 为 设 
想 型 分 析 法 ， 
在 求解 一 些 关于 位 置 关系 ` 轨 迹 、 作 图 等 问题 时 , 常 采用 这 种 方法 、 
8 例 8 ”在 一 个 已 知 锐角 三 角形 的 三 边 上 各 找 一 点 ,使 以 这 三 点 为 顶点 的 三 
角形 局 长 最 小 . 
解 ”我 们 设想 所 求 三 点 组 成 的 局 长 最 小 的 人 DEF 是 个 特殊 三 角形 . 即 D, 
E, F = $i ABC 三 边 上 的 特殊 点 ,如 三 边 的 中 点 ,三 高 的 垂 足 ,三 条 角 平 分 
线 与 对 边 的 交点 等 .又 从 题 设 要 求 人 46C 为 锐角 三 角形 来 设想 ,似乎 三 高 的 垂 
足 可 能 性 更 大 (中 点 . 角 平分 线 交 点 对 三 角形 不 作 特殊 要 求 ), 因为 只 有 锐角 三 
角形 这 个 条 件 才能 保证 三 高 的 厨 足 在 三 边 上 . 
此 时 ,又 不 妨 再 设想 所 求 的 和 DER 是 人 483C 的 重 
三 角形 (如 图 1.1.7). 
当 D,E 固定 ,要 使 EF + FD 最 小 ,必须 有 
ZEFA = 人 DFB = Y( 光 行 最 速 原理 ) 
同 理 人 BDF = ZCDE = a,LCED = ZAEF = B 
wa, n, 


出 B+a=x- B> 8 = B 
a+ß=n-0 'y= C 图 1.1.7 
于 是 DBFO A DEC t° A AEF Ad4BC ° 
不 难 验证 ,只 有 当 D, E, FZ B Bs hh EMER Q. FR BC = 
a,AC = b,AB = e,AF = z,BD = x,CE = y. H ADBF O AABC, Ha: e = 


(e-z): s Rar = è- cz. 
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同 理 , 便 有 方程 组 
ariya > 


y=a.cosC 


(arpe RREA (ie ee 


by+ta=b R $ 
所 以 刀 , 下 ,正确 为 三 边 上 的 垂 足 . 


z=b-cos AÁ 


例 9 已 知 两 边 求 作 三 角形 ,使 这 两 边 上 的 中 线 互相 垂直 . 


解 ”假定 合 平 要 求 的 人 4BC 已 经 作出 ,如 图 1.1.8， 
AB, AC 为 已 知 的 两 条 边 , BD 5 CE 分 别 为 4C 与 48 上 的 
EQ, B. BD | CE. 

现在 ,我 们 来 追溯 这 个 三 角形 的 成 图 线索 .作出 三 角 
形 的 一 条 已 知 的 边 , 例 如 4C, 这 较 容易 ,问题 在 于 第 三 个 
顶点 BB 她 何 确定 . 

要 确定 8, 则 只 需 先 确定 AB 的 中 点 万 ,而 根据 BD L 
CE 的 条 件 , TÈ E MEEF / BD 交 AD 于 F, 且 知 


人 FEC = 9, F HAD 中 点 ,此 时 ,车 以 十 4B 为 半径 ,以 


A 为 图 心 作 弧 , 则 有 可 能 与 以 FC = A AC 为 直径 的 圆 相交, 此 交点 即 为 五 .因此 
当 且 仅 当 二 4B < AC < 24B 时 两 加 弧 有 惟一 交点 ,此 时 作 图 的 线索 已 完全 控 


明 , 图 由 此 即 可 作出 ， 

例 10 ”如 图 1.1.9, 在 全 4BC 中 ,AB = BC, 求 在 此 三 角 
形 内 部 县 到底 边 的 距离 等 于 到 两 腰 的 距离 的 几何 平均 值 的 
点 的 轨迹 . 

解 BE M 是 轨迹 上 的 一 点 ,又 设 MH L AC 于 H, 
ME L. AB F E,MF | BC 于 FF. 按 条 件 ,应 有 ME = ME * MF. 
显然 ,4,C 两 点 满足 条 件 , 因 此 它们 都 是 轨迹 上 的 特殊 点 ， 

现在 考虑 M 的 一 般 位 置 ,看 看 它 对 4,C 两 个 定点 而 
言 ,其 位 置 有 何 特征 . 


由 于 4,C 是 定点 ,于 为 动 点 ,于 是 可 设 点 M XHAC 的 张 角 有 条 件 限 制 ,可 进 
一 步 假定 人 AMC 为 定 角 ,于 是 只 需 找 人 AMC SEM Z HME( Z HME = 190 - 
A), Z EMF( Z EMF = 180 — Z B), Z HMP( Z HMF = 180 — 


B 


图 1.1.8 


B 


BA, 


图 I.1.9 


£. 


而 由 H,C,F,M ORRERA, 有 人 MFH = ZMCH, 车 假定 AHMF o 
2-7 分 析 法 综合 法 


0) 之 间 的 关 
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全 4MC, 则 有 AMC = 人 HMF = 180 - Z C 为 定 角 , 但 这 只 需 证 人 MHF = 
MAC 即 可 . 

XH A,H, M, E WARA, Æ Z REM = Z HAM ,于 是 又 只 需 证 Z HEM = 
Z MHF 即 可 . 
而 由 MH? = EM- FM 有 EM: MH = MH: FM,X. 

ZEMH = 180 - ZA, Z FMH = 18; - ZC = 180 - ZA = LEMH 
RJK A EMH o A HHF T HEM = Z MHF 获 证 ， 

故 M ANEU AC 为 骇 ,弓形 角 为 180" - Z C 的 一 个 弓形 弧 ( 位 于 人 4BC 
内 ) 上 .这 个 弓形 弧 就 是 我 们 所 探求 的 轨迹 ， 


二 ,综合 法 


深入 发 据 题 设 内 涵 , 充 分 运用 已 知 条 件 , 是 熟练 地 运用 综合 法 解 题 的 关键 . 
例 11 如 图 1.1.10, 设 公 4BC EWK K a,b,c. 
10 为 人 4BC 内 部 一 点 , 且 DA = a',DB = V ,DC = 
c, DBA = Pi, Z DCA = Yi, Z DAB = a3, K DCB = 
yx, Z DAC = as, Z DBC = By. 求 证 : 


sin(8) + 71) _ sin(aa + 2) _ sin(ay + fs) 
aa' bb 本 ee 


分 析 MEAWEZAPHERREYVR HEER E 1.1.10 
据 题 设 内 活 ,着 能 否 作出 一 个 三 角形 使 之 过 角 二 满足 所 证 结论 的 形式 


证 明 ”在 Dh 所 在 的 射线 上 任 取 一 点 4', 作 D4'B' = DBA = B, 3 DB 


于 B', 作 人 DA'C' = ZDCA = yi % CD 于 人 ,如 图 1.1,10, 又 不 妨 设 DA' = 
Be'k( 上 是 比例 系数 ), 则 由 全 DA4'B' co 人 DB4, 人 D4'C' to A CDA 得 DB = 


k DC = a DB g 

adk, DC = a'b'k Ape = y = pp AM ADEC 0 A DCB. HI 
BC = a -DC = y ab = aa'k 

同 理 pa: = cok, A'C' = bb'k 


又 因为 人 4'B'C' HERRA 
= Bi + yu, ZB' = az + Ya, ZC = ay + f 
KH ERETTE. 
对 于 条 件 较 少 的 命题 ,在 运用 综合 法 求解 时 ,应 注意 寻找 并 作出 那些 能 沟 
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通 已 知 与 未 知 , 使 问题 所 涉及 的 边 、 角 、 比 值 等 图 形 条 件 得 到 汇聚 的 辅助 线 作为 
RED ,这样 就 容易 人 手 , 有 时 还 会 有 开阔 的 思路 ,而 作出 多 种 解法 . 

例 12 在 人 4BC 的 三 边 BC,C4, 48 或 其 延长 线 
上 有 点 D,E, F, 不 妨 设 如 图 1.1.11 所 示 . 

(1 车 刀 , 忆 ,下 三 点 共 直 线 , 则 


AK BD CE .| 
FB ` DC ` EA 7 
B 
AF .BD CE _ 二 点 共 
O Erp pe pa = DM D.E, F Zt 


线 . 
证 明 (1) E C fEcCG /DF 交 4B8 于 G6, 则 
BD _ BE CE _ GF 
DC = FG'EA = FÁ 
， AF BD CE AF BF GF 
HA FB ` DC ` EA“ FB `F@ ` FA "Í 
(2) 过 D, E -ERZ AB (或 其 延长 线 ) 于 F' ,出 有 


AF BD. Œ] 
F'B ° DC ` EA 
AF BD CE | „AF AF payme AF AF ._ 
由 已 知 后 ' jC EA = DK = pp HBH, gg = qg MAF = " 
AF. 


所 以 F IFEA, D,E, FEARR. 

对 于 (1) ,还 可 有 如 下 电路， 

思路 1 过 C 作 CH /BA 交 DF 于 H…… 

思路 2 过 4 作 4P // BD % DF 的 延长 线 于 Pe 

思路 3 HA A,B,C 向 DF 所 在 直线 作 垂 线 段 …… 

思路 4 过 4 作 40 / FD Z BD 的 延长 线 于 Q…… 

思路 5 连 BE, 并 运用 面积 比 …… 

思路 6 还 可 以 运用 正弦 定理 转化 线段 比 . 

注 : 此 例 结论 称 为 梅 湿 劳 斯 (Menelaus) M. 

对 于 有 多 个 条 件 的 命题 ,在 运用 综合 法 求解 时 ,应 注意 选择 具有 充实 内 容 
和 丰富 意义 的 条 件 作 为 突破 口 ,这 样 较 容易 人 手 . 

例 13 如 图 1.1.12, 在 人 4BC 中 ,4B = AC, D 是 底 边 BC 上 一 点 ,下 是 线 
Et AD E— À, H BED = 2Z CED = Lh. 求证 :BD = 2CD. 

证 法 1 从 一 BED = 人 4 出 发 , 若 注 意 到 AB = AC 可 推 得 人 B = ZC, 
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则 自然 想到 延长 ED 至 了 ,使 EF = EB ,并 连接 BF , 推 得 
人 BFA = 人 BC4, 则 4,B,F,C 四 点 共 圆 ， 

连接 CF, 有 LAFC = ZABC = ZACB = ZAFB. 
于 是 


BD : CD = BF : CF @. 
作 EG | BF 于 6, 则 
BG = GF, ZFEG = Z GEB = + ZA 
在 ABCF 和 A ECF 中 ,EF 为 公用 边 ,EFC = 图 1.1.12 


ZED = 1 ZA, ZEFC = ZEF0, JN AEGF 2 人 ECF. 所 以 CP = CF, 从 
而 BF:CF=2:1. 
再 由 中 式 , 即 知 BD = 2CD. 


证 法 2 从 CED = 二 L4 出 发 ,着 注意 由 AB = AC 可 推 得 C4BC + 


LAA = 9 MEDEIA c fE cF L EC, 交 ED WEKRE F. FEA 
ZAFC = 人 4BC, 有 4,8,F,C 共 圆 .( 下 同 证 法 1, 略 } 

证 法 3 从 一 BED = 2 人 CED 出 发 ,着 注意 到 个 EBD 和 公 ECD 有 共同 的 
高 , 则 自然 想到 应 用 三 角形 面积 公式 ,得 


LEB. ED.sinA 2BE + cos 
2 _ 2 @ 
TE 


BD Sae 
CD Sagcp 


$ EC. ED -sing 


fE BED 的 平分 线 EC, 作 BG L EC 于 6, 则 有 EG = EB，cos 全 .再 同 证 


法 1, 可 证 EG = EC, 从 而 EC = EB + cos $ it @ RA BD = 20D. 
证 法 4 从 人 EBD = 2⁄ GED = 人 4 出 发 ,车 注意 到 等 腰 三 角形 顶点 的 补 
角 等 于 其 底 角 的 两 倍 , 则 不 难 知道 应 在 EB 上 取 一 点 吾 , 使 8 = EA.3E AB, W 


AHE = Z HAE = + ZBED = ZCED = + ZA 


2 
因此 ZBHA = 人 AEC. 又 因为 
AB = AC, LABH = LBAE = ZA - LBAD = LCAE 
于 是 人 4BH 织 人 CAE. 从 而 BH = AE = HE,AH = CE. EX] A AEH MARIEI 
定理 ,有 
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AH : sinZ AEH = HE : sinZ HAE 
# CE = AH = BE > cos $ 
由 证 法 3 可 知 问题 获 证 (下 略 ). 

证 法 5 从 4B = AC 出 发 , 若 注 意 到 人 4BE = ZA- ZBAE = ZCAE, 
LAEB = 180 - ZA 以 及 人 4EC = 180 -让 人 4, 则 自然 可 想到 对 A ABE 和 
A ACE 分 别 应 用 正弦 定理 .所 以 ,有 

AE : sinZABE = AB : smZAEB 
CE : sinZ/ CAE = AC ; sinl AEC 
则 AB > sinZ ABE AC ` sinZ CAE 


AE = sin Á ,CE = 
sin 


于 是 CE = 24E + oss Á 
出 证 法 4 知 , BE = 24E, 从 而 
CE = BE: sos 4 
再 由 证 法 3 可 知 问 题 获 证 . 
证 法 6 从 4B = AC 出发， 车 注意 到 ZABE = ZA ~ ZBAE = ZCAE = 
9, 及 证 法 4 中 知 BE = 2AE, fefe A ABD, A ADC 中 分 别 运用 正弦 定理 ,然后 相 13 
比 , 则 有 


BD _ AB - sin(A — 0) sin(4 - 0) 
DC 4C:sing © sing 
再 对 GABE HAERERE, A 


sin(dA ~ 0) 


rA sin 8 
即 证 . 
证 法 7 综合 考虑 出 发 ,延长 Bp 交 A ABC 外 接 贺 于 P, 再 由 A EPA 与 
A ABC 相似 证 得 EP = AE, Xh CPB = LA = ZBED AIDE // CP BE. 
在 由 已 知 条 件 着 手 ,根据 已 知 定义 ,公理 ,定理 逐步 推导 出 求解 的 结论 的 过 
程 中 ,由 于 思考 的 角度 不 同 ,立足 点 不 同 ,综合 法 常 分 为 分 析 型 综合 法 、 葛 基 型 
综合 法 、 媒 介 型 综合 法 ,解析 型 综合 法 等 几 种 类 型 , 


L£ EERSZE 
RAEE ISSN YE JRP ark , 稍 加 整理 而 得 到 的 解法 称 为 分 析 型 
二 章 分 合法 
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综合 法 .( 例 略 ) 
2 RENE GE 


在 由 已 知 条 件 着 手 较 难 时 ,或 没有 熟悉 的 模式 可 供 化 归 推 导 时 ,我 们 可 倾 
向 于 寻找 简单 的 模式 (特例 ) ,然后 将 一 般 情形 化 归 到 这 个 简单 的 模式 上 来 .这 
样 的 综合 法 称 为 碳 基 型 综合 法 . 

例 14 ”如 图 1.1.13, 由 任 一 点 了 向 等 边 公 4BC ERR AD , BE, CFE 
线段 .求证 :这 三 条 重 线 自 中 最 长 的 一 条 是 其 余 两 条 的 和 . 


分 析 由 于 和 4BC 的 特殊 性 与 上 已 的 任意 性 ,我 们 应 寻找 其 中 的 祖 关 内 部 规律 ,于 蚌 
有 下 述 解法 ， 

证 明 ”首先 考虑 其 特殊 情形 :点 忆 在 一 边 上 ,如 图 1.1.13(1), 作 PG L BE 
于 6, 作 PH L CF 于 下 则 由 正三 角形 性 质 ,有 PG = + BP, PH = 二 PC, 而 


PG + PD = +BP + PD = + (BP + 2PD) = 
14 2 

1 -L ole 

Å (Bp + PD) = (DC + PD) = $PC = PH 


故此 时 结论 获 证 . 
再 考虑 一 般 情 形 , 如 图 1.1.13(2),(3) ,此 时 ,只 需 作 出 PO 上 4D( 或 其 延 
长 线 ). 并 延长 PQ 就 可 构成 前 述 特殊 情形 (下 略 ). 从 而 结论 获 证 . 
4 4 A 


3.842 S 8 š 


当 问 题 给 出 的 已 知 条 件 较 少 有 看 不 出 与 所 求 结论 的 直接 联系 时 ,或 条 件 关 
系 松散 难以 利用 时 ,去 有 意识 地 寻找 、 选 择 并 应 用 媒介 实现 过 渡 , 这 样 的 综合 法 
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称 之 为 媒介 型 综合 法 . 
例 15 (斯 特 瓦尔 特定 理 ) 设 D 是 AABC IRH BC 上 任 一 点 , 则 AD? . 
BC = AB*' CD + AC? BD - BC. BD. CD. 


证 明 在 人 4DB F A ABC 中 4 
AD? + BI? - AR? 
cos ¿ADB = At p 
_ AD? + CD? ~ AC? 
cos Z ADC = ZAD - CD f 4 ` 
因为 cos Z ADB = - cos Z ADC ,所 以 
图 1.1.14 


AD? + BD? - AB? AD? + CD? - AC? 
24D- BD = 24D .CD 
所 以 4D2(BD + CD) = 
AB2. CD + AC2. BD - BD . CD(BD + CD) 
将 BD + CD = BC 代入 即 证 得 结论 . 
类 似 于 上 从, 还 可 证 明 如 下 定理 . 
(1) (阿波 罗 尼 斯 定理 ) 设 AD 是 2. ABC 的 中 线 , 则 AB? + AC? = 2(4D? + 
Bp2). (A ADB # A ADC 中 用 余弦 定理 ). 
(2)( 斯 库 顿 定理 ) 在 A ABC 中 ,4D 为 Z BAC 的 平分 线 , 则 4D? = AB - AC - 
BD - CD. (XE ACAD $U ABAD 中 ,用 cos Z CAD = cos Z BAD). 
GGE EEH) 在 贺 内 接 四 边 形 4BCD 'F,AC > BD = AB + CD + 
AD + BC. (E A BAD #l A BCD th , F cos Z BAD = ~ cos Z BCD , X-#£ A ABC 81 
AACD 中 用 cos ZABC = - cos Z ADC ,分 别 整理 出 BD’, AC HRER, MAR 
即 证 ). 
例 16 如 图 1.1.15, 若 一 直线 1 截 首尾 相 接 的 平面 折线 4BCD 的 各 边 ( 或 其 
延长 线 )4B, BC,CD,DA 于 P,E,0,F. 则 


AP BE CQ DE _ 
PB ` EC ` QD ' FA 


1 
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证 明 二 至少 与 BD,4C 之 一 条 相交 ,不 妨 设 1 与 BD 相交 于 0， 
由 于 A ABD 被 直线 PFO PE, M| 


AP BO. DE, 
PB OD FA ` 


又 因为 人 BCL 被 直线 PEO 所 截 , 则 
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以 上 两 式 相 乘 , 便 证 得 结论 

注 :此 例 结论 可 称 为 四 边 形 中 的 梅 温 劳 斯 定理 .此 例 还 有 如 下 一 系列 推论 . 

(1) 直线 1 截 四 边 形 ABCD =W AB, BC, DA 所 在 直线 于 P,E,F, 而 
457 CD, 则 


AP, BE, DE, 
PB EC FA ` 


(2) # E Æ A PBC 的 边 BC 上 一 点 ,直线 1 交 PA,PE,PC 或 其 延长 线 于 4， 
FF,D, 则 


(3) 车 直线 过 四 边 形 ABCD 对 角 线 交点 0, 且 与 一 双 对 边 AB, CD 分 别 相交 
+ E, FW 


AE , BO .DF. C0 
EB OD FC QA 


例 17 如 图 1.1.16, 设 凸 六 边 形 ABCDEF H, AB = 
BC = CD, DE = EF = FA, BCD = ZEFA = 60, 设 G 
和 妃 是 这 六 边 形 内 部 两 点 ,使 得 ZAGB = 人 DHE = 
120? ,求证 :4C + GB + GH + DH + HE > CF. 


=1 


成 共 端 点 的 家 线段 与 折线 段 ,为 此 ,还 需 由 题 设 条 件 村 求 中 间 媒 
从 来 转化 ， 图 1.1.16 

证 明 “分别 以 AB, DE 为 边 向 凸 六 边 形 外 各 作 等 边 A ABM ,ADEN. 连 
BD, EA, GM, HN, MN. 

由 题 可 知 , 凸 六 边 形 ABCDEF 与 凸 六 边 形 4MBDNE 全 等 ,从 而 MN = CF. 
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再 注意 十 面 命题 ;如 图 1.1.17,P 为 等 边 和 4BC 外 接 4 


MEC 上任 一 点 , 则 PA = PB + PC. 并 以 此 作为 引 理 ,对 
于 图 1.1.16, 有 
GA + GB = GM,DH + HE = HN 
W MGHN 是 与 MN HARSI, N B c 
GM + GH + HN > MN P 
故 AG + GB + CH + DH + HE > CF Bl. 


4 LEETE 


解 题 时 ,运用 解析 法 的 思想 制订 解 题 的 大 体 计划 和 方向 ,然后 并 不 真 用 解析 法 
来 实现 这 个 计划 ,而 用 综合 法 来 实现 .这 种 综合 法 我 们 称 之 为 解析 型 综合 法 . 

例 18 如 图 1.1.18, 在 四 边 形 ABCD 中 ,已 知 
LB 为 直角 ,对 角 线 AC = BD, 过 AB, CD 之 中 点 
E, G EPERZTN iE BC, AD ZPAF, H MER 
ERIT MRE: B, M, N 三 点 共 直线 ， 


分 析 1 取 B4,BC 所 在 直线 分 别 为 x 轴 ,y 办, 建立 
平面 直角 坐标 系 . 设 48 = a, BC = 5b,4,B,C,DD 之 坐标 分 
别 为 (&,0) ,0,0),(0,8),(xo, yo). 

HAC = BD, 有 + 这 = à + Xà. 

GN 上 的 点 应 满足 方程 

fx- o) +(y- yo) = s+- 0) 


由 此 得 GN 的 方程 为 


a 


xox + (yo b)y = + ° 
FE, BM 的 方程 为 Ca- aa + yoy = Ë 
ENEA W TED E ATENG N) A O 148 


ntg 
ERTS M= 4. 2w 
z sQ has sss 
i 和 


一 章 分 析 法 综合 法 


平面 几何 证 明 方法 全 书 


HU B.M.N E R 38. 
Taku Z K3RIRTR S MATET ZMBA = 人 NBA. 干 是 得 如 下 综合 法 证 法 : 
证 法 1 由 BD = AC,MD = MA,MB = MC, A BMD 2 A CHA. MT 
MBC = 人 MCB = ZMDA = 人 MAD( 注 意 人 CMB = ZX AMD). FÆ 
MBA = 9% - LMBC = 90 - LACB + ZACM = 
Z CAB + LNBD( A NBD ° ANAC) = 
Z CAB + Z NAC = LNAB = Z NBA 
故 B,M,N 三 点 共 直 线 ， 


a~% 


分 析 2 由 分 析 1 知 ,hw = kuw =- 4 p HERRA BMO BN) HRCA, b), 
Co 两 点 的 线段 甜 直 ,(%0, 0) 就 是 点 卫 , 在 图 上 作出 表示 (aib) 的 点 已 ; 边 PA, PC, PD, 
得 到 PABC RHEW. PB = AG = 了 功 , 即 知 卫 ,也 在 以 好 为 图 心 的 加 上 .既然 BM | PD, BM 一 
定 和 PD 的 垂直 平分 线 重合 . BN 蛮 热 .这 样 ,可 得 到 一 种 简捷 的 综合 法 证 法 : 


证 法 2 JE PA | AB,PC | BC, 则 直线 NE 垂直 平分 PC, MF 垂直 平分 
PA. 连 PD, 由 于 NN 是 CD, PC 之 中 垂 线 交点 , 故 NH é PDC 之 外 心 , 即 N tE PD 
的 中 垂 线 上 . 

同 理 , 为 全 PD4 之 外 心 , 即 M # PD A RERE. KEE PA = AC = 
DB, 故 B 也 在 PD 之 中 垂 线 上 . 

H B,M,N 三 点 共 线 于 PD 之 中 垂 线 ， 


分 析 3 由 分 析 2 知 ,PD 的 中 委 线 应 平分 Z PBD, E PB 与 4C 之 交点 为 4C 中 点 ,于 
是 又 得 到 更 简捷 的 综合 法 证 法 : 

证 法 3 设 0 为 4C 的 中 点 , 则 08 = 04. 叉 因为 NB = NA, 故 和 NAC = 

QBN, 从 而 ZNBD = 人 NBQ. 故 NN 在 DBO 的 平分 线 上 . 

FE, M 也 在 LDB 的 平分 线 上 ， 

故 B.M,N 三 点 共 线 于 人 DBQ 的 平分 线 . 

上 人 鲍 是 由 解析 法 拓展 出 的 三 个 综合 证 法 , 这 是 出 于 解析 法 目标 明确 ,可 以 
引导 我 们 走向 正确 思考 的 道路 .所 以 ,我 们 应 注意 适时 运用 这 种 启发 解 题 的 有 
HFE. 

由 解析 法 拓展 综合 法 常 有 三 种 类 型 :1) 直接 把 解析 法 的 语言 译 成 综合 法 
语言 ;2) 通过 观察 解析 法 的 证 明 过 程 而 得 到 启发 , 找到 综合 法 的 人 手 途径 ; 
3) 用 解析 法 指出 努力 方向 , 然后 用 综合 法 的 手段 来 实现 .上 述 例题 的 三 种 证 法 
从 某 个 侧面 也 说 明了 这 三 种 类 型 . 
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上 面 ,我 们 分 别 介绍 了 分 析 法 与 综合 法 . 在 解 题 时 ,这 两 种 方法 可 单独 使 
用 ,也 可 结合 使 用 ,在 分 析 中 有 综合 ,在 综合 中 有 分 析 , 交 叉 使 用 去 论证 ,求解 问 
Bi. 


练习 题 1.1 


1.0 E Jj A ABC 的 中 线 4D 上 任意 一 点 , 且 LB > 人 C. 求 证 :人 EBC > 
Z ECRB. 

2. 在 矩形 ABCD W , M AD 的 中 心 ,NN 是 BC 的 中 心 ,在 线段 CD 的 延长 线 
上 取 一 点 已 ,用 Q 表示 直线 PM 和 4C 的 交点 ,求证 : Z QNM = MNP. 

3. 在 人 ABC 中,D 为 48 上 一 点 ,4D = AC, F E BC EBR, DE // BC, DA 
恰好 平分 EDF. RIE: BF : DF = AD : AE, 

4. 设 正方 形 ABCD 中 ,为 CD 的 中 点 ,为 EC 的 中 点 .求证 :DAER = 


1 
ZLFAB. 


5. 全 4BC 中 ,C4 = CB, D,E SINE CA, CB 上 ,并 且 CE = CD. 过 C,D 作 
AE 的 重 线 分 别 交 AB 于 C,H. 车 ZACB = 9 ,求证 :BC = GH. 

6. 在 口 48CD 中 , 作 CE | ABFE, CF | 4D 于 F, 连 EF 交 8D 的 延长 线 
F P. 求 证 :和 4CP = 9. 

7, 在 等 腰 梯 形 ABCD 中 ,48 // CD. 求证 :4C? = AD? + AB. CD. 19 

8. 自 图 0 外 一 点 4 引 切 线 , 切 点 为 ,过 AB 的 中 点 好 作 制 线 交 圆 于 C, 了 ， 
连 AC 并 延长 交 贺 于 B, 连 AD XAT F ARE: EF // AB. 

9. JE 48 A ABC( B = 90) 的 腰 4B 上 的 中 线 为 CD ,BE | CD ,延长 
交 AC F FRE: FDA = 和 CDB. 

10. 锐 角 公 4BC BJ Z À 的 平分 线 与 外 接 圆 交 于 另 一 点 41. B81, C1 与 此 类 似 ， 
ER AA 与 ZB,ZC 的 外 角 平 分 线 交 于 ho EK. Bo Co 与 此 类 似 . RE: 
全 AoBoCo 的 面积 是 六 边 形 AC BA CB, 的 面积 的 二 信 . 

11. CA C 为 圆 的 直径 48 上 一 点 ,在 圆 上 求 两 个 关于 AB 对 称 的 点 和 Y， 
使 YC 4 XA. 

12. 在 平面 给 定 一 个 圆 $ 和 过 圆心 0 的 直线 1, 过 点 0 作 任 意 的 圆心 在 直线 
LEWES KSAS 的 公 切 线 与 $' ARAM 的 集合 . 

13. GABCD 外 接 于 局 BFCHB ,在 48 上 ,F 在 BC 上 ,6 在 CD 上 . 则 其 对 角 
线 AC, BD, EC HF A. 

14. 已 知 D,E IEE AABC 的 边 BC f CA 上 的 点 , 且 AE = CD, AD 
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BE 于 P, 若 BQ | 4D 于 0, 求 证 :BP = 2P0. 

15.12 P H A ABC 内 一 点 , 且 有 和 PAC = LPBC, XË P EBC, AC HER, 
EEX L, M.X. D E AB 的 中 点 .求证 :DM = DL. 

16. 在 直角 梯形 ABCD r: , DAB = Z CBA = 9p, 人 DBC 是 等 边 三 角形 . 现 
以 AB 为 边 向 形 外 作 正 AABE, iE CE 26 BD + F. RUE: CE 被 BD FAF F. 

17.E,F 分 别 是 四 边 形 ABCD 的 边 BC, AD 的 中 点 , EF 的 延长 线 交 BA, CD 
的 延长 线 于 G,H. 

(1) # AB = CD, 则 BCH = 人 EHC; 

(2) Æ ZBGE = 人 人 EHC, 则 4B = Cp. 

18. 若 P 为 人 4BC 的 BC 边 上 一 点 , 且 AB + AC, PA? = AB + AC - BP + PC, 
出 4P 平 分 之 4.( 斯 库 顿 定理 的 逆 定 理 ) 

AE _ DE 


19.28 E, F 为 四 边 形 48CD HAB, CD XLE A, BSE = pe = E, AD = 
b, BC = a, AD 与 BC 的 夹 角 为 6, 则 (m + nY EF = (am)? + (bn)? + 2am 
bn + cos0. 

20. 在 锐角 A ABC 中 ,4C > AB,AD, BE, CF 是 三 条 高 ,DH | AC FH, 
DG | AB + G, HG % CB 的 延长 线 于 P. 求 证 : PB ; PC = BD: DC? 

21. 图 内 接 四 边 形 ABCD 的 一 双 对 边 DA, CB HXT E k E BJ EER2E AB 于 
N, X CD TM, M Ë CD 的 中 点 ,求证 :AN : NB = EA’ : EB’. 
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第 二 章 REA ”同一 法 


我 们 在 证 明 数 学 问题 时 ,有 些 情形 不 易 甚至 不 能 直接 证 明 .这 时 ,不 妨 证 明 
它 的 等 效 命题 成 立 ,因而 也 能 间接 地 达到 目的 ,这 种 证 法 称 为 间接 证 法 .在 证 明 
平面 几何 问题 时 常 采 用 间接 证 法 . 

反 证 法 、 同 一 法 是 两 种 典型 的 间接 证 法 ， 


一 ` 反 证 法 


LI ERES 


一 般 地 说 ,在 证 明 一 个 命题 时 ,正面 不 易 入 手 , 就 从 命题 结论 的 反面 人 手 ， 
先 假设 结论 的 反面 成 立 ,如 果 由 此 假设 (必须 使 用 这 个 条 件 ) 进行 严格 推理 , 推 
导出 的 结果 与 已 知 条 件 ,公理 定理 ,定义 ,假设 等 之 一 相 矛 盾 , 或 者 推出 两 个 豆 
相 矛 盾 的 结果 ,就 证 明了 "结论 反面 成 立 " 的 假设 是 错误 的 ,从 而 得 出 结论 的 正 
面 成 立 .这 种 证 题 方法 就 叫做 反 证 法 ， 

有 些 问题 ,从 正面 证 相当 困难 ,采用 反 证 法 却 易 于 奏效 ,原因 很 入 单 ,要 证 
命题 “车 4 则 B”, 已 知 条 件 只 有 4, 采用 反 证 法 时 ,增添 了 一 个 条 件 ( 非 8), 事 
铺 当 然 好 办 一 些 .况且 反 证 法 无 须 专门 去 证 某 一 特定 的 结论 ,只 要 导出 矛盾 即 
可 .从 理论 上 讲 ,也 (更 确切 地 说 是 4 A B) 是 假 的 ,由 它 出 发 可 以 导出 任何 结 
论 , 特 别 是 可 以 导出 引 . 通 常 的 做 法 是 寻 出 一 个 荒 廖 的 结果 :矛盾 (从 而 互 一 定 
是 错 的 ). 所 以 , 反 证 法 也 称 为 归 次 法 . 

例 1 求证 :在 同一 平面 内 ,同一 条 直线 的 垂 线 与 斜 线 必 相 C p 


D" 
交 . I 
已 知 :如 图 1.2.1,4C L AB, BD JAB EE. RE: AC S BD 
相交 . l 2 


证 法 1 假设 AC, BD 不 相交 , 则 AC / BD. 4 ° 
由 题 没 4C L 4B , 则 BD | AB. XSAN BD SAB Q E121 


-ë KES 同一 法 
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盾 . 从 而 假设 不 成 立 , 故 原 命题 成 立 . 

证 法 2 假设 4C, BD 不 相交 , 则 4C /BD, 从 而 人 1 = 2, 如 图 1.2.1, 又 
由 题 设 4C | 48, 知 人 1 = 99, 则 人 2 = 90P, 这 与 直线 的 斜 线 ( 即 斜 交 ) 的 定义 
矛盾 ,从 而 假设 不 成 立 , 故 原 命题 成 立 . 

证 法 3 ”假设 4C, BD 不 相交 , 则 BD // AC. KENE AC L AB, XE BD' 上 
4AB, 则 BD' // AC. 所 以 BD 与 BD' 重合 . 

再 由 题 设 BD 5AB 斜 交 , 而 BD 与 48 垂直 相交 ,所 以 BD 与 BD' 不 重合 . 

于 是 , BD 与 BD' 是 重合 又 不 重合 , 自 相 有 矛盾 ,从 而 假设 不 成 立 , 故 原 命题 成 
立 . 

在 上 面 的 例子 中 ,出 反 证 假设 ,证 法 1 推出 了 与 已 知 条 件 矛 盾 的 结果 ,证 法 
2 推出 了 与 已 知 定义 矛盾 的 结果 ,证 法 3 推出 了 两 个 互相 矛盾 的 结论 ,都 达到 了 
证 明 原 命题 的 目的 . 

从 上 面 的 讨论 可 以 硕 出 , 反 证 法 的 逻辑 原理 如 下 ;4 之 B SA A B EAF 
盾 的 两 个 判断 ,根据 矛盾 律 ,两 个 互相 矛盾 的 判断 不 能 同 真 , 必 有 一 假 .在 4 A 
巨 的 银 设 下 ,通过 符合 逻辑 的 推理 ,出 现 了 矛盾 , 故 4 人 B 假 .又 根据 排 中 律 (在 
同时 间 同 关系 之 下 ,矛盾 命题 既 不 能 同 真 ,也 不 能 同 假 ,必定 一 真一 假 ) ,两 个 互 
相 矛 盾 的 判断 不 能 都 假 , 必 有 一 真 ,因为 4 A 互 假 , 故 4 之 召 真 . 

反 证 法 证 题 通 常 是 如 下 三 个 步 又 : 

(1) 反 设 .作出 与 结论 相反 的 假设 ,通常 称 这 种 假设 为 反 证 假设 . 

(2) 归 雇 .利用 反 证 假设 和 已 知 条 件 , 进 行 符合 逻辑 的 推理 ,推出 与 某 个 已 
知 条 件 、 公 理 、 定 义 等 相 矛盾 的 结果 .根据 矛盾 律 , 即 在 推理 和 论证 的 过 程 中 ,在 
同时 间 、 同 关系 下 ,不 能 对 同一 对 象 作出 两 个 相反 的 论断 ,可 知 反 证 假设 不 成 
3. 

(3) 得 出 结论 .根据 排 中 律 ,如 在 同一 论证 过 程 中 ,命题 P AAE AE 
仅 有 一 个 是 正确 的 ,可知 原 结论 成 立 ， 

反 证 法 又 可 以 分 为 以 下 两 类 . 

(1) 单一 归 廖 法 

如 果 命题 结论 的 反面 只 有 一 种 情况 , 则 从 反 证 人 很 设 之 后 ,推出 矛盾 的 证 法 
称 单一 归 衣 法 . 

例 2 求证 : 圆 内 不 过 网 心 的 两 弦 ( 非 直径 的 弦 ) 必 不 能 互相 平分 ， 

已 知 :如 图 1.2.2,48 和 CD 为 贺 0 的 相交 于 妃 的 任意 两 非 直径 的 弦 . 求 证 ， 
AB 和 CD 不 可 能 互相 平分 于 己 ， 

证 法 1 假定 AB 和 CD HARAY P.E OP. 
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因为 P HAB 的 中 点 ,所 以 OP L AB. 

又 因为 P 为 CD 的 中 点 ,所 以 OP L CD. 

这 就 是 说 , OP 垂直 于 过 PP 的 两 条 直线 .显然 ,与 已 知 
的 公理 矛盾 ,所 以 这 是 不 可 能 的 ， 4 P 

由 此 可 知 ,前面 的 假定 是 错误 的 , 即 AB 和 (CD 是 不 可 
能 互相 平分 的 .于 是 命题 得 到 了 证 明 . 

证 法 2 假定 非 直径 的 弦 AB, CD 互相 平分 于 P, 则 图 1.2.2 
AP = PB,CP = PD. 由 相交 弦 定 理 ,有 4P. BP = CP，DP, 即 AP? = DP2?, 亦 
即 4P = DP. 从 而 4P = DP = CP = DP, 也 就 是 P 点 到 加 上 的 四 点 等 距离 ,可 
见 P 是 圆心 ,那么 AB, CD 都 是 直径 ,这 与 题 设 “ 非 直径 的 豆 " 矛 盾 .因而 AB, CD 
不 能 互相 平分 、 

(2) FRAR 

如 果 结 论 的 反面 不 止 一 种 情况 , 则 需 分 别 在 种 种 情况 下 一 一 推出 矛盾 ,从 
而 证 明 原 结论 成 立 , 这 种 方法 称 为 穷 举 归 识 法 . 

例 3 在 两 个 三 角形 中 ,两 过 及 其 中 大 边 所 对 的 角 对 应 相等 , 唱 两 个 三 角 
形 全 等 (本 命题 也 是 证 明 两 个 三 角形 全 等 的 判定 定理 ). 

已 知 :如 图 1.2.3, 在 公 4BC 和 公 4'B'C' 中 ， 4 
AB = A'B',AC = AC, Z B = ZR' ,B AC > AB, 
求证 :人 ABC 2 人 4'B'C'. 


分 析 ATE AAB ANB C ,根据 已 知 条 件 ， 


B 
P 
只 要 能 证 明 BC = BC WN. 
证 明 ”采用 反 证 法 .假设 BC x BC MET AAS 
B" Er 


种 情况 :1) BC < B'C';2)BC > B'C'. 

1) BC < B'C', 则 可 在 BRC ERB'C = 图 1.2,3 
BC, 连 4'0, 则 人 4B8C 2 ANRC. FE AC = AC. 

但 已 知 AC = AC, 从 而 4C = AC. EGE ANCE 中 ,ALC = 
Z ACC ALACO ANBO 中 二 4CB' 的 补 角 .所 以 <4C"C > ZD, 
FALC > LB'. 

E AABE R, AK ZC > ZB', 所 以 A'B' > AC. 

显然 ,这 个 结论 与 题 设 4'B < AC 矛盾 .所 以 BC 不 小 于 B'C'. 

2) # BC > BC , 则 同样 可 以 推 得 AB > 4C ,也 与 题 设 矛 盾 . 所 以 BC 不 大 
FPC. 


œ 
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H 1),2) 可 知 BC = 及 C .于 是 证 得 A ABC 2 人 4'B'C'. 
2. 语 时 用友 证 法 


原则 上 说 ,由 假设 命题 结论 的 反面 成 立 推出 矛盾 比 直接 证 明 原 命题 更 容易 
时 ,就 应 该 用 反 证 法 .证 题 的 实践 告诉 我 们 ,尽管 用 反 证 法 证 明 的 命题 难以 精确 
归 类 ,但 在 以 下 几 种 情况 下 ,可 采用 反 证 法 . 

(1) 某 些 基本 定理 

在 一 个 学 科 开 始 时 ,由 于 可 以 用 到 的 定理 等 依据 甚 少 ,从 已 知 出 发 能 推出 
的 结论 甚 少 ,不 易 找 出 直接 推 证 关系 时 , 常 采用 反 证 法 . 

Na 在 同一 平面 内 ,如 果 两 条 直线 都 和 第 三 条 直线 平行 ,那么 这 两 条 直 
线 也 互相 平行 ， 

已 知 : 如 图 1.2.4, 在 同一 平面 内 , 直线 4B8, CD 和 4 8 
EF,H AB // EF, CD // EF. 求 证 : 4B / CD. < 

证 明 ”在 同一 平面 内 ,假设 AB 不 平行 于 CD , 则 AB 
与 CD 相交 , 设 其 交点 为 P. 图 1.2.4 

已 知 AB // EF, CD // EF ,这 就 是 说 过 了 点 有 两 条 直线 4B 和 CD 都 平行 于 
直线 EF ,显然 ,这 与 平行 公理 ( 欧 氏 几何 ) 矛盾 ,从 而 假定 AB 不 平行 于 CD 是 错 
误 的 .由 此 可 知 ,458 // CD. 证 毕 . 

又 如 ,两 直线 相交 只 有 一 个 交点 .“ 两 直线 平行 则 同位 角 相 等 . ”等 基本 
定理 均 可 采用 反 证 法 证 明 . 

(2) 某 些 定理 的 逆 定 理 
例如 定理 ;在 一 个 三 角形 中 ,如 果 两 条 边 不 等 ,那么 它们 所 对 的 角 也 不 等 . 
大 边 所 对 的 角 较 大 .其 逆 定 理 就 可 采用 反 证 法 证 明 . 
(3) 命题 的 结论 涉及 “否定 ”的 论断 
B5 凸 四 边 形 的 两 条 对 角 线 分 别 为 a,6. 求 证 ;该 四 边 形 有 一 边 的 长 度 
不 超过 V+ 区 
证 明 ”假设 凸 四 边 形 ABCD 的 各 边 痢 大 于 1(1 = FV aT 本 ). 分 别 以 4， 


C 为 圆心 ,以 了 为 半径 作 圆 , 则 B,D 在 这 些 贺 周 之 外 , 且 AC = a, 如 图 1.2.5. 
Ë E, F 为 两 圆 交点 ,AC 55 EP 交 于 用 点 , 则 


EF = 2EM = 2 P - ($) = b 


[证 BD > EF. 事 实 上 , 设 4C, BD 相交 于 0. 若 40 < AM, 则 BD KT BD 


z| 
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与 圆 4 8220935 KL, I KL 不 小 于 EF; 车 40 > 
AM, 则 BD 大 于 BD 与 圆 C 相交 的 弦 , 它 又 不 小 于 . 
EF. 但 BD = b = 本 ,得 出 矛盾 .所 以 四 边 形 至 少 /7 
有 一 边 的 长 度 不 大 于 LWE. 

(4) 有 些 命题 的 结论 中 涉及 “至 多 …… ”或 “至 NA 
Deen ”这 种 形式 ,也 常用 反 证 法 证 明 

例 6 ”如 图 1.2,6,D,E,FF 分 别 是 全 4BC 三 
边 ( 端 点 除外 )8C,C4,48B 上 任意 一 点 . 求证: 
A AEF,A BDF, A CDE 中 至 少 有 一 个 面积 不 大 于 
AABC 的 面积 的 二 

证 明 令 BD=d,CD=e,CE=f,AE = 
aAF = b,BF = c. 

假设 Samre Sarr Sacs H 大 于 


F Sanc Mih 


Sace = Lg. sin C 


及 Same = Eld + e)(Z + a)sin C 
有 ig- sn C > t. Leds of + a)sin C 
Æ sin C > 0, 所 以 >L (4 + e)(f+ a) 
Fj ab > la + lB ohod > (d + (b + e) 
所 以 abedef > (T (d + eUS + a)2(08 + e © 


但 (4 + e)? > 4de, B] de = du ey AA 
be <10 + 632, fa < 了 (+ a)? 


所 以 abedef < (FPCA + ef + ab + e) © 
显然 ,GD 与 四 矛盾 .所 以 原 命题 得 证 . 
(5) 命题 结论 以 “惟一 ”,“ 共 点 ”等 形式 出 现时 
例 7 在 凸 六 边 形 4BCDEF 中 ,对 角 线 AD, BE, CF 中 的 每 一 条 都 把 六 边 


3 8 KIA M-# 
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形 分 成 面积 相等 的 两 部 分 .求证 ;这 三 条 对 角 线 交 于 一 点 . 
证 明 ”车 三 条 对 角 线 不 共 点 , 则 这 三 条 对 和 钢 线 有 三 4 B 


个 交点 , 设 为 X,Y, 2, 如 图 1.2.7. ， 
由 Saco = Sscos A Saan = Saxoe, 即 由 面积 公式 有 “ ç 
AX. BX = DX : EX 


所 以 (AY + XY)(BZ + XZ) = DX EX ii 2 
同 理 (CZ + YZ)(DX + XY) = AY: FY 
(EX + XZ)(FY + YZ) = CZ - BZ 

UEZRARE 

AY + BZ > CZ > DX > EX + FY = (AY + XY)( BZ + XZ)( CZ + 
YZ)(DX + XY)( EX + XZ)( FY + YZ) 

另 一 方面 ,由 于 XY, XZ, YZ 均 大 于 零 , 因 此 ,上 式 左边 必 小 于 右边 ,此 与 上 

式 茸 盾 . 故 原 命 题 获 证 . 


图 1.2.7 


(6) 某 些 不 等 式 命题 也 可 采用 反 证 法 
例 8 如 图 1.2.8, 在 人 4BC 中 ,48 = AC,P 是 形 内 一 4 
点 , 且 LAPB > 人 4PC. 求 证 :PC > PB. M 


PB 两 种 情况 . 

车 PC = PB, H AB = 4C,4P 公 用 ,有 人 4PB 2 PE A. 
全 APC, 所 以 人 APB = 人 4PC ,这 与 题 设 人 4PB > 人 4PC 矛 
HATMA PC = PB. 

# PC < PB, 在 公 P4B K. APAC 中 ,由 题 设 AB = AC,AP 公用 , 则 知 
Ll > £2. 

但 题 设 人 4PB > 人 APC, 所 以 Z3 < Z4. 

又 因为 48 = AC, 所 以 人 ABC = 人 4CB, 所 以 人 5 = Z6.#= À PBC E, 
为 <5 > ZL6, 所 以 PC > PB, 显 然 这 与 前 面 的 假定 PC < PB 矛盾 . 故 PC > 
PB, 

综 上 , 便 得 到 了 证 明 . 

《7) 有 些 问题 正面 处 理 情 况 较 多 , 较 繁杂 时 ,用 反 证 法 可 以 “ 直 的 黄龙 ", 尽 
快 求解 

BO 设 西 五 边 形 ABCDE 的 各 边 相等 ,并 且 ZA > ZB> XC x XD > 
Z E. Rir: £ RJ IE rE. 


证 明 ”假定 PC 不 火 于 PB, 则 有 1)PC = PB;2)PC < J 


图 1.2.8 
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证 明 ”由 于 本 题 需 证 4 = ZB = Z0 = ZD = 
乙 忆 .正面 处 理 这 串 等 式 不 太 容 易 , 用 反 证 法 只 需 证 其 中 
一 对 角 不 等 即 可 .假设 人 4 > ZE,WE11.2.0 rE, AABE 
H A EAD 均 为 等 采 三 角形 ,并 且 腰 AB = AE = ED, 从 而 
有 BE > 4D. 

再 由 全 4 有 与 人 BEBD 发 上 式 , 得 人 BDE > 人 4BD. 

而 由 CB = CD, 得 CDB = 人 CBD. 此 式 与 上 述 不 
等 式 相 加 得 人 CDE > 一 CBM ,而 这 与 已 知 ZB > ZDF. AT ZA < ZE, 
#k ZA = ZE. 

由 此 , 便 证 得 A = ZB = ZC = ZD = ZE. 


32.88 832E1E3E 


用 反 证 法 证 题 时 ,首先 必须 在 分 清 条 件 和 结论 的 基础 上 ,正确 作出 与 命题 
结论 相反 的 反 证 假设 .有 些 命题 ,有 若 于 个 命题 与 其 等 价 ,在 采用 反 证 法 时 ,要 
寻找 对 于 反面 结论 更 简单 . 葛 容易 人 手 的 一 个 作 反 证 假设 . 作 反 证 假设 时 ,要 强 
调 一 个 “ 反 ” 字 , 即 对 命题 结论 的 否定 要 彻底 (一 般 当 结论 的 反面 有 很 多 种 情况 
时 不 宜 用 反 证 法 ) , 除 此 之 外 ,我 们 还 需 注意 如 下 几 点 ， 

(1) 推出 的 矛盾 要 鲜明 ,要 形式 化 ,导出 的 必须 是 确实 的 假 命题 或 矛盾 命 
题 ,不 能 似是而非 . 27 

(2) 作 好 用 反 证 法 时 的 图 设 

用 反 证 法 证 平面 几何 问题 时 ,由 于 假设 和 命题 的 事实 是 相 矛 盾 的 ,因此 ,在 
图 设 中 不 可 能 用 一 个 图 形 把 两 个 相互 矛盾 的 方面 癌 时 反映 出 来 ,所 以 作 图 时 ， 
我 们 常常 作 技术 处 理 . 反 证 法 证 题 时 的 图 设 大 致 可 分 三 类 ;第 一 类 是 按 假 设 和 
题 设 事 实 无 法 作出 的 ,此 时 ,我 们 应 对 事实 作 全 部 的 焉 曲 , 也 就 是 在 证 题 过 程 中 
作出 一 个 假设 成 立 的 图 形 , 如 例 5\ 例 7 等 ;第 二 类 是 在 正确 的 图 形 中 ,添补 局 部 
与 事实 不 符 的 图 形 ,如 例 1、 例 3、 例 4 等 ;第 三 类 是 按 题 设 可 以 正确 作出 图 形 的 ， 
此 类 图 不 必 加 以 不 曲 , 如 例 2, 例 6 等 . 

(3) 和 弄 清 反 证 假设 的 逻辑 形式 

当 命 题 的 结论 8 的 逻辑 形式 比较 复杂 时 ,要 正确 作出 反 证 假设 B, BEF 
清 B 的 逻辑 形式 与 8B 的 逻辑 形式 之 间 的 关系 . 

由 当 B8= PV CQ 时, 则 B=PAG; 当 B= PAQ 时 , 则 B=Py 56. 
(其 中 V 为 析 取 符号 , 表 “ 或 "; A 为 合 取 符号 , 表 “ 且 ”) 可 参见 例 3、 例 8. 

2) 当 B = Y x[P]( 即 对 于 任意 的 x, 有 人 性质 P) 时 , 则 巨 = 了 x[B]( 即 存 
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ERA z 没有 性 质 P)( 下 同 ). 可 参见 例 9, 练 习题 第 6 题 . 
3) 当 8 = 3x[P] 时 , 则 8 = Y x[P]. 可 参见 例 5, 例 6. 
4) 3 B = 3xyy[P1 时 , 则 互 = VYx 了 y[ 五 ]. 可 参见 练习 题 第 2 题 . 
5) 当 B = Yx3x[P 时 , 则 互 = 了 xYY[P]. 可 参见 练习 题 第 5 题 . 
(4) 用 好 在 其 他 证 法 中 的 局 部 反 证 
例 10 “车 凸 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 4C 与 BD 相交 于 0 ,过 点 0 的 直线 分 
别 与 4 ,CD 相交 于 及 ,NN. 若 SAowm > Saon: Saon > Saom RIE: Saom + 
Saosc + SAOND > Saor + Saor + SAocN- 
证 明 由 Saows > Sao 及 SAocw > Saom A 
OM - OB > ON > OD © 
ON : OC > OM : OA 加 
H# Q x @,# 
OB + OG > OA > OD © 
故 OB > OD, 0C > 04 中 至 少 有 一 式 成 立 . 
下 面 我 们 证 明 图 中 的 0B > 0D,0C > 04 同 
时 成 立 . 图 1.2.10 
+i OB > 0D ,用 反 证 法 证 0C > 04 也 成 立 . 
假设 0C < 04 ,由 已 知 Saoov > Saou MA ON > OM. 在 线段 08 上 取 
点 P, 使 OP = 0D, 连 4P 交 OM 于 Q, 则 00 < OM < ON, 由 此 有 


Sason = Saap0 = Saago + Sagro < Saano + Seowp < 


Saone + Saono = SApOC 
BB Sehop < Sepoc, 与 OC < AO 相 矛 盾 , 故 知 
OB > 0D,0C > 04 @ 
此 时 ,又 不 妨 设 ON > OM, h O RHE 08 内 取 点 已 ,使 OP = 0D, 连 4P 与 
OM 相交 于 @, 则 必 有 OQ < OM < ON, 由 此 推 得 


Saaop = Saso = Sao + Sagro < Sason + Saono ®© 
在 @ 的 基础 上 ,用 类 似 方法 可 以 证 得 
Saone + Saocn < Saosc @ 
故 由 @,@ 即 可 知 原 命题 成 立 ， 
(5) 适度 运用 反 证 法 
通过 前 述 营 干 例题 说 明 , 反 证 法 的 确 是 一 种 重要 的 证 题 方法 ,从 正面 入 手 


遇 到 较 大 困难 时 ,用 反 证 法 去 探讨 很 有 必要 .但 并 非 每 一 道 题 都 必须 用 反 证 法 ， 
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并 非 符合 前 面 所 讲 的 ? 种 类 型 的 题 都 必须 用 反 证 法 ,滥用 反 证 法 是 错误 的 . 因 
为 , 它 不 利于 提高 学 习 者 的 推理 能 力 .有 些 学 习 者 在 解 题 中 多 次 应 用 反 证 法 ,其 
实 整理 一 下 ,可 以 “ 负 负 得 正 ”, 根 本 没 证 明 问 题 . 如 果 不 用 反 证 法 就 能 解决 问 
题 ,应 提倡 从 正面 入 手 , 不 用 反 证 法 . 


二 ,同一 法 
LHAEH-3Ë 


当 一 个 命题 的 条 件 和 结论 都 惟一 存在 ,它们 所 指 的 概念 是 同一 概念 时 ,这 
个 命题 与 它 的 某 一 道 命题 等 效 , 这 个 原理 叫做 同一 原理 , 对 于 符合 同一 原理 的 
命题 , 当 正面 直接 证 明 有 困难 时 ,可 以 改 证 其 等 效 的 逆 命 题 .这 种 证 明 方法 称 为 
同一 法 . 
同一 法 证 乎 面 几何 问题 的 步 又 是 : 


(1) 作出 符合 命题 结论 的 图 形 ; 

(2) 证 明 所 作 图 形 符合 已 知 象 件 ; 

(3) 根据 惟一 性 ,确定 所 作 的 图 形 与 已 知 图 形 
相 易 合 ; 

(4) 断定 原 命题 的 真实 性 . 

例 11 车 梯 形 两 底 的 和 等 于 一 腰 , 则 这 原则 
两 底 所 夹 的 两 角 的 平分 线 必 过 对 有 晒 的 中 点 . 

已 知 ; 梯形 ABCD 中 ,4D // BC,AB = AD + B 
BC, E 39 CD 的 中 点 ,如 图 1.2.11. 求 证 :BAD 的 。 B 
平分 线 与 ~4BC 的 平分 线 都 通过 CD HPA E. 图 1.2.11 


分 析 ”由 于 线段 中 点 是 惟一 的 ,而 一 个 角 的 平分 线 也 是 淮 一 的 , 从 而 本 题 符合 同一 原 
ETAR- 
证 法 1 连结 4E 并 延长 与 BC 的 延长 线 交 于 下 , 则 容易 证 明 AAD 组 
会 FCE. 所 以 4D = CF. 所 以 
BF = BC + CF = BC + AD = AB 
所 以 Z2 = 45,7 Z1 = 25, 所 以 Z1 = 22. XREN, AE E: Z BAD 的 平分 
线 . 
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同 理 ,3 = L4, 妈 BE 是 ZABC 的 平分 线 . 

由 于 一 条 线段 的 中 点 是 惟一 的 ,一 个 角 的 平分 线 也 是 惟一 的 ,所 以 Z DAB 
和 Z ABC 的 平分 线 都 过 CD 的 中 点 . 故 原 命题 获 证 . 

证 法 2 E BAD 与 人 4BC 的 平分 线 46 与 BC 相交 于 C, 又 设 AB 的 中 点 
为 ,连结 EF , 则 9 EF 为 梯形 ABCD 的 中 位 线 (图 略 ) , 即 有 


EF = (AD + BC) 


为 48 = AD + BC, 所 以 EF = Jag = AF = FB, 从 而 人 FAE = Z FEA, 

W EF / AD 8 ZDAE = Z FEA, 

PEVA Z FAE = 人 DAE, 即 AE J: Z DAB 的 平分 线 , 而 4G 是 和 DAB 的 平分 

线 ,所 以 AE 与 4C 重合 . 

FEE, BE 与 BÇ 重合 ,而 两 条 直线 的 交点 只 有 一 个 ,所 以 上 和 6 EA, B 

AC, BG RIE 

例 12 (RR (Morey) 定理 ) 将 任意 三 角形 的 各 角 三 等 分 , 则 每 两 个 角 的 相 

30 ” 邻 的 三 等 分 线 的 交点 构成 正三 角形 . 
分 析 ”直接 去 证 频 为 困难 .由 二 两 直线 的 交点 是 惟一 的 ( 即 作为 正三 角形 的 顶点 是 确 

定 的 ) ,而 一 个 角 的 三 等 分 也 是 惟一 的 ,从 而 本 题 符合 同一 原理 , 故 用 同一 法 证 . 


证 法 1 ( 单 增 证 法 ) 如 图 1.2.12, 4Z ,47,BZ ,BE,CY,CY 均 是 人 4BC 的 
内 角 的 三 等 分 线 .要 证 全 XYZ 是 正三 角形 ,为 此 , 设 公 4BC HAAA, B, Ci 
为 3a,38,37. 叉 设 CY, BZ 延长 后 相交 于 也 ,类 似 地 定义 严 , 严 . 

Æ ABDC rh, Z BDC = 180 - 208+ y), X EAD, DX 平分 全 BDC ,因此 
以 YZ HRUE X KRM) 作 会 180 - 2(8 + y) 的 弓形 弧 , 弓 形 弧 的 中 点 就 是 
D( 只 有 这 样 , XD 才能 平分 人 BPC) ,因此 ,由 任 一 个 正 AX 出 发 ,可 以 定 出 
D 点 ,同样 可 以 定 遇 ,点 ,延长 DZ, FX 得 交点 B' ,同样 可 得 CA. 


我 们 来 证 明 人 4'8'C' 的 内 角 恰 好 是 3a 38, atan) 
37, 而 且 4' 了 ,4'Z,B'Z,B'X,CX,CY 是 其 三 等 分 Ñ 
线 . 

由  ZDZY = LDYZ = B+ Y 

可 得 LA 

U B C 
Z B'ZX = 180 - 60 - (8 + y) = 12 P - (B + Y) (B) ©) 
F$, Z B XZ = 120 - (8 + 7). 注 意 到 a + 0 + 


y = 6P ,可 得 Brai 
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Z XB'Z = 189 - [1206 - (8 + y)] - [DD - (08 + a)] = 8 
间 样 ,和 XC'Y = 7. 可 得 
CBNC = B+Y+LBPD =+ LLB 0) 
BR ARDC WALIE Z B'pC' 的 平分 线 上 ,而 易 知 Z B'IC = 90 + 
1 Zmpo .显然 在 这 平分 线 上 满足 这 一 条 件 的 点 只 有 一 个 . 现在 DX 平分 


< B'DC' ,而 且 ORRY, AHA X RENDI. 

AH, 了,Z 也 分 别 为 全 4'C' ,全 FAB 的 内 心 .于 是 BPX,B'Z E Z ABC 
的 三 等 分 线 , 人 人 4B'C' = 30. AE, NYE Z B'A'C' HERDAR, BAC = 3a; 
CY, CX jË LA CB 的 三 等 分 线 ,下 C'B = 37. 

由 人 4 BC o 人 48C ,不妨 设 公 A'B'C' 就 是 入 4BC( 否 则 将 AA'B'C' 连 
同 整个 图 形 适 当地 放 缩 ), 由 于 三 等 分 线 及 相应 的 交点 均 是 惟一 的 , 故 A xyz 
是 正三 角形 . 

证 法 2 提示: 先 作 正 AyYZ, 再 在 其 外 侧 作 和 42 ,人 BZ'Y ， 
ACYY ,使 得 人 4'Y2' = LB'YZ = 6, y, ZAZY = ZCXY = 6p+ 
BABZX = LCYX = GP + a. FHELB' = 38,ZC = 3y, ZA = 3a Bl 
可 . 


2. 上 赴任 用 好 局 一 法 


(1) 正 初 理解 同一 河 理 

命题 的 条 件 和 结论 都 惟一 存在 ,并 不 一 定 指 的 是 命题 的 条 件 和 结论 都 只 包 
会 惟一 的 事项 ,惟一 的 事项 是 指 事项 的 个 数 只 有 一 个 ,而 惟一 存在 是 指 图 形 具 
有 惟一 一 种 性 质 特征 .所 以 ,我 们 看 一 命题 是 否 符合 同一 原理 ,一 定 要 看 这 个 合 
题 的 条 件 和 结论 是 否 惟一 存在 .所 指 的 概念 是 否 为 同一 概念 ,而 不 能 被 条 件 和 
结论 中 事物 的 个 数 所 迷惑 ， 

(2) 只 需 选 择 一 个 与 原 命题 等 价 的 逆 命 题 来 证 明 即 可 

一 个 命题 的 条 件 和 结论 惟一 存在 , 它 的 逆 命 题 的 条 件 和 结论 是 否 一 定 也 是 
惟一 存在 的 呢 ?不 一 定 ,一 个 命题 的 道 命题 可 能 有 好 多 个 ,往往 不 能 保证 每 个 道 
命题 的 条 件 和 结论 都 惟一 存在 ,这 时 我 们 只 需 选 择 一 个 与 原 命题 等 效 的 逆 命 题 
来 证 明 即 可 . 

例 13 # AABC H, ZB = 75,BC 上 的 高 等 于 BC 的 一 半 , 求证 : 
AC = BC. 
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分 析 。 是 变 中 条 件 人 日 = 7 和 AD = 二 BC( 有 两 条 事项 )， 以 及 结论 4C = BC 都 是 
惟一 存在 的 ( 仅 指定 它 的 存在 惟一， 不 是 指 有 几 条 事项 ) UTHR P HAAA S 
论 互 痪 ,可 得 丽人 等 价 的 过 命题 ( 互 柳 时 必须 注意 ;条件 的 性 一 存在 性 ;在 同等 丈量 的 前 提 
下 才 是 可 行 的 ,否则 得 到 的 这 命题 不 一 定 与 原 售 是 等 价 ,或 者 根本 不 成 立 ): 

1) Æ AABC P Ë AC = BC, E BC 上 的 高 4D = BC, LB = 19. 


2) Æ AABC h ,# AC = BC, E ZB = 9 甸 , 则 BC 上 的 高 4 

aD = 二 BC 
在 这 两 沾 等 效 送 命题 中 ,只 项 证 明 其 中 一 个 逆 命 题 即 可 。 

TEI). 5 € 
证 明 在 入 4BC 中 ,已 知 (作出 )4C = BC, 今 设 图 1.2.13 

BC 上 的 高 是 4D, 且 AD = 二 BC. 如 图 1.2.13, 于 是 有 4D = TC. 


在 RIA4DC 中 , 便 有 人 C = 3, Ti ZB = + (80 -30) = 79. 


VARNE, H TA E—JB3Hl, ROATA mR, BL 
命题 也 真确 ， 

(3) 注意 分 断 式 命题 与 它 的 逆 命 题 同时 成 立 或 同一 成 立 

例 14 (斯 坦 纳 (Steiner) Æ) A ABC 中 , BE, CF 分 
别 为 <4BC ,人 ACB 的 平分 线 .证 明 :1) 如 果 BE = CF, 
IA AB = 4C;2) 如 果 BE > CF ,那么 AB > AC;3) 如 
Ë BE < CF, 那 么 4B < AC. 


分 析 我 们 可 以 转 证 这 个 分 断 式 命题 的 闭 命 题 . 


证 明 ”用 同一 法 证 .首先 设 AB > 4C, 来 证 BC > 图 1.2.14 
CF. 由 于 ACB > ZABC,ZACF > 人 4BE, 在 人 FCA 内 可 以 作 人 FCN = 
ZABE, CN 交 BE 于 N,N 在 线段 BE 内 部 ,BE > BN, TEF, B,C, NARRA, 
如 图 1.2.14. 在 这 个 圆 中 ,由 于 


LZA + ZBCF + LFCN = 9P > Z BCN > LABC 
所 以 纺 BC > CF. 因 此 ,有 BE > CF. 
如 果 AB < AC ,那么 根据 测 才 所 证 有 BE < CF; 如 果 AB = 4C, 显 然 BE = 


CF. 
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综合 ,命题 获 证 . 

(4) 抓 住 同一 法 的 精英 ,善于 转换 命题 

例 15 在 人 48C 中 ,已 知 4B = 4C, ZA = 
100 , BD 是 ZABE 的 平分 线 并 交 4C T D. RE: 
BC = BD + AD. 


分 析 。 要 证 明 两 条 线段 BD,4D 之 和 等 于 另 一 条 维 
段 BC, 要 普 于 转化 到 一 条 线 徐 上 来 讨论 ， 


8 
证 法 1 若 在 BC FREE, EC = 4D, 然 后 证 
得 BE = BD 即 可 ,但 BE = BD 并 不 容易 直接 证 园 1.2.15 
明 ,于 是 我 们 转 而 考虑 "如 果 BE = BD, 那 么 EC = AD” (转换 命 题 ). 
容易 知道 C4BC = ZACB = ,人 DBE = 20, 若 在 BC EBR E {Ë BE = 
BD, 则 一 BED = ase _ 20) = 80P, 从 而 
ZEDC = Z BED - ZACB = 4? = ZACB 


故 EC = ED 中 
剩 下 的 问题 是 证 明 ED = AD , 即 证 
LDAE = DEA © 


如 果 回 式 成 立 , 易 知 Z DAE = ZEDC = 20 = 人 DBE ,从 而 必 有 A,B, 
E,D 共 国 .这 一 推理 是 可 道 的 ,因此 只 需 证 明 A,B, E, DA. ARIAL 
已 知 的 角 , 特 别 是 人 EDC = 40P = 人 ABC, 所 以 A,B,E,D 共 圆 ,从 而 信 , 吕 式 
均 成 立 . 

注 ; 由 上 可 见 常用 的 分 析 法 经 常 伴随 着 同一 法 的 思想 . 

证 法 2 EK BDAC {EDC = DA ,然后 证 明 BG = 8C, 即 人 CCD = 
4 .但 这 样 做 似 有 困难 ,于 是 又 变通 一 下 , 改 为 作 Z GCD = 40, CG % BD 的 延 
长 线 于 6, 然 后 证 明 DG = D4. 这 时 

Z BCG = 40 + 40 = 8, Z GBC = 20 
所 以 Z BGC = 180 ~ 8P -20 = 8P = LBCG 
所 以 BC = BG = BD + DÇ @ 
延长 CC 交 BA 的 延长 线 于 下 , 则 
LFAC = 18? - ZX BAC = 8 = LBEC 
PI A, D, G, F 四 点 共 圆 ,所 以 
LDAG = Z DFG, LACD = LAFD 

在 全 BFC 中 ,BG, CA 都 是 角 平 分 线 ,所 以 FD 也 是 < BFC 的 平分 线 ,从 而 

DC = 人 46D, 即 有 AD = D6. 故 由 上 式 及 图 便 导 出 个 式 . 
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由 上 例 可 看 到 : 观 到 困难 时 ,同一 法 可 以 帮助 我 们 变更 问题 , 绕 过 障碍 ,所 
谓 “ 灵 活性 ” ,在 很 大 程度 上 就 表现 在 善于 变换 问题 , 改 弦 更 张 , 绕 过 面临 的 困 
难 ,而 不 是 死 死 坚持 一 条 路 , 身 陷 泥 漂 ,不 能 自拔 ， 

(5 认 清 同一 法 与 反 证 法 的 联系 与 区 别 
同一 法 和 反 证 法 都 是 间接 证 题 方法 ,同一 法 与 反 证 法 的 适用 范围 是 不 同 
的 ,同一 法 的 局 限 性 较 大 ,通常 只 适合 于 符合 同一 不 理 的 命题 ; 反 证 法 的 适用 范 
则 广泛 一 些 .能 够 用 反 证 法 证 明 的 命题 ,一 般 不 一 定 能 用 同一 法 证 ,但 对 于 能 
够 用 同一 法 证 明 的 命题 ,一 般 都 能 用 反 证 法 证 明 . 如 果 我 们 把 同一 法 的 证 明 步 
又 作 适 当 的 改造 , 即 在 同一 法 的 第 一 步 前 加 一 步 “ 作 出 与 命题 步 又 相反 的 假 
定 ", 把 同一 法 的 第 三 .四 步 改 作 “ 根 据 同 一 性 而 出 现 两 个 不 同 图 形 这 是 矛盾 的 ， 
由 此 原 命题 得 证 ”, 那 么 原来 的 同一 法 就 变 成 了 反 证 法 ， 


练习 题 1.2 


1. 求 证 :车 凸 四 边 形 有 一 汉 对 边 中 点 的 连 线 等 于 另 一 双 对 边 的 和 的 一 半 ， 
则 另 一 双 对 边 必 互相 平行 . 

2. 求 证 :在 平面 上 不 存在 这 样 的 四 个 点 4,8,C,D, 使 得 人 4BC, 公 BCD， 
人 CD4,A DAB 都 是 锐角 三 角形 . 
.四 边 形 PORS 的 四 边 PO , OR, RS ,SP 上 各 有 一 点 4,B,C,D. 已 知 4BCD 
是 平行 四 边 形 ,而 且 它 的 对 角 线 和 PORS 的 对 角 线 (四 线 ) 都 交 于 一 点 0. 求 证 : 
PQRS 也 是 平行 四 边 形 . 

4. 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,已 知 AB + BD < AC + CD. 求 证 ;4B < AC. 

5. 设 4,B,C,D 是 平面 上 四 点 ,其 中 任意 三 点 不 共 线 .求证 ;总 能 在 其 中 选 
出 三 点 ,使 这 三 点 所 组 成 的 三 角形 至 少 有 一 个 内 角 不 大 于 AP. 

6. 边 长 相等 的 凸 五 边 形 各 内 角 均 小 于 120 ,求证 , 它 的 所 有 内 角 避 为 钝 角 . 

7. 试 证 :入 4BC 内 不 存在 这 样 一 点 P, 使 得 过 已 点 的 任意 一 条 直线 把 
A ABC 的 面积 分 成 相等 的 两 部 分 . 

8. 从 = 个 机 场 各 起 飞 一 架 飞 机 ,都 飞行 到 最 近 的 一 个 城市 机 场 .求证 :任何 
一 个 机 场 降落 的 飞机 都 不 超过 6 架 . 

9. 在 矩形 ABCD 中 ,48 = 2BC, E 是 CD 上 一 点 , 且 ZCBE = 19. 求 证 ， 
AB = AE. 

10. 线 段 AB 的 中 点 为 可 ,从 AB 上 的 另 一 点 C 向 直线 的 一 侧 引线 段 CD S 
CD 的 中 点 为 入 ,BD 的 中 点 为 P, MN 的 中 点 为 @. 求 证 :直线 PO 平分 线段 4C. 

11. 在 等 采 A ABC 中 ,4B = AC, Df 4 等 于 底 角 的 一 半 , 是 4C 上 的 一 
点 , 且 AD = BC. 求 证 :(1) 人 4BD = Z CBD; (2)BD = BC. 

12. 设 有 一 个 非 等 腰 直 角 A ABC, ZC = 90, WEERA AB 的 垂直 平分 线 DE 


v 
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AB 交 于 了 点 ,与 人 C 的 平分 线 交 于 EE 点 , 则 CD = DE. 

13. 以 等 边 人 4BC 的 边 BC 为 直径 ,所 作 的 圆 与 48 交 于 DD, 与 4C 交 于 E, 线 
Et DE 的 三 等 分 点 为 有 ,入 .求证 : AM T AN 的 延长 线 三 等 分 下 面 半 个 圆周 . 

14. 在 全 4BC 中 ,人 4 = 9P, 以 48 为 直径 作 图, CD 是 切线 ,了 为 切 点 ,下 在 
AB 上 ,DE 与 BC 交 于 M,DM = ME,WI DE | AB. 

15. 已 知 A ABC 为 正三 角形 ,DD 为 BC 中 点 ,E,F 分 别 为 线段 48,AC 上 的 
点 ,车 LEDF = 6 ,求证 :全 4EP 的 周 长 为 人 4BC 周 长 的 一 半 ， 

16. 设 P,Q 为 线段 BC 上 两 定点 , 且 BP = C0,4 为 8C 外 一 动 点 , 当 4 运 
动 到 使 <BAP = Z CAQ bF, A ABC 是 什么 三 角形 ? 试 证 明 你 的 结论 . 

17. 在 全 4BC F, E BAB 上 的 点 ,D 为 4C 上 的 点 , 且 BE = CD,BD # CD 
于 1,ZBIC = 9 + È ZBAC3RIE: BE = ED = CD. 

I8.E NL D Jë AABC 的 4C 边 上 一 点 ,40D : DC = 2: 1,ZC = 45%, 
< ADB = 60P. 求 证 ; 4B 是 ABCD 的 外 接 圆 的 切线 ， 

19. 公 4BC 的 内 切 圆 分 别 与 BC, CA, AB 相 切 于 D,E,F,DP | EF * P. 
证 ;PD 平分 人 BPC. ` 

20. BA AB 为 半圆 的 直径 , C, D 为 半天 上 两 点 ,CBE L ABFE, DF | AB 
于 F,AC 交 BD 于 Q,DE % CF FP RE: PQ 上 AB. 

21. RH A ABC 中 ,AB = AC,0 为 内 部 一 点 ,人 A0B = 7?,ZA00 = 
15p ,求证 :04 = 0C,08B = AB. 

22, Ë OABC 为 锐角 三 角形 ,高 AH 与 中 线 BM 相交 于 点 上 ,与 角 平 分 线 CK 
相交 于 点 N 中线 BM 与 角 平分 线 CK 相交 于 点 已 ,点 L.N. P 互 不 相同 .求证 ; 
A LNP 不 可 能 为 正三 角形 . 
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第 三 章 ERA 


我 们 在 求解 平面 几何 问题 的 时 候 ,根据 几 何 量 与 涉及 的 有 关 图 形 面积 之 间 
的 内 在 联系 ,用 面积 表示 有 关 几 何 量 , 从 而 把 要 论证 的 几何 量 之 间 的 关系 化 为 
有 关 面 积 之 间 的 关系 ,并 通过 图 形 面积 的 等 积 变换 对 所 证 问题 来 进行 求解 的 一 
种 方法 ,我 们 称 之 为 面积 法 .面积 法 具有 直观 性 较 强 、 联 系 较 广 ,便于 条 件 与 结 
论 之 间 的 拱桥、 表述 简明 等 特点 ,其 受 广 大 数学 学 习 者 的 重视 和 欢迎 


一 .面积 法 解 题 的 基本 依据 


LJLT EP 2 3t 
设 在 公 4BC 中 , 角 A,B, C 所 对 的 边 依次 为 a,8,c, hs 为 a 边 上 的 高 ,RR 为 


外 接 圆 的 半径 ,r 为 内 切 圆 的 半径 ,p 为 三 边 长 之 和 的 一 半 , Sae 表示 A ABC 
的 面积 , 则 有 


(1) Saas = L ahs ; (2) Saase = Te -sin À; 
abe, a2 - sin B : sin C 
(3)SAuac = 4R: (4) Saa = inl B O i 


(5) Saase = V plp - a)(p - b)(p = 6); (6) Saane = mp; 
设 凸 四 边 形 ABCD 的 边 长 为 a,6,c,qd, 两 对 角 线 长 为 e,f, 两 对 角 线 夹 角 为 
0, Sanco 表示 四 边 形 ABCD 的 面积 , 则 有 


(Sio = Sef ° sin 0; 
(8) Sanco = qvae (+ 
车 记 p = a + b+ c +d), 20 为 一 双 对 角 和 , 则 


(9)Sucp = V (p - a)(p - b)(p - c)(p - d) — abed + cosg; 
PE: a? + d? ` 2ad > cos A = b? + e- 2bc + cos CH 
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1 saw = ad: sin À + bc > sin C 
由 此 两 式 分 别 平方 再 相 加 整理 即 得 第 9 个 公式 ,还 有 
(10) So = aha; (11) Sas = + (ES + FIR) 88 
等 


2A EI t1134:1 


(1) ARARE: PREHRA SF F ERARA ERA 

(2) 两 个 多 等 图 形 的 面积 相等 ; 

(3) 等 底 ( 含 同 底 ) 等 高 的 两 个 三 角形 面积 相等 ; 反之 若 两 个 三 角形 等 高 
(或 等 底 ) 且 等 积 , 则 它们 等 底 ( 或 等 高 ); 

(4) 等 积 平行 定理 ; $a4 gc = Sea4aci 且 点 ,da 在 BC RE e414 // 
BC. 


SATHANEERER 


(1) 两 相似 图 形 的 而 积 比 等 于 其 相似 比 的 平方 ; 
(2) 两 个 同 (等 ) 底 的 三 角形 (平行 四 边 形 ) 的 面积 比 等 于 这 边 上 对 应 高 的 


比 


(3) 两 个 同 (等 ) 高 的 三 角形 (平行 四 边 形 ) 的 面积 比 等 于 它们 底 边 的 比 ; 

(4) 夹 在 两 条 平行 线 间 的 两 个 平面 图 形 , 被 平行 于 这 两 条 平行 线 的 任意 直 
RNR, 如 果 截 得 两 条 线段 之 比 总 等 于 一 个 常数 1 ,那么 这 两 个 平面 图 形 的 面 
积 之 比 为 2; 

(5) 共 边 比例 定理 ;车 A PAB 与 A QAB 的 公共 边 所 在 的 直线 与 直线 PC 交 

S PM 

+ ,SA = gm? 

(6) 共 角 比例 定理 : 若 在 人 AhBC 与 A4'BC H, LA = ZA RLA + ZA = 

(7) 内 接 于 同一 圈 的 两 个 三 角形 的 面积 比 等 于 三 边 薪 积 的 比 . 

4.1 TRES 


(1) 三 角形 的 三 条 中 线 将 该 三 角形 分 成 面积 相等 的 六 个 小 三 角形 . 
(2) 平行 四 边 形 两 条 对 角 线 将 该 平行 四 边 形 分 成 面积 相等 的 四 个 三 角形 . 
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(3) 平行 四 边 形 一 边 上 任 一 点 与 对 边 两 端点 的 连 线 将 该 平行 四 边 形 分 成 
面积 相等 的 两 部 分 ， 

(4) 平行 四 边 形 内 任 一 点 与 四 项 点 的 连 线 将 其 分 成 四 个 三 角形 , 则 对 顶 的 
两 三 角形 面积 之 和 相等 . 

(5) 任意 凸 四 边 形 两 对 角 线 将 该 四 边 形 分 成 四 个 三 角形 ,对 顶 的 两 三 角形 
面积 之 积 相等 . 

注 :(5) 的 条 件 可 改 为 一 对 角 线 上 一 点 与 四 顶点 连 线 所 分 四 个 三 角形 , 结 
论 仍 成 立 ;(5) 的 条 件 若 变 为 梯形 , 则 含有 腰 的 两 个 小 三 角形 面积 相等 , 且 结 论 
PRE. 

关于 三 角形 与 四 边 形 的 面积 ,我 们 还 有 如 下 一 系列 重要 结论 ,它们 也 有 广 
泛 的 应 用 ,下 面 以 例题 的 形式 介绍 . 

例 1 (三 负 形 的 边 延 拓 或 外 含 三 角形 结论 ) 设 人 4BC 的 面积 为 5, 若 延长 
全 4BC 的 边 A4B,CB,CA 至 B',C',4A', 使 BB' = A1AB, CC = AzBC,AA' = 
43C4, 得 一 个 新 人 本 BC , 且 记 其 面积 为 8 , 则 

S 

5 
图 


= l+ Ài + À> + A+ Aià + À2Às + A 
证 明 ”如 图 1.3.1, 连 A'B,B'O,C'A, WE 
A B'CB fü A BCA p, gaga = à Æ ACR'C 和 


人 BBC 中 有 Se = hz ZEN 
BEC r 


Sac Sagre 
L = À), Se = ài + À). 


图 1.3.1 


pm, Sa gee =+ aa = A3 + AaAl. 
由 此 , 即 证 得 结论 成 立 ， 
例 2 《三 角形 的 内 含 与 内 接 三 角形 结论 ) 称 分 别 连结 三 角形 的 顶点 与 对 
边 上 任意 一 点 所 得 线段 围 成 的 三 角形 为 其 内 含 三 角形 ; 称 三 角形 三 顶点 在 另 一 
三 角形 三 边 上 时 为 其 内 接 三 角形 , 如 图 13.2, 公 POR 是 A ABC 的 内 含 三 角形 ， 
ADEF 为 其 内 接 三 角形 ,和 AF: FB = 41,BD : DC = 42, CE : EA = 和 3. 则 


a) Sepak _ (1 = Ai22452)2 . 
Saase “(l+ Àj + Aià) + Àg + AiÀ5)(1 + À> + AzA)? 
(2 Saper I+ A i25235 


Saase © (T+ A + aa) (+A) 
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证 明 (1) 如 图 1.3.2, 连 4R, 则 Á 
Sac _ CE _ À A 
Sama FEA ` S E 
pn m na PA 
Sagrc à3 B D C 
Saare _ Saag _ AF _ 
又 因为 Sagre Saar FB ` h miaz 
， See _ Saarc ~ Saam _ AF _ 
所 以 Same Sasrc - Sag FB ` > 
Ni B 14A 
所 以 Same = A = nas ` Sare ° 
l+À A À 
而 Sama = Same + Same = H, Same 
1⁄3 
Sang _ CE _ _As 
Se T CA Titi 
par u 
Saapc = Ira Saase 
2 A, 
即 有 Samo = TY a + A Ta hs Se 
4 a— 3 _, 39 
HERRA ORE — Sase = Ta AA SA 
同 理 Sare = U Same San = 一 8 
AAPC = T+ Ai +AA 和 4BCyDAd08 = 1 + À> + 4225 A ABC 
HH Sarpe = Saase - Saare - Saag - Sane BAE. 
Saar _ AF AE Al 
(2) B Saane AB AC (1+A)(1+ 2) 
Sagpr _ BD BF _ À, 
Same ~ BC BA ` (1+4)(1+ 20 
Seco _ CE GD _ 3 
Sac ~ CA GB ` (l+ A3)(1 + À2) 
及 Saage - (Saser + Sagor + Sace) = Saper 
即 证 ， 
注 : 显 然 当 Sarg = OAD, BE, CF HR eàs = 1, 此 即 为 塞 瓦 (Seva) 
Sanga (1- 122 
FE 理 ; 当 X41 = À, = 和 3 时 ,有 Se = 一 一 人 
ERM A = à> arawa pagu 
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例 3 (涉及 垂 足 的 锐角 三 角形 面积 比 结论 ) 在 锐角 A 
AABC'E,D,E,F 分 别 是 在 8C,AC,48 边 上 的 高 的 垂 足 ， 
则 INI 
0) gem = cota ga = L. = cop4; y v 
(2) Saner = 2Saage ` cos A ` cos B ` cos C < + Saam 图 1.3,3 


证 明 ”提示 :(1) 略 ;(2) 注意 到 (1) 中 的 结论 . 

由 Sager = Saase - Saser - Saane ~ Sacpg 即 证 .( 可 参见 本 篇 第 六 章 中 
B 13) 

例 4 (面积 的 定 比 分 点 公式 ) 如 图 1.3,4, 在 凸 四 边 4 EP 
JÉ ABCD 中 ,是 4D 上 一 点 ,AE : ED = 4, 则 SO 


Saapc + À Sapa 
Saee = E r 
N C 


证 明 HLM, NAINA, E, DE BC ERS 8 t M 
影 ( 垂 线 的 番 足 )， 则 在 梯形 NDAL 中 ， 有 


EM = AEA DN (此 即 为 线段 的 定 比分 点 公式 ) 


对 上 式 两 边 同 取 以 BC, 即 可 得 到 结论 ， 
例 5 《上 是 四 边 形 的 一 个 面积 公式 ) WME 1.3.5, Eh a E 4 
四 边 形 ABCD 中 ,EE,F 分 别 是 48B, CD 的 中 点 , 则 Saeco = 
Saar + Sacpg. 

证 明 分 别 作 BGC.| CD 于 G6,AH L CD 于 H, EK | 
CD FK, BG = hi, AH = hy, EK = h,CF = FD = a, C RF H D 
则 在 梯形 CHAB 中 ,有 hi + hz = 24,0) 


图 1.3.5 
Samar + Saar = T'a(hi + ha) = ah 
又 因为 Sacw = 立 CD .有 = ah 
故 Saep = (Saner + Saa) + Saase = Sace + Saase 


注 : 此 即 为 任意 凸 四 边 形 的 面积 等 于 一 组 对 边 中 点 分 别 与 对 边 两 端点 连 线 
和 对 边 组 成 的 两 个 三 角形 的 面积 之 和 |. 
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二 .面积 法 的 解 题 方式 


面积 法 可 解 有 关 面 积 的 题 ( 丁 中 条 件 或 结论 明显 出 现 面积 的 古 ), 也 可 和 解 其 
中 不 出 现 面 积 的 题 . 


LREBBR B 


解 这 类 题 的 基本 方式 是 用 不 同 的 方法 计算 同一 块 面积 , 列 出 等 式 ,再 作 适 
当 变 换 , 演 化 出 所 要 的 结论 . 

在 前 面 几 道 例题 的 求解 中 ,充分 体现 了 这 种 方式 ,下 面 再 看 几 例 . 

例 6 在 全 ABC 内 取 一 点 P, 使 Sangp = Sanr = Sacsp. 求 证 :P 是 人 ABC 
的 重心 . 

证 明 ”只 需 证 AP, BP, CP 的 延长 线 都 平分 对 边 . 因为 三 者 完全 相仿 , 故 
只 需 证 其 中 之 一 . 设 直线 AP 交 BC 于 了 D, 由 共 边 比例 定理 和 已 知 条 件 , 得 pp : 
DC = Sep : Saacr = 1, BIE. 


例 7 如 图 1.3,6, 忆 ,FF 分 别 是 性 4BCD 的 边 R c 

AB 和 4D th 5 RBE CE 和 8BP NET KË M — VA 

在 线段 EC 上 ,并 且 BM // KDE; AKED 和 梯 ”一 

JÉ KBMD 的 面积 相等 Ke 41 
证 明 ”过 D 作 DN /CE 交 BA 的 延长 线 于 NN， 图 1.3.6 


交 BF 的 延长 线 于 P. 显 然 EN = CD = 2BE. 又 
BK: KP = BE:EN=1:2 
Ñ ABKCO A FPD A 
FP: BK = FD: BC = 1:2 
因此 FP: KP = 1:4 
h A KPD o ABKM iB 
KD : BM = KP: BK = 2 


则 Saxen : Sagar = KP? : BK = 4 

x Sakro : Sakpp = KF : KP = (KP ~ FP): KP = 3: 4 
所 以 Sagrp = F Sawo = 3SABKY 

再 由 BM /KD, 有 


Sarp : Sagru = KD : BM = 2 
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则 Sagwp = 2S^pmr. 于 是 


SKBHD = Sanku + Sakup = 3SABN = Sakro 
例 8 设 公 4ABC 的 面积 为 1,81, B, 各 Cl C, 分 别 是 边 AB, AC 的 三 等 分 
点 ,连结 B,C, B.C, BC1, BCz, 求 它们 所 围 成 的 四 边 形 的 面积 . 


解 ” 如 图 1.3.7, 设 BC, 3 CB, F R, B, 


S;BC 2 B,C 于 P, 交 B.C 于 ,由 梅 氏 定理 ,有 


C 于 


BS. GC AB | 
SC,’ CA ` BBT 
CC 1 dB 1 
又 因为 CA 3'BB "2 
BS 本 6 
有 sc,  %+pcç, = 7 
BEREH, A 
BR CC AB? _ 1 二 BR _ 3 
RC CA ` BB ` ` “BC, 5 
BQ. GC AB io _ 3 
QC CA ` BaB ” ` U BC.” T 
BP CC AB _ S BP 3 
PC, CA ` B.B BGT 4 
QC. 1 
又 因为 Sasco, = CIC ` Sae = 可 
所 以 


BP BS BO , BR 


= = . ` = 9 
Sras = Sanes ~ Sama = (pc, * BG; ~ BO, ` BO, ` Sas, = 30 


2 #FARHE— hH E 


求解 非 面积 问题 的 基本 方式 也 是 利用 已 知 图 形 中 不 同 的 边 和 角 来 表示 同 


一 个 面积 关系 ,并 得 到 这 些 边 和 角 的 一 个 或 儿 个 关系 式 ,然后 根据 已 知 条 件 , 从 
这 些 关系 式 中 消去 与 问题 无 关 的 量 , 就 可 得 到 欲求 解 的 几何 结论 .下 面 ,我 们 从 


两 个 方面 举例 介绍 . 
例 9 (ARER) E AABE F, ZC = 90， 


求证 : 4C? + BC2 = AB2. 


证 法 1 作 CD L 4B8 于 D, 所 设 边 长 如 图 ,由 Rt 人 CBD o ARS ABC, 


RtAACD c° RIAABC, 有 
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Sa S. S. 
Sam „Soun Sae - 0 yx 


从 而 Sacsp = aA, Saaco = BA, Saang = eA 
由 Sacsan + Saacp = Saan 有 
aà + BA = êA 
Ha? + b? = ct, B BC + AC? = AB2. 
证 法 2 如 图 1.3.8, 延 长 CA |p. fE aF = 8 
a, {E EF | AF, # ËB EF = b, J] AAEF 2 
全 BC4, 易 知 AAEB 318 E 8 = fi 因为 


1 
SHEBcrE = (a + b) 


又 因为 Sps = 2Sa + Saam = ab + + 


Bp Haro? ab + ho 
MT a? + b? = c, BI BC + AC = AB2. 
例 10 (平行 线 分 线段 成 比例 定理 ) 设 471/ 4, 直 线 AC,DF 分 别 交 11， 
h.l 4,B,C 和 MOD, E,F ASRIL:AB : BC = DE: EF. 
证 明 ”如 图 1.3.9, 连 45,DB,BF,CE, 则 
Saa _ AB Sanse _ DE 


Sapce ”BC'SAamg ™ EF 
H L / L / hA 


Saame = Sang, Sanci = Sarrg 
由 上 即 有 4B: BC = DE : EF. 


类 似 于 上 例 , 可 证 “三 角形 一 边 的 平行 线 的 判定 图 1.3.9 
定理 ": 若 4D : AB = AE : AC, W DE // BC. 
例 11 (三 角形 内 角 平 分 线性 质 定理 )4D 为 A ABC 4 


的 L BAC 前 平分 线 ,求证 :48 : AC = BD : DC. 
证 明 ”如 图 1.3.10 


E, 
AC FF, DE = DF, Ë 
1 a È D 
Samo - 2 全 DE DE AB M 1.3.10 
Saaco Jac .DF AC:DF "AC 


平面 几何 证 明 方 法 爹 书 


Sas BD 
又 H Saso = ASTA a = pc: 


3.ERHPHB — #ESEBE 

例 12 P 是 人 4BC P 一 4 平分 线 上 的 任 一 点 ,过 和 作 CFE // PB,3 AB 3E 
长 线 于 ,过 B 作 BF // PC 交 AC 延长 线 于 FF. 求 证 ; BE = CF. 

证 明 ”如 图 1.3.11, 连 结 PE, PF, h PC // BFE Sarr = Sapagc. 又 因为 


PB // CE H Sapa = SaApac, 所 以 Sapcr = Sappe. 
而 了 是 /4 的 平分 线 上 的 点 ,P 点 到 BB 及 CF 的 距离 相等 , 即 公 PCF 的 CF 


边 上 的 高 等 于 公 PBE 的 BE 边 上 的 高 ,从 而 BE = CF. 
例 13 如 图 1.3.12, 在 全 4BC 中 , 姐 是 BC 边 上 的 高 ,0 是 48 上 任 一 点 ， 
CO XAB + D,BO ZAC 于 E, 连 DH,EH. 求 证 :人 DHO = 人 EHO. 


4 


图 1.3.11 图 1.3.12 


证 明 ”过 点 4 fi BC 的 平行 线 分 别 交 HD, HE 的 延长 线 于 开 , G6, 则 有 
AG _ AE Sane Sao 


HC ” EC ` Sane So 


所 以 AC = HC. 
ABOC 
Jm AF = BH» aaa ,BH = Hc. Se% 
Sa, SAaoc 
由 上 述 三 式 , 有 
AG _ HC Sag = 1 
= BH Sac ™ 
EB AG = AF, h AH Æ FG RhE, kk DHO = LEHO. 
例 14 ”如 图 1.3.13,0 为 全 4BC 内 任意 一 点 ,求证 ; 0 全 点 ， m. 
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n) 48, B0 + =2. 
证 明 (1) 由 共 边 比例 定理 ,有 
AC _ Samce BA’ _ Sasog CB' _ Sanmc 
CB Seaoc A'C ` Sase’ B'A ` Sason’ 
KERERE E. i 
注 :此 结论 称 为 塞 瓦 (Seva) 定理 ,其 逆 定 理 可 仿 梅 氏 图 1.3.13 
定理 的 逆 定 理 的 证 法 (本 篇 第 一 章 中 例 12) 而 证 ， 
(2) 欲 证 结论 成 立 ,只 需 证 


40 BO CO .1 
2AA + 2BB' + 2CC = 


成 立即 可 ,由 
AO _ Saam _ Saso¢ Sasop + Sasoc _ Saaos + Sasoc 
44 SAB Samec Saw + Sawe ` Saase 
有 40 _ Saqo + Saa 
244 ~ 23A4sc 
同 理 BO _ Sanao + Sason CO _ Sagoc + Saaoc 
2BB © 2Saac 20C0 2Sangc 
由 上 式 三 式 相 加 整理 即 可 证 得 原 结论 成 立 . 
例 15 如 图 1.3.14, 直 线 DE 平行 于 人 4BC 的 N' 45 
N 


BC 边 ,直线 48 ,4C 分 别 交 直 线 DE FD, E WA, PH f 
DE 上 任意 一 点 ,直线 BP 交 4C 于 N, 直 线 CP 交 4B 守 | 
M,F DAAB FRIERI AAA € R,A e - 1). M FAB i w ? n 
所 得 比 为 ,NN 分 4C 所 得 比 为 42, 求 证 ;A = A1 + Ax. iD, E 
证 明 当 ) > 0 时 ,DD,E 分 别 内 分 48,4C, 则 有 IX, 
AM AN _ Saps + Samç _ ⁄ 


MB Í NC 7 SA pac 7 
M’ 
Saase =- Sarge _ 
Sapsc g 1.3.14 
AC- EC AE 


EC FECT? 
WE Ai àa = 1. 当 <0 时 ,也 类 似 可 证 { 略 ). 
注 : 当 ) = 1 时 , 即 为 和 + 人 s 1. 
例 16 已 知 凸 多 边 形 AAr An EERW AA ERIA B 和 D, E 
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Ará, EÈ B, 和 D3,…, 在 441 EE B, M Do ETIA ABCD, 
AzB3C3 D3, ,4,B,CsD, ,并且 直 线 A C1, AC. A.C. ETAO WE: AB 


AB, ABa = ADi : AD, >te + A,D,. 
分 析 PR13453 0B, ODC = 14,2,…,n), 可 — 
议 发 观 ,局 证 等 式 的 机 站 分 办 是 人 04 到 HAAR RRR — — Q 


# A OAD HAAD 的 乘积 人 = 1,2,…,n). 而 人 04B; 与 ge” 
A DAD 均 为 共 边 三 角形 , 8 YT $ EA 35 0 = A 5⁄2 B #. 5 

证 明 ”由 于 ABCD, 是 平行 四 边 形 , 所 以 
BD; WAO 平分 ,由 共 边 比例 定理 有 


Saga, = Saop(i = 1,2) 


图 1.3.15 


从 而 有 
SaonB, . Sao, tr Saorg, = Sao, ` Saon, PETER Samp, 
设 点 0 到 4142,4243,…, AA. BERIA his hz, shn B AB, 与 对 应 
高 的 乘积 的 一 半 代 符 Sag A AD, 与 对 应 高 的 乘积 的 一 半 代 赫 Seoup RA 
上 式 后 ,两边 约 去 共同 因子 , 即 得 欲 证 等 式 . 


例 17 如 图 1,3.16, 从 AABC 的 顶点 4 到 对 边 BC 4 

的 三 等 分 点 下 ,下 作 线 段 4E,4F, 过 顶点 8 的 中 线 BD 被 

这 些 线段 分 成 连 比 x : y :2z, 设 x yz aR ai y: z. D 
解 jt BD2E AET C, XAF F HJI] BG = x,GH = 

y, HD = z. LAAN 
由 等 高 三 角形 性 质 知 B E F C 

xiyiz= Saa: Saan | Saano E 1.3.16 
视 A AHD 为 人 4BC HARER EBBE A = AA = 0, = 至 - 


cp ” 
2,45 = P = 1.8 
1 
Saam = 105248 
同 理 Saa = Sangc 


所 以 Saam = Sanep = Saano = Š Sawe 
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而 SaHBD = Lsa 

所 以 Saane = Saag - SaqGp = L sac 

所 以 ziya = Samo: Sam: Sam = 到 :站 :而 =5:3:2 
练习 题 1.3 


1 五 ,下 分 别 是 正方 形 4BCD 的 两 边 4B , BC 的 中 点 ,4F, CE 交 于 G 点 ,车 正 
方形 的 面积 为 1, 求 四 边 形 AGCD 的 面积 . 

2. 吾 是 平行 四 边 形 48CD 边 BC 的 中 点 ,AE 交 B8D 于 G6, 如果 ABEG 的 面积 
为 上 . 求 平行 四 边 形 ABCD 的 面积， 

3. 已 知 A4BC 的 重心 为 C,4C = 3,BG = 4,C6 = 5, 求 A ABC 的 面积 . 

4. 设 点 已 是 平行 四 边 形 ABCD 内 任 一 点 , Sanpg : Sjagcn = 2 :5. 求 Sacpp : 
Sao: 

5. 已 知 边 长 为 a 的 正方 形 4BCD 中 ,E 为 4D IRR, P X CE AHA, F 28 
BP 的 中 点 , 求 A BFD 的 面积 . 

6. 设 点 4 是 半径 为 1 的 圆 如 外 一 点 , 04 = 2,48 是 圆 0 的 切线 , 召 是 切 点 ， 
FX BC // 04, 连 AC K A ABC 与 弓形 BC 的 面积 和 . 

7. 设 于 为 凸 四 边 形 PORS 的 边 QR 上 任意 一 点 ,过 8 作 平行 于 PX 的 直线 与 
过 只 作 的 平行 于 3X 的 直线 交 于 Y. 设 S, JE A PSY 的 面积 ,9 是 PORS 的 面积 ， 47 
则 S, 与 Ss 的 大 小 关系 怎样 ? 

8.2 ABCD 的 边 AB, BC, CD, DA 上 分 别 有 点 E. H, F, G, H. EF // BC,GH // 
AB, EF 与 GH ZF P$ Soom = 10, Soper = 8, Sorp = 16, 求 S osere» 

9. 在 入 PCC 外 侧 , 作 等 边 和 PCB 和 等 边 人 ODC, 设 BO 5 PD 交 于 C, 连 接 
CC. 求 证 :LBGC = Z DGC. 

10. 在 已 知 人 4BC 内 求 作 一 点 0, 使 得 Saros! Saroe? Sase = 1:3:4, 
写 出 作 图 过 程 . 

11. AABC 中 ,人 4 = 好 ,此 三 角形 的 内 切 阅 切 BC 于 D, 已 知 BD = m, DC = 
n, Sase. 

12. $f A ABC 的 人 4 = 60, 以 BC 为 直径 的 圆 交 48B 于 DD, 交 AC 于 E, 连 
DE , 求 Saane : Sscgp- 

13. 锐 角 公 4BC 中 ,48 = 4,AC = 5, BC = 6,AD, BE, CF 分别 是 边 BC， 
C4,4B LH,D, E, F HEE, R Saner: Saage. 

14. 四 边 形 ABCD 中 ,M,N 分 别 是 对 角 线 4C , BD 的 中 点 ,又 4D ,BC 的 延长 
线 交 于 PORIE: Sapyy = Sasco/4. 
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15. 设 AD, BE, CF 为 AABC 的 内 角 平 分 线 ,a,5,6 为 长 ,求证 :3 = 
2abc 

(a + b)(b + e)(c + a)' 

16. 设 也 ,下 分 别 在 人 4BC 的 边 4C SI BA E, BD 3 CE F F,B. AE = EB, 
AD : DC = 2:3, Saage = 403R Siero- 

17. 设 口 4BCD 的 面积 为 1,E,F 分 别 为 4D,DE 的 中 点 , 连 BE, EC ZAF T 
P,O 两 点 , 求 Sar- 

18. 给 定 凸 四 边 形 ABCD , 边 AB 和 CD 的 中 点 分 别 为 K 和 对 ,线段 AM 和 DK 
交 于 P, 线 眉 BM 和 CK 交 于 0. 求证 :Supko = Sasge + Sarro- 

19. 在 凸 四 边 形 ABCD 中 , 连结 对 边 中 点 线段 相交 于 0. RUE: Saos + 
Sacon = 到 sum、 

20. 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,有 ,天 和 6G, 如 分 别 为 一 组 对 边 4B 和 CD 上 的 三 等 
分 点 .求证 : Sercu = EE 


1. 设 D,B 为 人 48C 的 刀 边 上 的 点 , 且 人 BAD = Z CAERE: -E = 
AB? 
AC 

22.%Æ AABC 中 ,DE // BC ZAB FD, X BC T E,AF // EB 28 BC FF, 
AG // DC 交 BC 于 56. 求证 :BF = CG. 

23. 在 已 4BCD 中 ,EE, 下 分 别 是 4D,4B 上 的 点 , 生 BE = DF,BE 与 DF 相 
交 于 0. 求 证 ;0CB = 和 DOC. 

24. 经 过 Z X0Z 的 平分 线 上 的 一 点 4, 任 作 一 直线 与 0X,02 分 别 相交 于 


P,Q. 求 证 : 示 + gg ETEN. 

25, 已 知 ABCD 为 一 圆 外 切 梯形 ,E 是 对 角 线 4C 和 8D 的 交点 ,ri ,Tr2, ras ra 
分 别 是 AABE, ABCE, A CDE 和 人 DAE KANAE RE: t + 二 = P + 
1 


T4 


26. 两 个 全 等 的 正 APR, APOR 相交 于 4,B,C,D,E,F.AB = al 
BC = bi, CD = a, DE = byEF = a3 FA = by 求证 :af + a + a = bl + 
b + 中 .请 标明 4,8,C,D,E, 下 的 具体 位 置 . 

27, 四 条 直线 AB, BC, CD, DA 两 两 相交 组 成 的 图 形 称 为 完全 四 边 形 . 试 证 
完全 四 边 形 的 三 条 对 角 线 AC, BD , EF( BA CDZT E , BC 55 AD 38 F) 的 中 
点 共 直 线 . 
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第 四 章 BNA 


在 求解 平面 几何 问题 时 ,根据 问题 的 题 设 和 结论 ,合理 适当 地 将 原来 的 图 
形 割 去 一 部 分 ,或 补 上 一 部 分 , 变 成 一 个 特殊 的 ,简单 的 ,整体 的 ,熟悉 的 图 形 ， 
使 原来 问 大 的 本 质 得 到 充分 显示 ,通过 对 新 图 形 的 分 析 ,探索 原来 问题 的 答案 . 
我 们 把 这 种 方法 称 之 为 割 补 法 . 


一 .挖掘 题 设 内 涵 , 进 行 图 形 割 补 拼 痰 重组 


在 众多 的 平面 几何 问题 中 ,题目 所 给 出 的 图 形 往往 是 不 规则 的 ,这 就 使 我 
们 难于 辨别 其 类 型 ,看 清 其 本 质 ,思维 受阻 ,给 解 题 造成 困境 .因此 ,我 们 必须 挖 
据 题 设 内 涵 , 将 原 图 形 进行 加 工 处 理 一 一 割 补 拼凑 重组 ,还 其 本 来 面 狐 ,展现 
其 本 质 属 性 . 
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例 1 在 等 边 凸 六 边 形 ABCDEF 中 ,人 4 + ZC + ZE = ZB + ZD + 
天 求证 :L4 = ZD,ZB = ZE, ZC = ZF. 

这 个 问题 的 证 法 很 多 ,但 都 不 如 下 面 的 割 补 法 简洁 . 

证 法 1 如 图 1.4.1, 进 行 切割 拼凑 重组 ， 
连 AE, AC, EC. BRE ZB + ZD + ZF = r 
360, 又 因为 AB = BC = … = FA, 于 是 
AAEF,AABC,A CDE 可 拼 成 一 个 大 三 角形 ， 
BCH AACE 全 等 (证 略 ). 由 此 可 得 CD AN OF 4 8 
Z AF,AB // OC // ED, BC // AO // FE. $k ERS] 
LA = LD, £B = LE, ZC = ZF. 

MERRET 138 H EP AA 52539 6 AER INE 
等 的 凸 六 边 形 , 结 论 仍然 成 立 . 

证 法 2 ”如 图 1.4.2, 给 定 六 边 形 48BCDEF 的 对 边 都 相等 ,任意 三 个 没有 公 
共 夹 边 的 角 之 和 为 3600 ,进行 补 形 拼 污 :把 二 个 和 已 知 六 边 形 全 等 的 六 边 形 的 


一 第 四 意 AAR 
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这 三 个 角 的 顶点 放 在 一 起 ,我 们 可 以 使 
它们 的 三 个 角 组 成 一 个 周 角 , 由 图 形 全 
等 性 质 , 可 以 断定 四 边 形 AACE 和 F 
AA'C'C 是 平行 四 边 形 , 从 而 顶点 E.C, 

C 在 一 条 直线 上 .由 六 边 形 全 等 ,还 可 推 

出 FEC = 人 BCC' ,因而 有 EF // BC. 
同 理 , 可 证 得 六 边 形 ABCDEF 的 另 两 双 
对 边 平行 ,这 就 意味 着 它 的 对 角 相 等 ， 

上 述 两 个 证 明 过 程 使 我 们 看 到 :对 图 形 进行 割 补 , 可 以 使 我 们 更 清楚 地 认 
识 这 类 图 形 的 本 质 扁 性 :对 边 彼 此 相等 的 凸 六 边 形 中 ,三 组 对 角 或 者 彼此 分 别 
相等 ,或 者 一 组 中 的 每 个 角 皆 小 于 它 的 对 角 ， 


2$X8032 83, AFEN 
例 2 Æ AARC 中 ,三 内 角 用 4,8,C 表示, 则 


图 1.4.2 


50 (ese $ + sc 了 + ese Sy > 9 + (eo + et £ + cot £ 
其 中 等 号 当 且 仅 当 AAB 为 正三 角形 时 成 立 . 
此 不 等 式 的 证 法 很 多 ,我 们 选择 用 割 补 法 证 明 ,这 种 证 法 确 可 让 人 大 开眼 


界 ， 


证 明 设 7 为 人 48C 的 内 心 ,内 切 贺 半径 为 r, 傅 次 记 AE, BF, CD 之 长 为 
u,v, w( AR 1.4.3(1)). 
沿 Al, BI, CI, DI, EI, FI AIJ, 由 此 可 把 A ABC 拆 拼 成 一 矩形 ( 见 图 
1,4,3(2)), 将 此 三 个 全 等 的 矩形 拼 成 一 个 大 矩形 ( 见 图 1.4.3(3)). 


K w v w 


o 


图 1.4.3 
PN, HRB KLMN 之 长 应 不 小 于 对 角 线 KN 之 长 . 即 
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ALs BI+ CIV + (u + ə + wy) 
上 式 两 端 平 方 并 除 以 2 48 

(L149 
此 即 为 欲 证 的 不 等 式 . 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 图 1.4.3(3) 中 对 角 线 KN 与 折 
线 KLMN 重合 , 即 需 w = v= w, EE ZA = ZB = ZC, EIERNE. 


ELLER ELEZA 


例 3 如 图 1.4.4, 在 四 边 形 ABCD 中 
ZLB = ZC = 6P, BC = 1, 以 CD 为 直径 
与 AB HITAM, EX BC TA E KE 
Bt BE 的 长 度 . 


分 析 ”仔细 观察 图 形 和 题 设 条 件 ,用 分 着 的 图 1.4.4 
方法 可 以 把 图 形 分 割 为 特殊 的 三 角形 和 特殊 约 四 
这 形 ,也 可 以 用 补 形 的 方法 把 图 形 补 成 特殊 三 角形 ,因而 可 获得 多 种 解法 。 
解法 1 《〈 割 出 等 采 三 角形 ) 连 OU , 则 OM LAB ,因而 由 题 设 易 知 Z COM = 
150. 连 OE, BRI A COE 为 等 边 三 角形 ,从 而 可 知 A EOM 为 等 果 直 角 三 角形 ,由 
有 OM = OE = CE,ZBME = LEMO = 条 ,从 而 51 
ME = 20E =42CE = 2(1 - BE) 


由 EM : sin6p = BE : sin45 S! ME = pg. 


ET 


由 V5(1 - BE) = SS pp RIBE = 4- 2.53. 


解法 2 (#JiH3E47033D9JE) E 08, 易 知 OE = CE B 0E // 48. 连 0M, 则 
OM L 4B, 过 0 作 OF /BC 交 4B 于 F, 可 得 性 BEOF. 从 而 


MF = +OF = TB, FD = OE = CE = 1 — BE 


而 BM? = BE -1 = BE 
所 以 CLBE +1- BE) = BE 
EJ BE? -8BE +4=0. 故 BE = 4-43. 


解法 3 《〈 割 出 正方 形 ) 连 OM, 0E, tt E EEN | BM 于 NN, 则 EOMN 为 正 
方形 .从 而 


ana amg 
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BN = LBE,MN = OE = CE = 1- BE 


所 以 BM = + BE +1- BE 
从 而 (二 BE+1- BEJ = BM? = BE-1 = BE 
即 有 BE = 4 - 243. 


解法 4 ( 补 成 正三 角形 ) 延长 BA 和 CD 并 相交 于 P, 则 ABC 为 正三 角 

形 ,从 而 CP = BP = BC = 1, 由 切割 线 定理 知 
BM? = BE - BC = BE,(1- BM) = PM? = PD.PC=1- CD 
连 08, 易 知 OC = EC, 所 以 
(1- BM): = 1-2CE = 1-2(1- BE) = 2BE - 1 

于 是 (1 -vV BE) = 2BE -1 
即 有 BE = 4 - 2.65. 

解法 5 ( 补 出 直角 三 角形 ) 连 MO 并 延长 与 BC 的 延长 线 交 于 0, 则 WO 上 


4B, 且 0 = 30, 从 而 BM = È(1 + CP). Ë OE, B 50 0C 为 RtA EQO BD) E 
的 中 线 , 即 CP = CE = 1- BE, 代 入 上 式 得 BM = 1- BE, BM = BE, 所 


WV BE = 1- 证 BE, 得 BE = 4 - 2⁄3. 


二 ,根据 题 设 特征 , 巧 补 各 类 图 形 


L#H ZJ 


例 4” 设 四 边 形 ABCD 的 面积 为 1, 将 边 AB 三 等 分 ,分 点 为 ,FF, 使 得 AE = 
EF = FFB, 又 将 DC ESA, AN H, G, DH = HG = GC ,连接 EH, FG RE: 


Sere = 省 .( 参 郧 练习 题 1.3 第 0 题 ) 


分 析 如 图 1.4.5, 荐 能 证 得 S, = $2 = Ss 
或 S + S = 252, 则 命题 均 成 立 .但 因 $1,$2, Ss 
均 是 不 规则 色 边 形 ,寻找 它们 的 面积 表达 式 较 毗 M 
N. pK BA, DRF MATH 81,52,53 分 
别 补 成 三 角形 ,它们 的 表达 式 就 容易 找到 了 . 
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证 骨 ”由 如 上 分 析 , 记 MA = m,AE = EF = FB = a,MD = n,DH = HG = 
GC = b,ZAMD = 9, 则 


S, = Samen — Saya = Ama a)(n + b)sin 0 — Lea -sin = 
Ean + bm + ab)sin 9 

Sı = Samre - SAMEN = Jim +2a)(n + 2b)sin 8 — 
二 (mm + a)(n + b)sin 8 = 
HCE bm + 3ab)sin 0 

Ss = Samo ~ Sawo = + (m + 3a)(n + 3b)sin 0 - 
Ym +2a)(n + 2b)sin 0 = 
Fan + bm + 5ab)sin 8 


所 以 Si + S3 = 282, S, = $. 
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如 果 图 形 中 有 直角 或 相 邻 两 角 互 余 的 情况 , 可 考虑 通过 整形 、 补 成 或 补 出 
直角 三 角形 来 解 题 . 

例 5 如 图 1.4.6, 四边 形 ABCD 中 ,LB = ZD = %， 
ZA = 6F,AB = 4,AD = 5, 求 BC : CD. 

E 延长 4D,B8C 交 于 点 E, 因 LB = ZD = 9p, 则 得 两 
个 直角 三 角形 AABE 和 A CDE. 出 题 设 知 AE = 24B = $, 
DE = 3. 

É RA CDE 中 ,可 求 得 CD = Y3,CE = 2Y3. 在 RIAABE 1 B 
中 ,可 求 得 BE = 4Y3,BC = 2Y3. 所 以 图 1.4.6 

BC: CD = 2/3: 3 = 2 

例 6 如 图 1.4.7, 梯 形 4BCD 中 ,48 // CD, ZA + ZB = %P,AB = a, CD = 
b,E,F AAIE AB, CD 的 中 点 , 求 EF 的 长 度 ， 

解 H ZXA+ ZB = 90?, 可 将 梯形 补 成 直角 三 角形 . 延长 AD, BC 相交 于 
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G6, 则 公 4BC 是 直角 三 角形 . 连 GF 并 延长 交 AB 于 EB'. g 
H AB // CD, 有 DF : AE = FC : E'B, Ù DF = 
FC, AE = E'B,¢ E 与 5 重合 .又 因为 


CE = JAB =a, CF = +CD = +b 4 Ir) 5 
则 EF = L(a- b) 图 1.4.7 


如 果 图 形 涉及 三 角形 或 四 边 形 某 角 的 平分 线 , 或 三 角形 一 边 上 的 中 线 ( 或 
高 ) 与 角 平 分 线 有 联系 ,可 考虑 补 出 等 腰 三 角形 来 . 

例 7 如 图 1.4.8, 在 A4BC 中 ,4C = BC, ZACB = 
90, D ÆAC 上 一 点 , 且 AE 垂直 BD 的 延长 线 于 EE, 又 有 
AE = 十 BD. 求 证 ; BD 平分 人 4ABC. 

证 阴 ”整个 图 形 不 够 完整 ,延长 45,BC 交 于 天 ,只 K 
需 证 ABAK 为 等 腰 三 角形 . 

H ZKAC = ZKBE,AC = BC, € RiAAKC 2 
RA BDC. HiV BD = AK, 而 AE = +s, BPA E AK HR, X BE | AK, 即 


知 BD 是 等 腰 AABK 的 顶 角 ABK npa, 故 结论 获 证 . 
Bis 如 图 1.4.9, 在 梯形 ABCD H, AB DC,CB 是 £ 
LBCD 的 平分 线 , CE L AD TE, DE = 2AE, CE 把 梯形 BÉNA 


分 成 面积 为 S 和 S, 的 两 部 分 , 若 S = 1R S,. a 
解 ”延长 CB 与 D4 交 于 F, 设 Saxgp = 53. 由 CE 平 N 
£ ZBCD,CE | 和 DD, 知 公 CDF 为 等 腰 三 角形 , 则 S, = 


= c D 
Š, + S3. 


XX DE = 2AE BAB /CD, 知 AF =- DE. WA 


53 = (Ey = 
S +S + ` L = 


而 51 = ETET S = T. 


-6 
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4.8 BI F = Ñ 8 


M18129 i —- 8289 69 或 120? ,可 考虑 将 图 形 补 成 或 补 出 一 个 正三 


角形 . 


例 9 在 人 4BC 中 ,已 知 点 至 是 边 BC 的 中 点 ,D 在 4C 上 ,AC = 1,ZBAC = 


GP, Z ABC = IIDP,CDEC = WK Saase + 2Sacor 的 值 . 

解 ” 如 图 1.4.10, 将 原 图 形 补 成 以 AC 为 边 的 正 
AACE. BA B AUEAF E, IEZ BCF 的 平分 线 交 4F 于 
6, 则 


ZFCG = Z GCB = LACB = W 
B ZFGC = 10 = 人 4BC, 于 是 

LLBE = Z CGB = LDEC = 8 
从 而 A CGB o A CDE ,和 且 相 似 比 为 2, 即 


Sacs = 48Acpg 
所 以 2Sangc + 4Sacpg = Saser = 


KRENG. 

例 10 EAW ABCDEF 的 六 个 内 角 都 相等 ， 
AB = a,BC = b,CD = c,DE = d, RAHÉ 
ABCDEF 的 面积 $， 

解 ” 如 图 1.4.11, 由 题 设 可 将 六 边 形 补 形 构成 
正人 LNMN. 设 EF = x,F4 = y, 则 

y+ä+b=b+e+d=d+x+y 

Mis = a +b - d,y = c + d - a. B$ A END, 
ABCM,A AFL 都 是 正三 角形 , 故 


$ -Bl + er dP- 1 Blase + d) = at = 21 


5 HHF fN AuR BB 
如 果 图 形 中 有 一 对 边 互相 平行 或 相等 , 则 可 考虑 补 出 了 


例 11 在 等 腰 信 ABC 的 两 腰 4B,4C 上 分 别 取 两 点 E 与 ,使 AE = CP, 


# BC = 2, 求 证 ;EF > 1. 
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图 1,4.11 


F 行 四 边 形 或 梯形 . 


-ANF _ HUE 
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证 明 ”如 图 1.4.12, 以 BC 与 BE 为 两 边 作出 平行 四 边 形 BCDE , 连 DF. TE 
A AEF 和 人 CDF 中 ,LACD = ZA,CF = AE,CD = BE = AF , IEVA A AEF 2 
全 CDF, 故 DF = EF. 从 而 
EF + DF = 2EF > DE = BC = 2 
# EF > 1. 
例 12 凸 六 边 形 ABCDEF ¥, ZA = ZB = ZC = z 


ZD = ZE = ZF, B AB + BC = 11,FA - CD = 3, Ñ w; 
BC + DE. £ 


解 ”由 题 意 知 ,4F // CD,48 // ED, 则 可 将 六 边 形 神 [a 
形成 平行 四 边 形 MCNF ,如 图 1.4.13. 显然 它 是 一 个 平行 四 
边 形 ,其 中 一 个 内 角 为 6, 个 4AMB 和 A DEN 均 为 等 边 三 角 
形 .从 而 


图 1.4.12 


MC = AB + BC = 11 
FA = MF - AM = CN - AB = CD + DE - AB 


= AB = 3, 故 BC + DE = 14. 
注 :此 例 也 可 补 成 正三 角形 或 梯形 求解 ， 


6. B MED SED 


如 果 多 边 形 有 一 个 内 角 为 135 或 45° 或 90 , 补 成 特殊 三 角形 较 困难 时 ,或 
涉及 特殊 三 角形 也 较 难 求解 时 ,可 考 上 志 补 形 出 矩形 或 正方 形 . 

例如 ,对 于 例 11 ,我 们 可 将 等 腰 A ABC 补 形成 以 BC Bf 站- 
为 一 边 的 矩形 BCPO , 且 使 PQ 经 过 点 4 ,如 图 1.4.14. 又 
作 4D | BC 于 D,4D 交 EF FM, IEK EF 分 别 交 
BQ,CP FG, H.B PC // AD // QB, B HM = MGC. 所 
以 


HF : HM = CF : CA, ME : MG = AE : AB 
又 因为 CF = AE,CA = AB,HM = MC 图 1.4.14 
所 以 HF = ME,FM = HM - HF = MG - ME = EG 
所 以 CH = 2EF. 而 CH > BC = 2, 由 此 即 有 EF > 1. 

例 13 已 知 四 边 形 ABCD 中 ,人 ABC = 135, 人 BCD = 120,48 = #6， 
BC = 5-Y3,CD = 6, 求 4D 的 长 . 
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解 ” 如 图 1.4.15, 作 DO 上 BC 的 延长 线 于 Q, 作 jy ee 
AM | CB 的 延长 线 于 材 , DN | M4 的 延长 线 于 入 , 则 | 
MNDQ REF. | 

由 ABC = 139,4B = V6, 有 MA = MB = 3. Aš 
由 人 BCD = DO, CD = 6,# CQ = 3,DQ = 343. 

又 因为 

DN = MQ = MB + BC + CQ = 8 
AN = MN - AM = QD - AM = 2.3 
所 以 AD = V AN: + ND = 2 /19 

例 14 如 图 1.4.16, 在 公 4BC 中 ,AD | BC + D, 
LCAB = 4, BC = 3,CD = 2, 求 Sase. wa 

解 Z EAB = ZBAD,ZFAC = 人 CAD, 再 过 BB s 
作 GE // 4F, 过 C 作 FG // AE 得 平行 四 边 形 4FGE， 1.4.16 

TIYE RA^ AEB 2 RA ADB , REA AFC 2 RtA ADO, ATA AFGE 为 正方 形 . 

PAF = AD = x,W] BG = x -3,CG = x - 2, H 

(s- 32, (x-2)? = (2 + 32 
得 x = EARE), M Same = 15 为 所 求 . 
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例 15 Æ OABC 中 ,三 边 长 分 别 为 a,8,6, 若 人 4 = 69, 则 


Sase = Gla? (8 = 0)? 


证 明 ”如 图 1.4.17, 则 4 = 607, 则 LB+ 人 LC = 4 

120. 于 是 可 用 六 个 这 样 的 三 角形 拼 成 边 长 为 a 的 一 个 [< 
六 角形 花环 ,里 边 是 以 5 - e(5 > e) 为 边 长 的 小 正六 边 。  “ “ 8 
形 ,从 而 


6SAAm = S$ 外 正六 这 形 - Sayang = Eer - (è - e)?] (CO 


故 Same = Fla? ~ (b ~ e)2] N i 
注 :着 题 设 中 人 4 = 1207, 则 补 形成 正三 角形 证 得 DS 


Sao = Gla? - (b = e] 
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例 16 在 人 48C 中 ,车 人 ZL4: 人 LB: 人 LC =4:2:1, 则 二 + 二 = 二 (a， 
b,c 分 别 为 角 4,B,C 所 对 的 边 长 ). 

证 阴 ”由 题 设 ,可 将 全 ABC 补 形成 以 48 为 边 长 的 
正七 边 形 48DEFCC, 如 图 1.4.18. 

连 4 妇 ,CD, 易 得 4D = AC = b,CD = BC = a, 由 于 8 
正 多 边 形 内 接 于 圆 ,在 贺 内 接 四 边 形 ABDC 中 ,由 托 勤 密 
定理 ,有 be + ac = a8, 两 边 同 除 以 abe 即 得 所 证 结论 . 


8. # H H 


4. 


图 1.4.18 
这 种 补 形 法 就 是 根据 题目 中 条 件 , 按照 圆 的 性 质 等 
添补 出 圆 . 
例 17 如 图 1.4.19, 在 梯形 ABCD 内 作 半 圆 ， 4 2 


使 其 与 梯形 上 底 及 两 腰 相 切 , 且 二 径 在 下 底 上 ,车 
AB = 2, CD = 3,3R FI BC 的 长 . ad c 


解 ” 补 全 圆 , 作 平 行 于 AD 的 圆 0 的 切线 EF， | 
分 别 交 AB, DC 的 延长 线 于 互 , F. 易 证 BC 为 梯形 / 
AEFD 的 中 位 线 , 则 
AE = 2AB = 4,DF = 2DC = 6 图 1.4.19 
又 因为 梯形 AEFD 外 切 于 圆 0 , 则 
AD + EF = AE + DP = 10 


故 BC = J(AD + EF) = 5 
例 18 如 图 1.4.20, 已 知 48 = BC = C4 = 4D， ATTN, 
AH L CD FH,CP L BC XAH F PRIE: 


Saare = Bar "BD 


证 明 ”由 题 设 多 条 线段 相等 ,可 以 4 为 圆心 , AB 为 
半径 作 图 .在 人 PAC 和 会 CBD 中 ,由 


LPAC = LCBD =} Cb, ZACP = LBDC = 3 


JA A PAC t: 人 CBD, 即 有 AC : BD = AP : BC, 即 4C -+ BC = AP - BD. k 


Saa = TAB +: BC + sin = Gap .BD 
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LANBE 


由 于 整个 数学 世界 充满 了 对 称 之 美 , 当 遇 到 某 些 较 难 求解 的 平面 所 何 问 题 
时 ,也 应 注意 运用 点 的 中 心 对 称 或 对 称 图 ,线段 的 中 心 或 加 对 称 图 来 添补 图 形 . 

例 19 如 图 1.4.21, 设 a,b,c 表示 公 ABC 的 顶点 4 ,B,C 所 对 的 边 长 ,h 
表 4B 边 上 的 高 ,求证 :(1)a + b > V e + 412 (2) HE A ABC 具备 什么 条 件 
时 ,上 述 结论 中 的 等 号 成 立 ? 

解 (1) 过 C 作 CD /4B, 作 有 4 关于 CD 的 对 称 点 4 
A E B4' 与 C4', 则 AD = AD = h,CA' = b. 

在 RIAB44 H, BA = tAk, W a + b > 
V 2 + 42. 

(2) 分 析 所 作 的 图 形 ,可 知 当 A 在 BC 的 延长 线 上 时 ,有 
BC + CA = B4', 此 时 有 CA4B = ZDQA = ZA'CD = 
LABC, BIH 人 4BC 为 等 采 三 角形 时 (1) 中 结论 的 等 号 成 立 . 图 1.4.21 

例 20 直角 LPO 内 有 一 动 点 C, 试 在 OP 上 求 一 
点 4, 在 00 上 求 一 点 8, 使 BC + CA 等 于 定 长 1, 且 四 边 形 40BC 面积 最 大 . 

解 ”观察 已 知 图 形 的 结构 , 它 给 人 一 种 不 完 r 
整 的 感觉 . 补 对 称 图 形 如 图 1.4.22, 得 八 边 形 i 
4C'B'C'h'C”BC. 于 是 当 八 边 形 面 积 最 大 时 ,四边 
JÉ 40BC 的 面积 也 最 大 .由 于 BC + C4 为 定 长 1, 这 
痊 味 着 八 边 形 周 长 为 定 值 47 .我 们 知道 , 周 长 为 定 
值 的 八 边 形 中 以 正八 边 形 面积 最 大 .所 以 , 当 C 在 
<P 的 平分 线 上 , E 04 = OB = 0C = 


时 ,四 边 形 408C 的 面积 最 大 . E 1.4.22 


dain 22. 5° = 5 


三 .分 析 题 设 结构 , 善 用 出 入 相 补 


平面 几何 问题 的 出 人 相 补 证 法 ,是 中 国 几 何 学 的 特色 解 题 方 法 . 这 种 方法 
反映 了 平面 图 形 最 重要 的 特征 一 一 两 个 等 形 或 等 积 的 平面 图 形 总 可 以 通过 出 
入 相 补 的 方法 转化 为 全 等 图 形 或 易于 计算 面积 的 图 形 ， 

例 21 如 图 1.4.23, 在 等 腰 公 4BC 中 ,48 = AC, ZA = 120p, 点 也 在 边 BC 


四 š 
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上 , 且 Bp = 1 DC = 2, 求 4D 之 长 . 


A D 
解 ”由 题 设 条 件 ,可 把 A ABD 割 下 移 置 到 A ACD' A 
处 ,由 LAhCB = ZABC = ZCAD' ,AD = D'C 知 四 边 形 f] 
DCD'A 为 等 腰 梯 形 . £ r 3 


作 AM L CD 于 于 , 则 可 求 得 


AM = MC + tara = Š DM = 


在 RA ADM 中 ,可 求 得 


图 1.4.23 


1 
2 


AD =V AM? + DÈ = 1 

BEAR LÆ th x EREE AIA, MEEA KE F 1814, 
使 最 后 得 到 的 图 形 便于 我 们 求解 ,并 合乎 题 的 要 求 . 从 这 个 意义 上 说 ,出 人 相 补 
法 可 视 为 等 积 (面积 ) 变换 的 特殊 情形 . 

例 22 ”4BCD 为 任意 四 边 形 ,E,F,G,H 分 p 
别 为 45 与 CD 的 三 等 分 点 ,而 型, 六 分 别 为 4D， 
BC 的 中 点 ,求证 : EG, FH 被 MN 平分 而且 MN Q|. 
被 BC, FH 三 等 分 . 

证 明 ”连结 MN, EG, FH, 将 ABCD 分 成” 名 
六 个 小 四 边 形 分 别 记 为 1,2,3,4,5,6,, 如 图 
1.4.24. B N 

将 2,3,4 三 个 四 边 形 移 置 如 图 所 示 处 ,显然 图 1.4.24 
LAMP + LAMP: = 10, P, M, P RER, M 
FHP, E, PEHR, Pa Q A RHR, H G1， 9 
P RER, 又 从 原 图 中 可 知 ZQ P;E = 
ZG, ,P.M,ZEPM = QH G, 因此 , 四边 形 
P PP H, 为 平行 四 边 形 ,同时 可 知 E, M, Qu G1 
分 别 为 其 四 边 中 点 , 故 MEQ G, 也 为 平行 四 边 
Jé. 从 而 EQ = MG = EQ = MG, 
EM = 06 = 06, 即 MEQG 为 平行 四 边 形 , 故 
对 角 线 MO, EG 互相 平分 , 即 MQ 被 EC FA. 

同 理 , 可 证 得 FH 与 PN 互相 平分 ,由 此 
即 得 结论 . 

例 23 ”六 边 形 4BCDEF 内 接 于 圆 0, 且 4B = BC = CD = (3 + 1,DE = 
EF = FA = 1, 求 $4pcpgF. 

解 ”用 已 知 的 六 边 形 沿 各 顶点 和 外 接 圆 圆心 的 连 线 分 割 六 边 形成 六 个 三 
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角形 (图 略 ), 把 这 六 个 三 角形 移 置 到 如 图 1.4.25 所 示 处 ,拼合 成 边 长 相间 为 
V3 + 1 和 1 的 六 边 形 .这 个 六 边 形 与 原来 的 六 边 形 内 接 于 同样 大 的 圆 , 它 的 各 
个 顶 角 都 等 于 120 ,因此 ,可 以 在 边 长 为 1 的 边 上 补 上 一 个 正三 角形 ,从 而 把 六 
边 形 扩大 为 一 个 边 长 是 3 +Y3 的 正三 角形 . 故 所 求 


G 


Sascner = Sarny - 3SAprp = >e + 3) 
例 24 ”如 图 1.4.26, 若 四 边 形 ABCD 的 两 条 对 角 线 
和 它们 的 夹 角 分 别 等 于 一 个 三 角形 的 两 边 及 其 夹 角 , 则 
它们 的 面积 相等 ， 


证 明 ” 设 在 四 边 形 4BCD,AEGF 中 ,4C = GP, 4 2 


BD = EG,LBOC = LEGF, 如 图 1.4.26. NL 


延长 OB £ M, {Ë OM = GE, 延长 OC # N, 分 HJ 
使 ON = GF, BE A OMN 2 A GEF. FÈ ION i 


Sacr = Saow = 


Sams + Samo = Sanon + Sanwo = 
Sasco + Sagon + Sanc = F 1.4.26 
Sagcp + SAAB0 + Saano = Sasco 


显然 ,此 例 是 利用 等 积 (面积 ) 出 人 相 补 而 获 证 的 . 
练习 题 1.4 


1. 用 补 形 法 解 本 篇 第 三 章 中 例 17. 

2. 一 个 六 边 形 的 六 个 内 角 都 是 120 ,连续 四 边 的 长 依次 为 1,3,3,2. 求 六 边 
形 的 周 长 . 

3. 凸 五 边 形 ABCDE th, ZA = ZB = DD,EA = AB = BC = 2, CD = DE = 
4 求 这 个 五 边 形 的 面积 . 

4. 在 四 边 形 ABCD th, ZA = 6P, ZB = LC = 9%p,CD = 2, CB = 11, 求 
AC 的 长 . 

5. 利 用 补 圆 证明 勾 股 定理 . 

6. 设 凸 四 边 形 ABCD 的 顶点 在 一 个 圆周 上 , 另 一 个 圆 的 圆心 0 在 边 4B 上， 
且 与 四 边 形 的 其 余 三 边 相 切 .求证 ;4D + BC = AB. 

7. M FE RA ABC FHA BC 的 中 点 ,P,0 分别 在 48,4C 上 .求证 :人 PQ 的 
周 长 大 于 BC. 
8. 加 内 接 八 边 形 的 四 条 边 长 为 1, 另 四 条 边 长 为 2, 求 其 面积 . 


ia 
= 
是 
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第 五 章 ”代数 法 


对 于 某 些 平面 几何 问题 ,倘若 能 将 其 看 做 代数 问题 的 实际 应 用 或 转化 为 代 
数 问题 来 处 理 , 则 县 不 失 刀 何 证 明 或 求解 的 优美 ,又 能 为 我 们 提供 了 更 为 灵活 、 
广 科 的 求解 途径 .我 们 把 运用 代数 概念 ,应 用 代数 知识 ,建立 代数 模型 (如 函数 、 
方程 方程 组 不等式 ,多 项 式 等 ) ,进行 代数 运算 来 处 理 平面 几何 问题 ,从 而 求 


解 出 平面 几何 问题 的 结论 的 方法 称 之 为 代数 法 ， 


一 、 适 时 使 用 计算 手段 


有 一 类 平面 几何 问题 ,表面 上 结论 并 不 复杂 ,但 用 常规 方法 较 难 发 现 图 


形 


间 的 直接 关系 ,而 在 数量 关系 上 较 明显 ,或 在 条 件 中 给 出 了 较 多 的 数据 及 数量 


关系 , 则 可 异 助 计算 进行 求解 . 
1L ARHA 


例 1 如 图 1.5.1,4D 是 入 48C 外 角 忆 到 C 的 平 


分 线 ,并 交 公 ABC 的 外 接 圆 于 ,以 CD 为 直径 的 


分 


别 交 BC, AC 于 P,Q, 求 证 ;线段 PO 把 个 4BC 的 周 
二 等 分 . 
证 明 £ D4,DB,DP, 则 由 题 设 有 和 DCB 


É 


LEAD = ZDAC = 人 DBC, 即 有 DB = DC. XA 


DQ L 4C,DP 上 BC, 从 而 CP = 二 BC. 在 四 边 形 


ABCD 中 ,应 用 托 勒 密 定理 ,有 


AC BD = BC > AD + DC + AB 
a _ BC: AD _ 2BP AD 
所 以 AC ~ AB = z = “5 


D 
XH RAAD AO RtABDP, 有 
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所 以 AC - AB = 240 
即 40 = (AC ~ AB) 
# CQ + CP = (CA ~ AQ) + ÈRC = 


1 Lge- 
[CA - (4C - AB)] + BC = 
(AC + AB + BC) 


即 QP F) A ABC 的 周 长 . 

例 2 如 图 +.5.2, 图 周 Si,Sz,S; 和 54 的 
圆心 01, 02, 0; 和 04 都 在 圆周 53 上. Si 与 9: 相 
ZEF A1, Bi; S; 与 S, 相交 于 A, Ba; 83 5 S4 38 
交 于 A3, B3; S, 与 S, 相交 于 A, B4. 并 且 41， 
42,43,44 在 圆周 $ 上 ,而 B, B3, B3, B, 是 不 同 
的 点 都 在 圆周 S 的 内 部 , 证 明 ; Bi B.B, B, HHE 

证 明 ” 先 证 Bi 点 在 线段 014, 上 . 由 
AB00.0, @ A41010; 有 ZXB,0.0, = 图 1.5.2 
£41010. X® 0241 = 0242, 有 人 人 420102 = 人 410102. 于 是 人 B1010; = 63 
乙 4:010:. 因 此 点 B, 在 线段 014， E. 

同 理 ,点 B. 在 线段 O As 上 ,点 B ERE OAs 上 ,点 B 在 线段 0,4 E. 
下 求 Z B.B. B, 的 大 小 . 

LBaBiB2 = 2x - LBsBiO1 - Z 0,B, 0, - Z 0,B, B3 = 


2r T (z - L80184) ~ L014 03- L (r ZB0:5) = 


z + (LBOB + ZB,0,B) - L01410, 
而 
LBiO1Bs + Z B,0;B, = ZAs0,0; - ZB,0i0; + Z43010, - BO020 = 
z- ZK 0,As0; - (x - Z 01B10;) = 
L0,A0 ~ (n L04102) = 2Z0,A,0; -n 


所 以 LBBB, = x+ $(240,410: - z) - Z01410, = z 


同 理 可 证 四 边 形 Bi B, B, B, 的 其 余 各 角 均 为 直角 , 所 以 B, B, B, B, 是 矩形 . 
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例 3 如 图 1.5.3, 在 人 A4BC 中 ,LA4 = 9P,ZB = N 


E 
24C, ZB 的 平分 线 交 AC 于 D,AE | BC 于 E,DF LBC F 
于 FORE: 


1 l 1 
BE - DF " AE - BF t AE » BE 
证 明 ZB =2⁄C = 30, AB = x,W BC = 


2z,BE = Ès, DF = DA - a, pp = 2 ñ. 


在 RtA4EB 中 ,4E? = AB? - BE? = ° - ba M AE = ET BF = 


AB = x. 

将 上 述 BE, DF, AE , BF 代入 欲 证 式 两 边 即 证 ， 

84 ”如 图 1.5.4, 已 知 D 是 人 4BC 的 边 4C 上 的 
64 一 点 ,4D : DC = 2:1,LC = 45, ZADB = GP sk 
YE; AB Æ ABCD 的 外 接 圆 的 切线 . 

证 明 WDC = a, 由 4D:DC=2:1, 则 4D = 
2a. 过 B 作 BE | 4C 于 E, 设 DE = x. 

Æ RtA BED 中 ,人 BDE = 60, 则 BE = /3DE = Ë 
3x. 在 人 BEC 中 ,BE = EC = x+a, 则 由 x+a= 
zx, 有 x = 15 + Da. 

在 RtA4BFE 中 


图 1.5.4 


AE = AD - DE = 24 - z = +(8 -43)a 
BF -ra = 二 3+V3)e 
册 AB? = AR + BE = [FG - fa P + [3 G + fš)aP = 62 
AD : AC = 2a ° 3a = 6a? 


有 AB? = AD + AC. 
再 由 切割 线 定理 的 逆 定理 即 证 得 AB 是 ABCD 外 接 圆 的 切线 ， 


第 ~ 篇 装备 精良 "兵器 "~ 一 学 握 其 本 方法 


3.BRDR RER 


例 5 如 图 1.5.5, 设 公 ABC 的 外 接 图 半径 、 内 切 圆 半径 NPP R, r, 
了 条 与 边 BC 和 外 接 圆 的 交点 分 别 为 DP ,了 .对 于 到 ,CT 和 分 别 类 似 有 到 E.F, 
下 ,求证 : 
DD EE FF Rr 
D'A t pp t pe 
证 明 E AAD'B 中 ,由 正弦 公式 ,有 (以 下 sind = 
sin BAC,sinB = sinZ ABC ,sinC = sinZ ACB) 
AB > sin ABD _ 2R : sinB - sin Ç 


= = 
AD! = ZEDA = ` sinZBD'A 
2R: sA 
Fa DD = 0 
sin 
DD 2 
从 而 D'A © sinB sinG 
, s Ë ; cir E 
同 理 EE 2 FF 2 


E'B © sinC + sinA'F'C T sinA + sinB 
所 以 
DD' EE FF 1 L 
D'A * EB * F'G = Dsi Ç sinB SCLsin4(1 ~ cosA) + 
sinB(1 — cosB) + sinC(1 - cosC)] = 


1 ; : ; 
Zain + inb- Clsin4 + sinB + sinC — 


(aimA + sin2B + sin2C)] = 


1 A. B. C 
sin + sinB + sin G 608 $ * ç08 7 ° ço8 7 ~ 


Ñ + 4sind ° sinB .sinC) = 


1 A.. B . C 
RA B A Cl” sino sin ' sin) = 
2 2 2 
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He 如 图 1.5.6, 设 全 4BC 的 外 心 为 0, 若 0 关 
FBC, CA, AB 的 对 称 点 分 别 为 4,B' ,C0', 斌 证 ; 
(1) 44' , BB' , CC 交 于 一 点 Pi(2) 若 BC, CA, AB HH 
点 分 别 为 41,B1, C N P H AAB C 的 外 心 . 

证 明 (1) 由 四 边 形 084'C 对 角 线 互相 平分 知 5 C. A 
AC' // OBIE, A'C /08, 从 而 A'C /4C', 则 四 边 1 


形 4C'4'C 为 平行 四 边 形 , 故 知 44' ,CC' 在 它们 的 中 图 1.5.6 
点 了 相交 . 


同 理 知 BB' 也 过 P 点 , 即 44' ,8B', CC 交 于 一 点 P. 
(2) 由 和 ,0O 关 于 BC 对 称 , 易 知人 BCA' = 9 - ZA, B. A'C = R(A ABC 
的 外 接 圆 半径 ) .在 人 4C4' 中 ,由 余弦 公式 有 
AA'? = R? + b? 2Rb + cosl C + 902 -4) = 
R? + b? - 2Rb(sinA ° cosC - sinC * cosA) = 
R? + bc — (ab » cosC — be * sind) = 
66 Rr 2 + 2 - a2 
同 理 BB2 = R4 a4 c- P. CO? = Ra+tb-e 


而 PR -= (R a a? oè- B), PO = (RU. att bo) 
H A PBC 中 ,由 中 线 长 公式 (或 阿波 罗 尼 斯 定理 ) ,有 
Ph = $I2( PB? + PE) ~ o] = 
He, atb- e+ Rate- OD) a] = +m 
同 理 , PB? = 1e, Pc = Leg P 3 AAB C 的 外 心 . 


Z h a ARN 


有 些 平面 几何 问题 , 若 就 事 论 事 地 去 做 ,往往 因 纷 繁复 杂 而 使 人 不 得 要 领 ， 
但 若 能 恰当 地 引 人 代 数 模型 ,巧妙 地 将 问题 化 妇 到 代数 模型 上 去 讨论 ,往往 会 
大 为 简化 ,有 时 还 可 收 到 出 奇 制胜 的 效果 . 


LEPKRRN 
例 7 如 图 1.5.7, 已 知 一 个 四 边 形 ABCD 的 面积 等 于 H, CHE, Fa 


一 第 一 篇 “装备 精良 "兵器 "一 一 掌握 基本 方法 


为 AD FIBC 的 n 等 分 点 ( 千 近 端点 ). 求 证 :四 边 形 o. op 
EFCH 的 面积 为 + 二 2.( 本 篇 第 四 章 中 例 4 的 推广 ) YY 
证 明 ”在 4D // BC 的 特殊 情形 下 ,本 题 的 结 — 
论 显然 成 立 .下 面 讨论 AD 不 平行 于 BC 时 情形 . c 
设 AD 5j BC 交 于 点 0, 此 时 ,04, GR, Z A0B 图 1.5.7 


以 及 BC : 4 都 是 定 值 . 设 04 = a, OB = b,ZA0B = 0,BC = AAD. THRE 
H,G(E,F) 是 AD( CD) 的 n 等 分 点 ,只 考虑 4H = GD,BE = FC, 则 BE = FC 
= AAH = AMCD. 又 令 AH = x,AD = m, 则 有 


Saocr = La + m — z)(b + Àm — Àa)sin 0 


Saomg = (a + s)(b + Ax)sin @ 


于 是 Sene = Saocf - Soom 是 x 的 二 次 函数 式 ,不 妨 设 为 
f(x) = pè tgr 
利用 等 定数 法 可 定 出 p,9,r 的 值 , 当 * = 0 时 ,Saoer = Saon Saog = 
Seowm, 所 以 Seren = 1,BD A(O) = 1, 知 r= 1. 
H z = 3 it, Saor = Saon MOL Sgrew = 0, 即 


2 67 
KD = pteg+tl=0 


Ez = m BL, Sagre = Sao Saon = Saocp; 所 以 Sercu = 一 1, 即 
f(m) = mp + mq + 1 = — 1 
由 上 可 解 出 p = 0,9 = - i r = 1,38 


$x = E IIS Seron = E, ; 
例 8 如 图 1.5.8, 水 平 直线 mn 通过 圆 0 的 中 心 ， < 


ERIL m,i 与 m 相交 于 MM, 点 用 在 圆心 的 右 侧 , 直 


线 1 上 不 同 的 三 点 4,8,C 在 圆 外 , 且 位 于 直线 mw 上 m 
F, AARM AROE, CARM ARA, AP, BO, CR 为 

A 0 的 三 条 切线 ,P,Q, 为 切 点 , 试 证 :(1) Sl o 
相 切 时 ,AB . CR + BC . AP = AC. BQO;(2)1 与 图 0 图 1.5.8 
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相交 时 , 4B © CR + BC AP < AC - BQ: (3)1 50 0 相 离 时 ,4B - CR + BC - 
AP > AC ° BQ. 
证 明 RA 0 的 半径 为 r, OM = a, 则 由 AM2 + OM - OP = AP H 
AP =V AM y 22 - V AM y x 
其 中 ,x = a 一 2 
同 理 BQ = ~ BM? + x, CR = V CM + x 
ERM SAs) = AB. V CM +x + BC: V AM +x - ACIN BM + x 
g(x) = (AB >v CM? + x + BC - V AM + sY - (AC - BM + x) = 
2AB © BC[V 2 + (AM? + CMP)z + AM - CM ~ x ~ AM - CM) 
pla) = V x? + (AM? + CM2)x + (AM + CM)? — (x + AM CMY = 
(AM - CH)2x 
Wa), gla) pla), s EREN. 
(1): 50 0 相 切 时 ,x = 0, 则 9(0) = 0> g(0) = 0> /(0) = 0, 由 此 结 
论 获 证 ; 
(2)1 与 圆 0 相交 时 ,x < 0, 则 p(x) < 0= g(x) < 0= f(x) < 0, 由 此 结 
论 获 证 ; 
G) 与 圆 0 相 离 时 ,x > 0, 则 g(x) > 0= g(x) > 0 f(x) > 0, 由 此 结 
论 获 证 . 
注 : 在 g(x) 的 简化 中 ,注意 用 AM = AB + BC + CM,BM = BC + CM, 
AC = AB + BC 进行 代 换 . 


2 8DASEBEHRH 


例 9 如 图 1.5.9, 四 边 形 ABCD 外 切 于 
圆 0,4C | BD 于 下 点 ,P,O,R,S 分 别 为 边 《 
4B,BC,CD, DA 上 的 切 点 .求证 :四边形 是 
以 一 条 对 角 线 为 轴 的 对 称 图 形 . 

证 明 设 48 = a,BC = b,CD = e, 
DA = d. 由 圆 0 内 切 于 四 边 形 48CD , 则 

a+c=b4d 由 

XAH AC L BD + E ,WJ 

a? + c? = AB? + BE? + CE? + DE = b? + d° @ 
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ac = bd @ 

由 DORRA, a,c 和 5,d 均 为 一 元 二 次 方程 好- (a + c)x + ac =0 的 
两 个 根 , 于 是 有 a = b,c = 4 或 ae = d,c = b, 

当 a = b,c = dht, AABD 2 入 CBD, 则 四 边 形 ABCD 以 BD 为 对 称 轴 . 

Ë a = d,b = c B,2A ABC 8 和 4DC, 则 四 边 形 ABCD 以 4C 为 对 称 轴 . 

综 上 ,四边形 ABCD 是 以 一 条 对 角 线 为 轴 的 对 称 图 形 . 

例 10 ”如 图 1.5.10, 一 个 给 定 的 凸 五 边 形 ABCDE 有 p 
FIE: ABC, ABCD, A CDE, ADEA, A EAR 的 面 i 
积 都 等 于 1. 求 证 :每 个 具有 上 述 性 质 的 不 同 的 五 边 形 都 E c 
有 相同 的 面积 ,进而 证 明 存 在 着 任意 多 个 具有 上 述 性 质 WW 
HEHE. LN 

证 明 H Saso = Sace = 1,38) BE / CD. AH, ^ P 
BD // AE, CE // AB. WW BD 与 EC 交 于 点 P, 则 ABPE 为 图 1.5.10 
平行 四 边 形 .从 而 Sag = Saame = 1. 令 Sape = a M 


Sas = Sape = 1-x 


由 Sase _ BP i SABpF 
Sacop PD Sang 69 
得 1- < =+ 1 
x -x 


即 必 -3x+1 = 0.JR2408 TEER TA 


Sasco = Saame + SApPE + Sanco + Sarpe =3+(1-x) = 16 + 5) 
是 常数 . 


易 知 这 样 的 五 边 形 有 任意 多 个 .例如 , 任 作 一 个 面积 为 1 的 A ABE ,就 可 以 
作出 平行 四 边 形 ABPE ,在 此 基础 上 就 可 以 作出 合乎 条 件 的 


pane. NS 


C 
例 11 如 图 1.5.11, 在 圆 内 接 四 边 形 ABCD 中 ,48 = 
AD. 求 证 ;4AC? = BC- DC + AB? 
B 


证 明 设 BC = ,DC = x, BCA = ZACD = 8,8 ANL 全 
余弦 定理 ,有 
AB? = AC? + x} ~ 2AC > xÚ + cos 8 图 1.5.11 


第 五 章 ”代数 法 


平面 几何 证 明 方法 全 书 


D? = AC? + x3 — 2AC + x, * cos 0 
因为 AB = AD, BERAR vir 是 方程 
x? _ 2AC » x * cos 0 + AC? — AB? = 0 


的 两 根 .从 而 
zi ' k = AC? - AB? 
即 AC? = BC DC + AB? 
例 12 ”如 图 1.5.12, 在 公 4BC 中 ,了 , 王 分 别 是 BC， 4 


4B 上 的 点 , 且 Z1 = 22 = £3. MẸ AABC,AEBD, 
ZA ADC 的 周 长 依 次 为 ,mtm2. 求 还 : 


mi + m2 5 
mim -2 


m 54 b D C 
证 明 H Z = 22 = CA3, 有 人 48Cw A EBD Q 图 1.5,12 
ADAC, W 
m _ ED _ BD _ BC- DC mx _ DC _ AC 
7 m AC U BC BC 'm AC BC 
m m BC-DC D 
从 而 0c = 
1, AC’ 4C AC 
1+ G6- BC) ` BC " (Bc) + BC +! 


SE - a MADE 


m + m; 


2 r+ x T 1=0 
由 判别 式 A = (- D- ATE - 1) > o e m < 9. 
3.0 EH BE H 
例 13 如 图 1.5.13, 设 P 为 人 ABC 内 一 点 ,AP, BP, A 
CP 的 延长 线 交 公 4BC 的 三 边 于 DD,E,F. 求证 ; 车 
Saare = Sappp = Sacpg; 则 P 为 全 4BC 的 重心 . F; E 
证 明 不 妨 设 Saer = 1, Saee = w,Saspr = Y, LAN 
Sacpp = z. Ñ B D c 


AP y+l1 x+1BP z+l _Y+l 图 1.5.13 


PD? 1 “° z PE? 1 `” x 


第 一 篇 _ 装 备 精良 "兵器 "一 一 掌握 基本 方法 


CP z4l_ 2+1 
PF” 1 = y 
yztz=x+1 [z-zx=(xs-s)(1+2) © 


az + x = y + 1> 


xz-y=(y-z(1+5) © 
sy+y=z+1 'y-z=(z-x)(l+7) @ 
车 * = y 代 入 四 得 z = *, 从 而 x = y= 2 再 由 和 + = x+1 得 x = 
1, 帮 x=y=z=1. 
Eray Myrar 
(I+x)(1+ y)(1+ 2) = 1 @ 
因为 x,y,z 均 为 正 数 , 则 1+x > 1,1+y > 1,1+z>1 从 而 方程 多 无 解 . 
故 方 程 组 仅 有 下 整数 解 x = y = z = 1. 此 时 ,AF = FB,BD = DC,CE = FA, 
BD P H A ABC 的 重心 . 
例 14 如 图 1.5.14, 设 1 是 和信 ABC 的 内 


Ù, ID | BC T D, B AB AC = 2BD .DC. 求 E 
证 :BA | AC. 7 
证 明 BJE] ACFE, IF| AB F. H 
题 设 知 BD = BF,CD = CE,AE = AF. # D c 
BBD = x,CD = y,AE = z,BC = a, 图 1.5.14 
AC = b,AB = c, 则 7 
x+y=a fjx=p-b 
| 
Z+x =e z=p-a 


其 中 ,p = Fla + b +6). 代入 已 知 条 件 式 ,化 简 整 理 得 
2p°-2(b + c)p + bc = O 


因为 J(a+sb+e)= p> G+ e) 
故 b+c b+? at+b+e 
P= 2 = 2 


因此 ,a? = b° + e, BI BA LAC. 
A LESA 3V LI 
例 15 如 图 1.5.14,7 为 入 4BC 内 一 点 D,E,F 分 别 为 1 到 BC, CA, AB% 


边 所 引 重 线 的 重 尼 , 求 使 下 + H + AE 为 最 小 的 点 7 
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解 Sam = SM 
BC : ID + CA > IE + AB + IF = 2S 
出 柯 西 (Cunchy) 不 等 式 , 有 


(BC + CA + ABY < [Vf Ey + My + W EIE -IDY + 
(V CA + IE)? + (V AB IF)’] 


即 BC CA AB _ (BC + CA + AB}? 
ID IE IF” 285 


上 式 等 号 当 且 仅 当 ID = IE = JF 时 成 立 .因而 ,使 县 + S + 级 为 最 小 
的 点 了 是 A ABC 的 内 心 . 
例 16 ”如 图 1.5.15, 过 一 圆 的 驴 AB 的 中 点 于, 引 任 c 


E 
意 两 弦 CD 和 EF, 连 结 CF 与 ED ZIZ AB 于 Q,P. 求 证 : P Z/NA 


PM = MQ. 
证 明 Ë QM > PM, 则 QM? > MP2,HD- OM? < - 


MP2. H AM = MB, 有 

AM? _ ỌM? < MB? _ MP: F Š 
即 (AM + QM)(AM - QM) < (MB + MP)(MB - MP) 
于 是 AQ > BQ < BP - AP ®© 
由 相交 弦 定 理 


图 1.5.15 


AQ * BQ = CQ' FQ 四 
BP - AP = EP + PD @ 
把 @,@ 代 和 人 @ 得 
CQ > FQ =< EP + PD @ 
in CM' 
由 正弦 定理 C0 = nee -ỌM 
sin OME 
Fo = SO ` QM 
sinl EMP ` 
sin MEP 
sin PMD 
Z sin MDP 
注意 到 其 中 对 顶 角 相 等 , 同 弧 上 圆周 角 相 等 ,将 上 述 四 式 代 人 轩 得 QM? < 
PM’?, BM QM < PM. 


PM 


` PM 
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但 已 设 QM > PM. 故 QM = PM. 
NL EZ EY LEI 


对 于 多 项 式 的 恒 等 定理 :对 于 n + 1 个 不 相等 的 x 值 ,如 果 次 数 不 超 过 的 
两 个 多 项 式 fx) 和 g(x) 的 值 都 相等 ,那么 这 两 个 多 项 式 相等 .我 们 也 可 以 应 
用 到 某 些 平面 几何 问题 的 证 明 上 来 . 
例 17 设 4 为 和 4BC 的 BC 边 上 的 中 线 , 过 C 
引 任 一 直线 交 AD FE, ZX AB FF, WA 1.5.16. KE: 
a UE (ST RNS] 6) 
证 明 RAF 4E 的 多 项 式 
siae) = fi - 


FD FB 
易 知 这 是 一 个 关于 4E 的 一 次 多 项 式 . 图 1.5.16 
M AE = 和 4D I,E X AABO MEd, i AF = FB, 从 而 
AE 2AF 
ED FB = 2-2=0 
MŽAD 为 多 项 式 O 的 根 . 


73 
3 AE = + AD Bft B fE BG // AD 3 CA 的 延长 线 于 C, 交 CP 的 延长 线 

T HAX AE = T AD, Í C8 为 人 BGC 边 86 上 的 中 线 ,而 AD 为 人 4BC 中 BC 

边 中 线 , 故 BA 39 ABCC 中 6C 边 上 的 中 线 , 即 下 为 人 BCC 的 重心 ,从 而 AF = 

去 三 .所 以 


AE 24F iL 
Ep FB “1-1=0 


Bl AD 也 为 多 项 式 Q) 的 根 .但 人 4D y 沁 4D, 由 多 项 式 柱 等 定理 ,有 


故 原 题 正确 . 
例 18 如 图 1.5.17, 设 CEDF 是 一 个 已 知 图 的 内 接 矩 形 ,过 作 该 圆 的 切 


线 与 CE 的 延长 线 相交 于 点 4, 与 CF 的 延长 线 相交 于 点 B. 求 证 : BP = BC 


_ 平面 几何 证 明 方法 全 书 


证 明 HAF BF 的 一 次 多 项 式 
ABF) = BE _ BC © TAN, 
X BF = FD 时 ,由 题 设 有 BF = FD = FC,AE = Z D B 
ED = EC, FC = DE,PEVA BF = AE,AC = BC, 故 
3 
2. 25 =1-P=0 
即 FD 为 多 项 式 @ 的 根 . 


当 BF = 3 FD 时 ,由 RtIABED RtA DEA Y RtÁ BCA V RtADFC, 有 


图 1.$.17 


工 -FC - 1 -i 
DE = 2 AE, DF = 2FC= DE, BC = 24C 


Bp BF = Lro = 1pg = ta 
3 
从 而 名 -2 二 -P=0 
T4 mk pp 亦 为 多 项 式 Q 的 根 .但 FD + 1 FD, 故 由 多 项 式 恒 等 定理 有 
Be -ac _ 
AFE AG 
即 原 命题 成 立 ， 


注 : 利 用 多 项 式 恒 等 定理 求解 平面 几何 等 式 问题 的 技巧 可 从 上 述 例 子 中 领 
会 .从 上 述 例 子 也 可 以 看 到 ,利用 多 项 式 恒 等 定 理 证 几何 等 式 题 ,其 实质 是 将 一 
般 问 题 特 殊 化 ,既然 等 式 在 任何 情况 下 成 立 ,就 选取 几 个 特殊 情形 验证 .这 可 使 
复杂 问题 简单 化 . 


练习 题 1.5 
1. 正 方形 ABCD rh, E 34 CD 中 点 , 作 AE 的 中 垂 线 交 48 的 延长 线 于 FF, EF 


与 BC 交 于 N. 求 证 ,AR = +. 


2. 在 全 4BC 中 ,4D 是 BC 上 的 高 , 且 4D = BC, HEED, M ABCR PA. 


求证 : HM + DH = Bc. 


3. 在 全 48C 中 ,和 4 = 90, b BC 为 一 边 向 外 作 正 方形 8CDE, 连 4D,AE 与 
BC ZTF, GRUE: BFE + CG? + FG = BO. 
4. 设 忆 是 正方 形 ABCD 形 内 一 点 , PA = 5, PB = 8,PC = 13, 求 正方 形 
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ABCD 的 面积 . 
5. 设 PT 与 圆 0 相 切 于 点 了, 直线 PB 交 贺 0 于 点 4 和 B, 求 证 :PA + PB > 
2PT. 
6. Æ OABC 中 ,已 知 Z B = 6,AC = 1, 求 证 : 4B + BC < 2. 
7. 半 径 为 的 圆 0 内 切合 4BC FD,E,F,ZC = 60, ZC 的 对 边 e = 3. 
求 + 的 取 值 范 | 


8. 边 长 为 p 的 正方 形 4BCD 内 接 于 边 长 为 9 WE Een oR q = P 的 
取 值 范 


9.AABC H, ZA = 6 ,个 = m, ZA 的 平分 线 交 对 边 8C FD, DE 上 AB 


F E,DF | 4C 于 F. 设 := 
É. 

10. BA AABC F, D 为 48 边 上 任意 一 点 ,DE // BC, DE 与 4C RFE, 
口 DEFG 的 边 FG 在 BC 所 在 的 直线 上 , 设 DE = x,BC = a, RUE: Soper < 


gan. 求证 : 当 :取得 最 大 值 时 ,人 4BC 为 正三 角 
AABC 


F same- 
1. Æ AABE H, ZC = 139 ,CD 是 角 平 分 线 , DPE LAC FE, DF 1 BC 于 
FRE: Same < 二 Sa， 75 
12. 已 知 正方 形 ABCD 的 边 长 为 /2 +1,0 0: 过 正方 形 的 顶点 4 和 对 角 线 的 


交点 0 分 别 交 ABAD °F P.E, O MPRI R an AOF BBB. 

13. 人 48C 中 ,48 = AC = 2,BC 边 上 有 100 个 不 同 的 点 Pi, P... Pioo iE 
m; = AP} + BP; PCG = 1,2,…,100), 则 mi + mz + + mo 的 值 为 多 少 ? 

14. EŻ l, h, l3, 44 粗 交 于 点 0, 过 1 上 任意 一 点 P 作 PP1W 4 突 4 于 Pi 
31 P, fE P) P, // l,% h F Pait P,fE P,P, // b % la F Ps, BË PsfEPs0 // l 
Z h T RE: 0Q > Top. 

15. 在 图 O 内 , 弦 cp // EF, BIH AB R45 角 , 著 CD 与 EF 分 别 交 直 
£ 48 于 已,Q, 且 圆 0 的 半径 为 1. 求证 :PC QE + PD ° QF < 2. 
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第 六 章 ” 参量 法 ”三 角 法 


剖析 众多 的 数学 问题 ,尤其 是 综合 性 较 强 的 数学 题 , 常 因 条 件 之 间 的 关联 
比较 隐藏 .松散 而 表现 得 错综复杂 ,这 时 ,我们 如 能 仔细 分 析 比 较 题 设 条 件 之 间 
或 条 件 与 结论 之 间 的 异同 点 ,以 及 潮 存 着 的 数量 关系 或 位 置 关系 上 的 特殊 联 
系 , 抓 住 其 中 的 共性 基 ,将 其 作为 承上启下 ,左右逢源 的 参 (媒介 ) 量 ,围绕 它 来 
展开 变换 , 推 证 和 运算 而 最 后 又 消 去 它 ,这样 常 能 方便 地 认 清 解 题 途径 ,恰当 而 
适时 地 将 各 条 件 纳入 解 题 过 程 , 并 运用 各 有 关 条 件 和 定理 ,性 质 ,灵活 地 获得 所 
需 的 结论 .我 们 把 这 种 引入 量 求解 数学 问题 的 方法 称 之 为 参量 法 . 参量 法 也 是 
一 种 代数 法 . 

求解 平面 几何 问题 的 参量 法 , 常 引入 线段 ,角度 面积、 比值 等 作为 参量 . 特 
别 应 当 注意 到 有 关 角 度 或 引入 角度 参量 后 ,运用 三 角 知 识 ,进行 三 角 运 算 以 及 
送 用 正 嘴 定理 ,余弦 定理 等 来 沟通 几何 与 三 角 的 关系 而 求解 平面 几何 问题 的 方 
法 又 称 之 为 三 角 法 . 


一 .参量 法 


L3ABESE 


线段 是 几何 图 形 的 基本 元 素 之 一 , 它 对 几何 图 形 的 位 置 \ 形 状 、 大 小 等 ,起 
著 十 分 明显 的 作用 .在 解决 几何 问题 时 ,选取 一 条 或 几 条 线段 ,用 一 个 或 几 个 字 
母 表示 它们 ,以 便于 结合 代数 知识 对 线段 进行 必要 的 运算 或 由 线段 表达 式 的 变 
形 来 沟通 已 知 与 可 知 ,未 知 与 需 知 以 及 它们 之 间 的 联系 . 

例 1 EA A ABC 的 底 边 BC = 2, 高 AD = 1, 在 BC 上任 取 一 点 型 ,过 M 
ME MN // AC 交 AB 于 N, 作 MP // 48 交 AC 于 P. 试 求 用 点 在 何 处 时 ,他 MNP 
的 面积 最 大 ? 


分 析 如 图 1.6.1, 由 于 MN 及 MP 分 别 平行 于 C4 及 B4, 所 以 人 NMP = LAER 
点 型 位 置 的 移动 ,MNV 及 MP 的 长 度 同 之 变动 ,因而 Same 也 随 之 变动 ,而 BM 在 BC 上 的 发 
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KRET AMNP 面积 的 大 小 .因此 ,选取 线段 BM 为 参量 ， 4 
解 “BM = x, 由 MN/ AC, 有 y € 
MN: AC=x:2 B c 
由 MP // B4, 有 “ D 
MP: AB = (2-x):2 图 1.6.1 


Tl uN * MP sin NMP 


" Same _ 2 _ MN: MP _ x(2- x) 


Saase T TAB + AC + sinZA BAC 4 
及 Sase = BC AD = 1 
有 Same =-- 才 2+ 二 = 于- D+ t 
所 以 当 x = 工时 ,Sawne 有 极 大 值 士 . 故 当 点 M 位 于 5C 的 中 点 时 ,SAime 最 大 
4 


34. 

例 2 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,4B = AD,CB = CD, 求 证 :(1) 它 内 切 一 个 
R; (2) 当 且 仅 当 48 | BC 时 它 外 接 一 个 圆 ;(3) 如 果 AB L BC, 设 内 切 圆 ,外接 
圆 半 径 分 别 为 r,R, 则 内 切 圆 圆心 与 外 接 圆 图 心 之 间 的 距离 的 平方 为 R + r- 
rv 4AR +r. 

分 析 (1)、(2) 较 易 推 证 .对 于 (3) ,由 题 设 条 件 可 知 两 圆心 在 对 角 线 AC 上 ,而 两 圆心 
间 的 距离 受 顶点 BOR D 位 置 的 影响 .而 求证 结论 为 一 定 信 ,车 尺 是 定 什 , 则 党 AB, BC 的 长 
度 变化 时 ,r 也 随 之 亦 化 ,但 它们 之 问 有 内 在 联系 , 故 应 考虑 选取 线 发 4B 和 BC 作为 参量 . 

证 明 (1) 电 题 中 条 件 ,48 + CD = AD + 8C. 因 此 
四 边 形 ABCD 有 内 切 圆 . 

(2) 由 于 全 48C 2 AADC, AH ZB = 人 5, 所 以 ， i 
HANY ZB = F(E + LD) = 9,9 ZB = 907, 亦 
BD AB | BC 时 ,四 边 形 ABCD 有 外 接 圆 . 

(3) 设 以 N 为 圆心 的 内 切 圆 和 边 AB, BC 分 别 切 于 
ANz. 而 外 接 贺 圆心 对 在 边 4B8, BC 上 的 射影 为 Mi M,. 
注意 N 35 M 都 在 四 边 形 ABCD 的 对 称 轴 4C E. 
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记 48 = x,B = y. AANIN O AABC, E 
x _AB AN s-r 


y BC NN U r 


即 ay = r(x + y) 

XH x + y: = AB? 4 BC = AC = 4R° 

有 (aty) = z) + 2xy +y = 4R? + 2r(x + y) 
解 方程 得 x+y = r+ r 4R 


再 由 NM? = NMa N.M: = (BN, - LAB + (BN, - FBC) = 
2 2 
(r- ay, u-t = Lts y) - r(z + y) +2 = 


R- (r+ AR) +. 22 = R2 + 2 - r / + 4R 
RRENH ERRAR. 
注 :(3) FAROA RAA A RA EE ERRE. 
例 3 已 知 一 边 , 它 所 对 的 角 
及 北角 的 平分 线 , 求 作 三 角形 . 
已 知 : 角 a MARB a, ta. 
求 作 :A4BC, 使 BC = a, 
LA = a, 公 4 的 平分 线 4T = k. 
分 析 设 公 4BC 已 经 作出 , 作 
A ABC RRN, EK AT 交 图 于 PP, 由 
47 平 分 全 BAC, 则 P ABP 的 中 点 . 连 
PB,PC, 则 在 人 APBC 中 ,BC = a, Z PBC = 人 PCB = a, B D $E A PBC 可 以 作出 .着 能 


求 出 线段 PT 的 长 , 则 问题 可 解决 .为 此 ,选取 PT = z 3934.2 PB = PC = l. 
È APBT O APAB, H xila L: (z+ MN 2 ta- Ë = 0,848 


z = | EPa 已- 于 4( 人 到 页 根 》 


根据 上 趟 , 即 可 作出 线段 x. 


作法 (YF À PBC,lË BC = a, Z PBC = ZPCB = La; 
(2) E B JIBE L BP 并 使 BE = + ua EP, 在 EP EUR EF = EB = 
1 


2 


bai 
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(3) 以 了 为 图 心 , PF 为 半径 画 弧 交 BC + T, 

(4) 连接 PT 并 延长 至 4 ,使 TA = ta, i£ AB, AC, D] A ABC 为 所 求 三 角形 ， 

证 了 明 ( 咯 ) 

讨论 ”本 题 有 无 解答 ,取决 于 了 点 是 否 存 在 .车 过 P 作 PD 上 BC 于 也 , 则 
又 取决 于 PT 是 否 大 于 PD. 由 


PD = La . nl = +a r see 全 


有 PF = AJ Š, + ae sec 


2 2 28 tš 
i a * see y + ar tan > 
N tat 2 2 


RRG 必 为 锐角 , 故 当 tan 2 sge 时 ,本 题 有 一 解 (有 可 作 的 了 有 两 个 位 置 ,但 
由 此 作出 的 两 个 三 角形 全 等 ); 当 tan 多 > z, 时 ,本 题 无 解 


有 PF - PD = 


2.BIABEH3 E 
例 4 如 图 1.6.4, 在 四 边 形 ABCD 中 ,和 人 4BD， 


D 
ABCD, A ABC 的 面积 比 是 3 :4 : 1, 点 M.N YFE]ZEAC, N 
CD 上, 且 满 足 AM : AC = CN : CD. B,M, N 三 点 共 A 
线 .求证 : 皮 , 闵 分别 是 4C, CD 的 中 点 . 4 一 一 C 
分 析 ”由 题 设 条 件 ,可 发 现 比例 式 AM: AC = CN: CD. 起 B 
着 关键 作用 EIRE PAR M,N 直接 有 关 , 又 对 应 于 图 中 各 图 1.6.4 


个 三 角形 的 面积 比 ,因此 应 选取 为 参量 ， 


证 明 iB Sac = 1, AM : AC = x(0 < x < 1), 
Sasca = (1 - z)Saamc = 1- x 
X CN: CD = «, 则 Sagcw = z * Sagan = 4x- 由 


Sanov = T MC + CN : sin MCN 
Sanco = TAC - CD + sinZACD 
两 式 相 除 有 Sauen = (1 - x)x* Saan = 6x(1 - x) 


第 六 章 参量 法 ”三 角 法 


平面 儿 休 证 明 方法 全 书 


80 


因为 Sason = Sanm + Samon 
所 以 4x = 1 - z + 6x(1 — z) 
由 此 解 得 x = Tn =- 二 (不合 题 意 ， RE). 

故 知 用 ,NN 分别 是 4C, CD 的 中 点 . 

例 5 如 图 1.6.5, 在 全 4BC 的 48B 边 上 取 点 P( 异 于 K 
A,B), ÆW BC 和 4C 上 分 别 取 点 Q MR, EAE © 
PQCR 是 平行 四 边 形 , 设 线段 AQ 和 PR 相交 于 点 用 ,线段 。 

BR 和 PQ 相交 于 点 入 ,求证 ;Samp + Sase = Saco 
ER RAP : PB = z: y, 据 成 比例 线段 定理 ,有 4 P P 
AR AP xz BQ BP y 图 1.6.5 


RC ` PB ` y'QC ` PA ` x 
AM _ z BN - 1 


MQ ` y'RN ` 
Saame  AP:AM _ AP AM pd 
因此 = N = . = 2 
Sahag AB-AQ 4B AQ (x + y) 
— Same _ YY 
mæ Saar (x+y? 
S S. 
SAAB _ Y Sam _ _% 
注意 到 Saage sty Saane “x+y 
Saa a xy Sanm a? 
于 是 有 Saase — (z + p” Sase = = (x+ y) 
此 Samp + Sampe — 22 y + 22 _ _ sy _ CO, CR _ Sacon 
Sa  (s+y ° (+y) 7 CB CA T Same 
W Saane + Samp = Sacqn- 
3.3JABE9 Ë 
例 6 mB1.6.6,FE, FSIE ABCD 的 边 BC 和 4 了 


CD 上 , 若 公 CEF, 公 4BE, 公 ADF 的 面积 分 别 为 3,4,5. 
R A AEF 的 面积 . F 
解 EACH Saso = z, Sacr = y- 45CD 为 和 一 六 =A 


矩形 ,有 x+4=7y+5, 即 zx = y + 1. 
在 全 48C fll A AEC 中 ,有 R166 
(x +4): x = BC: EC 
# A ACF #ü A ECF 中 ,有 
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y:3= AD : EC 
由 AD = BC, 有 (x+4):x = y:3 
于 是 注意 到 > = y + 1 可 求 得 * = 6,y = 5. 
B Saar = x+ y -3 = 8 为 所 求 . 
注 : 从 求解 过 程 知 , 题 设 改 为 平行 四 边 形 ABCD ,结论 仍 成 立 . 
例 7 如 图 1.6.7, 在 同 五 边 形 4BCDE 中 ,4C,4D 分 4 
IJS BE 交 于 点 S,R;CA, CE 分 别 与 BD XTA T, P; AIN 
CE 5 AD ZFR Q. Ë Sa = Sass = Saor = B < > 


Sany = Sa = LR Ses. XR 
解 ” 设 Snonsr = x. 由 Sapsr = Sasse HSan = AN 
Saar MATI BA // TR. HTVA vy 


Sasm _ TD RD _ Sasp 


Sasr T BT 7 AR ` Sasu 图 1.6.7 
从 而 Sasm = Sashp = (x +1) 
ag Saso = Samo = Ele + D 


由 Saag = Sas 得 BA // PQ ATI BA // CE. 
同 理 , BC / AD, CD // BE, DE // CA, EA / DB. AE // BD 得 
Sasso _ AS ES Sasm 


Sapsr ST SB Sasser 


1 1 
l+5(x+1) (x +1) 
所 以 2 22 
去 (z+ 1) 1 
2 
x+3 x+l 
即 rz+1 ° 2 


HT è = 5,4 x =Y5 为 所 求 .由 AC // DE 有 
Saare = Saso = 5 +1) 


同 理 Sams = Sas = Sace = Sanm = 7 (5 +1) 


可 求 得 Sacoe = + (15 + 743). 

例 8 ”如 图 1.6.8, 设 0 为 全 48C 内 任 一 点 ,直线 40 , BO, CD 分 别 交 对 边 
F A,B,C .求证 ， 
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AO BO CO 
04 + OB + OC’ > 6 
证 明 令 Sagoc = x, Sase = YSaxao9 = zM} 
AO _ z+> BO _ x+z CO _ y+ x 


OFT x 'OB y OCT z 
所 以 40 BO CO | x(y+z)+ (z +a) + alet y) _ 


04 t OB t DC 7 ayz 
y? + 2 +x ar 6 
z ` m toy P” 


其 中 等 号 当 且 仅 当 x = y = z 时 成 立 , 妈 0 29 2 ABC 
的 重心 时 等 号 成 立 . 

由 上 例 可 以 看 到 :对 于 图 1.6.8 中 的 有 关 三 角形 
引信 面积 参量 ,可 以 表示 有 关 的 线段 比 . 其实, 我们 还 
可 以 引入 一 系列 面积 参量 ,经 探讨 , 这些 参量 之 间 还 
有 很 多 美妙 的 关系 ,运用 这 些 关系 可 以 帮助 我 们 简单 图 1.68 
求解 一 系列 有 关 衬 角形 的 几何 问题 . 


@ Saa = 10,SAkBe = Mo, Sao = Àu Same = Àz, San = Às, 


Saogc = mu Saone = Ka Sawe = pas Sawo = U Sagre = tz, Sawe = 


v. WA 


hy sn _ u. 
结论 1 N M 

N 2, 2 2, 2A1222. 
结论 2 Ë. 2 3 124242 


Mt A3 tA ` A+A (Aza Aa) Aa + AQ + TD 
Ain _ han _ Mv 
21 = #2 = B3 ; 
N 2419 2àzv 23 

结论 4 pit ga + uy = pe = = = 

证 明 提示 :对 于 结论 1, 在 公 CB'B8( 对 直线 40), 公 BCC'{ 对 直线 40) 中 分 
别 用 梅 氏 定理 ,再 注意 到 共 角 三 角形 面积 的 比 即 证 .对 于 结论 2,3,4 注意 到 共 
角 三 角形 面积 的 比 即 证 . 

例 9 在 人 4BC 中 ,0 为 44' 与 BB' 的 交点 ,4' 在 BC 上 ,B' 在 4C 上 , 且 
Saiog = 3, Sa0 = 2,Saorp = LR Sawer. 

解 ”注意 到 上 述 结论 2,3, 且 符号 意义 同上 ,有 

À = 2 


结论 3 241+42+43=h0= 
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AB' 4 
Saa = AC Seoic = 7 PEY "A2=3 


A'B à 
Saorg = pe ` Sac = gya i =1 


由 上 解 得 Ai = Sapos = 10,A2 = Sao = 18 
am m = Traa rap = È 
v3 = (h + Aa + 23) -5 
W Saree = s, 
LAHSA 


例 10 如 图 1.6.9, 设 41,4; 是 公 4BC 的 BC 边 上 的 两 


点 ,车 BAA, = Z CAA, M] 
AB? BA BA: 


AČ 7 AC AC 

证 明 $ Z BAA, = Z CAA, = a, ZAAA3 = 有 , 则 
Sam, 48 + AA, ° sin a BA, 
Suc 7 lac wa 
BJ AB:sina _ BAL 
AC > sin(a + 8) ` AC 
| AB » sin(a + 8) _ BA 
gi AC- sina = MC 

上 述 两 式 根 乘 即 证 得 结论 成 立 ， 


注 :1) 此 命题 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 ,运用 
同一 法 ,在 BC ERA 使 和 B441 = < CAA ,证 
明 4' 与 4, 重合 即 可 . 

2) 当 机 与 刀 重 会 即 为 三 角形 内 角 平 分 线 
性 质 ,因此 该 命题 可 看 做 三 角形 内 角 平 分 线性 
质 的 推广 . 

倒 11 如 图 1.6.10, 在 公 4BC 的 边 4B， 
AC, BC 上 依次 取 点 C, B'A ,使 得 线段 M, 


Cr 


„L 
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BB', CC 相交 于 一 点 0. 点 如 ,PP ,0 依次 是 4,8,C 关 于 各，B',C' 的 对 称 点 . 
RIE: Sarre = 3Sanc + 4Sawgc， 
证 明 H ZA0B = p, 
23Sa408 = AO * BO > sin p,2San0m = AO > B'O > sing 
2Sapor = BO: A'O - sin p,2Sayop = A'O + BO. sin @ 
因此 
Sakor = FAO B'O ` sin g = FAO + 24'0)(B0 + 2B'O)sin g = 


Sagan + 2SA40F + 2SABok + 4Sa2'0F 

同 理 Saroe = Saroe + 2Saaoc + 2SAco + 4Sa roc 

Sagor = Sagoc + 2Sapoc + 2Sacog + 4SAamoc 

FE Sawge = Sapoe + Sacoe + Sapo = 3Sanpc + 4ang 

上 述 两 例 ,我 们 绰 人 了 角 参 量 , 虽 没有 用 到 多 少 三 角 知 识 和 三 角 运 算 , 也 顺 
利 地 完成 了 从 条 件 向 结论 的 过 湾 , 从 这 点 上 说 ,这 种 参量 法 还 不 是 典型 的 三 角 
84 法 ， 


二 、 三 角 法 


三 角 法 解 题 包括 解 含 三 角 式 各 不 含 三 角 式 的 平面 几何 问题 ,这 丙种 问题 可 
称 之 为 显 式 问题 和 隐 式 问题 . 


1 BREE 
例 12 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,用 A,B,C,D 表示 其 内 角 , 求 证 ， 


sin 4 sin C sin B sin D 
BC ` CD * DA - AB 7 GD > DA AB + BG 
证 明 HF ABCD 结论 显然 成 立 . 对 于 非 
平行 四 边 形 ABCD, 0E 1.6. 1 不 妨 设 4D 不 平行 
于 BC. 延 长 AD, BCE. SAB = c,BC = b, 
CD = c,DA = d,CE = x,DE = y. 
在 全 4BE 中 ,由 正弦 定理 ,有 


4 
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a + sin À a ` sin B 
可 得 x= Gg -b= G E -4 
E & CDE 中 ,由 正弦 定理 ,有 
# _ y _ _ ce*smn D __ e ° sin Ç 
sin D © sin C “asin Ë *™ sin Y sng 
` assinA ， e° sin D 
所 以 sinE — sinE 
arsinB _ € ' sin C 
sinE “|T sing 
N sin E sin4 sinD sinB sinC 
所 以 a © b ob 7 ed ` ad 
亦 即 sin A sin C sin B sin D 


BC + CD * DA - AB © CD DA * AB - BC 
注 :对 于 四 四 边 形 4BCD ,结论 也 成 立 .这 个 结论 也 可 看 做 四 边 形 中 的 一 种 
正弦 定理 形式 ， 


例 13 设 4D,8B,CF 分 别 是 AhBC 的 三 条 高 A(H) 
R, D,E, F 分 别 为 垂 足 ,如 图 1.6.12. 求 证 ; 
SADE =- 21oo A cos B + cos C | k 
证 明 £ AABC 为 直角 三 角形 ,结论 显然 成 立 ，# D a 
# 2 ABC 为 锐角 三 角形 ,容易 求 出 A DEF 的 三 内 角 1.6.12 85 
分 别 为 


Z DEF = 180 - 2B, EDF = 180 -24, ZDFE = 180 -2C 
PE A ABC 5 A DEF 的 外 接 贺 半径 分 别 为 R 和 Ri, 则 由 三 角形 面积 公式 , 知 
Saase = 2R » sin A + sin B + sin C 
Saner = 2RI + sin(180 ~ 2A) * sin(180 - 2B) ° sin(180° - 2C) = 
2RÌ + sin2A + sin2B > sin2 C 
下 证 RR = 2R,. 
h SAEF o 人 4BC, 有 


BC - AE 
EF = BC © 
# RAABE 中 cosA = 4 四 
所 以 2R EF EF EF 


t = sinZ EDF ™ sin(180 ~ 24) = 2sin A + cos A 
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将 加,@ 代 人 上 式 , 即 得 2R =R 


BC 
 2sin A 
a San _ 2RI-: sin2ÀA .sin2B -sin2C . . 
所 以 Same = IRE. sin A. sin B - sin C 7 2698 À + cos B > eos C 
车 A ABC 为 钝 角 三 角形 ,不 妨 设 ZA 为 钝 角 . 此 时 ,可 求 出 全 DEF 的 三 个 
内 角 分 别 为 DFE = 2G,ZDEF = 2B,ZEDF = 24 -180, 并 月 仿 上 亦 证 得 


R = 2R1, 从 而 有 


San L 200s À - sin B + cos C 
SAABC 
综 上 ,对 任意 三 角形 ABC 均 有 .上述 结论 . 


2 BAHE 


运用 三 角 法 求解 隐 式 问题 , 常 有 如 下 几 种 思路 ， 
(1) 引入 角 参 量 后 ,根据 题 设 借助 于 三 角 知 识 将 有 关 关 系 转 化 为 三 角 式 ， 
再 运用 三 角 公式 及 运算 进行 求解 ， 
例 14 如 图 1.6.13, 在 锐角 公 4BC 中 , AD, BE , CF 4 
分 别 为 三 边 8C,4C,48 上 的 高 , 设 A ABC 的 内 切 欧 、 外 
BAFIA r, R, A EDF 5 AABE 的 周 长 分 别 为 p， 


卫 
PRES = E N 
证 明 ”由 题 设 知 DC = AC > cos C, EC = BC `: cos” D 
C, AT ADEC o AABC, FE DE = AB + cos C. B 1.6.13 


同 理 , EF = BC > cos A, DF = AC > cos B 8k 
p = DE + EF + FD = AB + cos C + BC + cos À + AC > cos B 
设 0 为 人 4BC 的 外 心 , 则 


Saos = ie * sin24 = Jr + BC > cos À 


同 理 Saso = FR- AC -eos B, Sason = R + AB + eos C 
故 TPr= Sase = RCBC > cos A + AC + cos B + AB + cos C) = + fp 
由 此 即 证 . 

例 15 求 一 个 直角 三 角形 , 它 的 边 都 是 整数 ,并 且 它 的 每 个 角 都 可 以 用 图 
规 和 直 尺 将 它 三 等 分 . 
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解 ” 取 角 a, 使 得 6x < 90, E tan a € QC 有理 数 集 )( 适 合 tan a = 二 的 
a 即 是 一 例 ). 则 


tan2a = 2a an3a -Hna +tana oppg = Í = tan'a 
 1- taña? ~ 1 — tan 2a + tan a” = 1 + tama 
sin 2a = -AA ,oon 6a = 1 = tan a, oin Ga = —2mn 3a 
1+tana” 1+tan3e” 1 + ta 3a 


都 是 有 理 数 .因此 , 当 直 角 AAB C 适合 ZC, = 9%P,ZAÁ = 6a,AB = 1, 
AlC1 = eos 6a, BiG; = sin 6a 时 各 边 长 都 是 有 理 数 . 于 是 它 相似 于 一 个 边 长 为 


整数 的 全 4BC( 例 如 当 tan a = + BF, A ABC 的 边 长 为 4B = 4913,4C = 495, 
BC =4888). 另 一 方面 ,适合 人 C: =W, ZA = 22 ,A>B, = 1, A303 = cos 2a, 
BC, = sin 2a 的 三 角形 的 各 边 长 也 都 是 有 理 数 . 因此 可 以 借助 圆规 和 直 尺 作 


出 角 2a = 于 一 Ai 即将 全 4BC 中 的 ZA 三 等 分 ,因为 等 于 30" 的 角 同 样 也 能 作 


出 ,而 本人 B = L(ZC- ZA) = 3 - 2a, 所 以 Ah4BC 的 每 一 个 角 都 可 以 用 加 
规 和 直 尺 三 等 分 ,从 而 OABC 满足 题 设 的 条 件 ， 
注 :这 里 的 直 尺 是 无 刻度 的 ,这 里 的 尺 规 作 图 是 指 能 用 有 理 数 表示 表达 式 
的 作 图 . 87 
(2) 根据 题 设 ,借助 于 正弦 定理 余弦 定理 将 有 关 关系 转化 为 三 角 式 , 再 运 
用 三 角 公 式 及 运算 进行 求解 . 
例 16 已 知 o,5,e 是 人 4BC 的 三 边 边 长 ,$ 是 该 三 角形 的 面积 .求证 : 
a? + b? e? > 4⁄3S. 
证 法 1 Har bi 2 = a+ + a, b? 2ab + eos Ç = 
2(a? + b? — ab + cos C) > 
2(2ab - ab + cos C) = 


2ab(2 - cos C) = 48 ,2 一 cos C 


sia C 
但 由 eos (É - C) = Feos C + Cs! 
P 2 — cos C 
得 sin C > 
所 以 a + ETETEN 


证 法 2 a4 b2 + 22 = 2ab + cos A + 2ace cos B + 2ab + cos C 
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有 a? + b? + c? = 4S(cot A + cot B + cot C) 
因为 a tb + e > 0,48 > 0 
则 cot À + cot B + cot C > O 


利用 恒等式 cot À ` cot B + cot B + cot C + çot C ' cot À = 1 
及 不 等 式 


(cot A + cot B + cot C)? > 3(cot A > cot B + cot B < cot C + cot C ° cot A) 


可 得 cot À + cot B + cot C > 3 
故 a t bl, 2 435 A 
例 17 设 点 必 在 给 定 的 等 边 人 4BC 的 外 接 贺 局 上 . \> 
求证 : M44 + MB4 + MCSA M 的 选择 无 关 . 
证 明 ”不 妨 设 点 MERO 为 圆心 且 半 径 为 R 的 外 
接 辆 中 的 弧 久 上 ,如 图 1.6.14. 设 ZAM = a, 则 — 
MA = 2R- sin > 国 1.6.14 
88 MB = 2R - sin? (ZA0B - ZA0M) = 2R « sn (6 - 


Q 
2) 
MC = 2R ` sn 二 (C40C + LAOM) = 2R > sin(6P + +) 


因此 
MA* + MB! + MCŠ 
R 


= 16[sm + + sin (60 ~ +) + sint(60 + 2)] = 
4|(1 = cos a)? + [1 — cos(120 — a)]2 + 
[1 ~ cos(120° + a) 了 ?| = 
12 ~ 8[cos e + cos(120° - a) + cos(120P + a)] + 
Alcosa + co22(120° - a) + cos:(120 + a)] = 
12 — 8cos a + 8cos a + 6 — 2cos2a — 
2 + 2cos240 + cos 2a = 
18 - 2cos 2a + 2cos 2a = 18 
它 与 点 M 的 选取 无 关 . 
注 :在 运用 正弦 定理 ,余弦 定理 时 ,要 善于 运用 其 变形 式 及 其 推论 ,例如 , 正 


SORDO EJES a:b = sin A :sin B,a s B Sin a = 2R- sin A,sin A = 


sinB 17 
我 等 ,其 推 沦 有 
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1) RFRA R 的 圆 内 接 凸 多 边 形 的 边 长 分 别 为 a1 ,a;,…, a,, 其 所 对 的 
周 外 分 别 为 Orb OM ag = qn 8, = = mT 

2)a, B, Yan B yi 艾 为 正 角 , 且 a + B + Y = a+ Ë + Y: = 1809, 若 
sin a : sin £ : sin Y = sin a) : sin £i ¢ sin Y’ Ale = a1,8 = py = 71. 

福 :运用 此 结论 可 直接 证 明 本 篇 第 四 章 中 例 1. 

3) 设 D HAE AARC 的 底 边 8C 上 任 一 点 ,人 BAD = a,ZDAC = 8, 则 
Bp _ DC 


singe 7 sin f’ 
例 18 如 图 1.6.15, 设 圆 0 E: A ABC 的 BC 边 外 的 旁 
切 图 ,DP,E,F 分 别 是 图 0 与 8C, C4 和 4B 的 切 点 , 若 OD 与 
EF 交 于 天 ,求证 :4K 平分 BC. 
证 明 设 4K 与 BC 交 于 点 M, 连 OE, OF .因为 
ABC = LDOF = ZXB,ZACB = LDOE = Z C 
所 以 A EOF 中 ,运用 上 述 推论 3) 有 


FK _ KE 图 1.6.15 
sim B sinC 
又 在 A AEF 中 用 此 推论 
FE AAF __AE KE 
sin FAK ~ sinl AKF ` sin/ AKE ` sinZ KAE 
有 sinB smeC 
sinZ FAK sin KAE 


A BM 


由 此 即 证 得 结论 ， 

(3) 根据 题 设 ,借助 于 含有 三 角 式 的 重要 
再 运用 三 角 公式 及 运算 进行 求解 . 

这 些 常用 的 重要 结论 ,有 

结论 1 ( 张 角 公式 ) 如 图 1.6.15,D 7 A ABC 的 BC 边 上 一 点 ,BMD = 
a, ZDAC = B,WI 


p 


论 将 有 关 关 系 转化 为 三 角 式 ， 


BD AB. sinag 


DC 7 ÀC -sin 8 D 
sin(a + 8) ` sing sin e © 
AD 5 AB t AC 
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1 
> 4B : AD +: sin a ; 

> BD _ Saam _ 2 _ AB. sin e m 
证 明 由 pe = Saco = TH AC sin 8 E O. 
HFAB -AD > sin a + FAD + AC + sin 8 = 

$ > AB -AC + sin(a + 有 ,两 边 周 除 以 AB + AD + AC 

即 证 得 @. 
结论 2 (ERAR) 如 图 1.6.16, 48B,4D,4C 为 

El 0 中 三 弦 , 人 BAD = a, ZDAC = 8B, 则 图 1.6.56 


AD - sin(a + 8) = AC : sin a + AB : sin B 
证 明 Æ pD,DC,fE Z CDQ = BDA,DQ 与 4C 的 延长 线 于 0, 则 易 知 
人 DCO ° A DBA, Af Z DQC = a, DỌ : AD = CQ : AB. 
E AADO HE HIEs22EZI HERE 
sin ADQ = sin(a + 8) 


90 有 (AC + CQ) : sin(a + £) = AD : sin a = DQ : sin A 
所 以 AD + sin(a + B) = (AC + CQ)sin a, DQ : AD = sin £ : sin a 
所 以 CQ : AB = sing: sin a 
从 而 CO.sina = AB. sin Ü 
故 AD +: sin(a + B) = AC : sin a + AB > sin 8 


注 :可 用 间 一 法 证 得 其 逆 命 题 亦 成 立 ( 即 证 得 4,8,D,C 共 圆 ). 
结论 3 设 4,8,C 为 人 4BC 的 内 角 , BC 边 上 的 高 为 4D, 则 


BE = et B + oot C 


证 明 ”由 如 = co B,ËS - cot C HHE. 


"AD 
结论 4 设 刀 为 Rt 和 48C 的 斜 边 4B 所 在 直线 上 一 点 , 则 
BD _ tan Z BCD 
AD © tan 


BC > CD sinZ BCD 
TAC. cD. sinZACD 
BC siZBCD _ 1 .sin BCD 
AC ` sinZ ACD = AG ` cos 2 BCD 
BC 


、 BD _ Sascp 
证 明 由 DA= Sac = 
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AC 
及 BC = tan B 
BD _ tan CBCD 
即 有 DA taaB 


例 19 如 图 1.6.17, 若 全 4BC 各 角 顶 点 与 对 边 mn 等 1 
分 点 的 连 线 中 , 相 邻 两 条 连 线 分 别 交 于 P,Q, R. 则 B 
APOR V AABC, HARMER a - 2) : (2n - 1). 

证 明 在 4B41 中 与 人 4BC 中 运用 上 述 结论 他 ， ANNY 


得 B £ À e 
因为 AB = BC, 所 以 
AR _ AB sin/ ABR D 


AIR 7 "BC + sinZ A BR 
因为 AB, = 44C = tam + BC) 


AB sin ABR _ AB, 
BC ° sin A:BR ` B,C 


所 以 AB- snZABR _ AB 1 
BC - sinl ABR ` B,C 7 n- 1 
4 AR a 
将 其 代入 ORE | 
` AR n 
BID 44 = Zn 1 
同 AQ n 
同 理 44 7 2n -1 
所 以 RO / BCE RO: A,A = n: (2n - 1) 
所 以 器 = ATAS Arda = (1 -2)B6) 
同 理 QR n-2 PR _ n-2 


AB °“ 2n - VAC ` 2n - 1 
Wk A. PQR o A ABC 且 相似 比 为 (na = 2) : (2n - 1). 

例 20 在 等 形 4BCD 中 ,48 = AD,BC = CD, 经 AC 与 BD 的 交点 0 任 作 
两 条 两 直线 分 别 交 AD T E, BC + F 3 4B 于 6, 交 CD + H. CF, EH gl 
交 BD 于 1,J, 如 图 1.6,18. 求 证 :10 = OJ. 

证 明 令 人 LDOE = a,ZD0H = 8B,04 = a,B0 = OD = 8,0C =c, 则 
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在 入 COF 中 用 上 述 结论 1@@, 得 
sin ae (B. sinfe + 8) 
0G 10 


a OF : OG > sin(a + 8) 
整理 得 10 = OF sin a Y 0G + sin Ë 


又 在 全 408 和 ABOC 中 应 用 上 述 结论 1 四 ,有 


ab be 
OG = 7 opB+b. mpl = F: sina + c° còs a 


abe * sin(a 
从 而 10 = PEDE te 图 1.6.18 

注意 到 上 式 关于 a ,6 是 对 称 的 ,由 对 顶 角 的 关系 ,在 
计算 oJ 时 ,只 需 把 a,8 的 位 置 变换 一 下 ,其 结果 仍 和 上 式 中 得 到 的 一 样 , 故 
I0 = 0J. 

例 21 ”如 图 1.6.19, 已 知人 4BC 中 ,4B > AC, ZA 
的 一 个 外 角 平 分 线 交 外 接 贺 于 EE, 过 E 作 EF | AB TF. 
求证 :24F = AB - AC. 

证 明 设 和 DAE = ZEAF = a, 则 人 BAC = 
180P -2 ,对 三 弦 AE,48,4C 用 三 弦 公 式 ( 即 结论 2) ,得 
AE - sin(180° — 2a) + AC * sin a = AB + sin(180 — a) 
El AE sin2a + AC ° sina = AB': sin a 
则 2AE - cosa = AB - AC 图 1.6.19 
XE RAAEF 中 ,AE ,cosa = AF,ÉK 2AF = AB - AC. 

例 22 已 知 4D 是 锐角 和 全 4BC 的 高 ,0 是 4D 上 任意 一 点 , 连 BO , C0 ,并 分 
IEK AC, AB FF, E, Ë DE, DF. RE: ZEDO = Z FD0. (参见 本 篇 第 三 
章 中 例 13) 


证 明 ”如 图 1.6.20, 设 人 人 FDO = a, LEDO = A 
8. 在 Rt 人 ADC 和 RtA4DB 中 ,由 上 述 结 和 4 有 
tan EA tma 


—ang _ E 4 
tan ZDAC EC 'tan Z DAB = m N 2 
两 式 相 除 ,有 Xi 
tang _ EA, FB tn ZDAC J/N [N 

tana ™ EC ` FA ` tan Z DAB B D C 


H 1.6.20 
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而 tan ZDAC _ AD _ DC 


tan Z DAB ` BD ` DB 
AD 


` ta EA FB DÇ 
所 以 mna AEE, DE (FERM 
所 以 tan 8 = tan a. 由 于 a,8 为 锐角 , 故 a = B. 
例 23 在 人 4BC 中 , 角 C 为 钝 角 ,48 边 上 的 高 为 ,求证 :4B > 2h. 


证 明 ”由 上 述 结论 3, 有 


AB L eot A + cot B = 


cos A > sin B + cos B + sin A_ 
sin Á + sin B 


2sin C 2sin C 2tan c 
a B) + cos C > 1 + cos Ç 7 2 


为 9p < C < 1l8p，, 所 以 4 < S E < 9 所 以 am 过 >L 于 是 全 > 2. 即 
AB > 2h. 


练习 题 1.6 


1. 用 参 景 法 ( 引 人 角 参量 或 面积 参量 ) 证 本 篇 第 一 章 中 例 6. 

2. 设 等 腰 梯 形 的 最 大 边 长 为 13, 周 长 为 28.(1) 设 梯形 的 面积 为 27, 求 它 的 
边 长 ;(2) 这 种 梯形 的 面积 能 省 等 于 27.001? 

3. 在 凸 四 边 形 ABCD 的 边 48 及 BC 上 分 别 取 EE 及 点 ,使 线段 DE 及 DF = 


等 分 对 角 线 4C. 已 知人 4DE 及 和 CDP 的 面积 才 等 于 四 边 形 48CD RE R 
证 : ABCD 为 平行 四 边 形 . 

4. 在 公 4BC 中 ,E 是 BC 的 中 点 ,DP 在 4C 上 , 且 24D = DC,AE 5 BD XT 
FER Saper W Shar- 

5. 在 A AAA P, Bz, Bs 分别 在 A143, A143 上 ,42Bs 交 43B3 F P, B 
AiB; = Byhs, AB; : Bahsy = 2:3, Sanaa, = 40.3R Sh a ro, 

6. 在 全 414243 R, Bz 在 4143 $, By 在 AAA E, AB, 与 A3 B 交 于 P, E 
Saana, = 5, SApiB = 3.3R Sas aa 


7. 用 三 角 法 证 练习 题 1.4 中 第 6 Bi. 

8. 在 等 腰 三 角形 ABC 中 , 顶 角 B = 20p ,在 边 BC, AB 上 分 别 取 点 万 ,已 ,有 
LDAC = 62, Z ACE = 5 šK ZADE. 

9. 用 正弦 定理 或 其 推论 证 本 章 例 19. 


T 
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10. A ABC 的 Z A 的 平分 线 与 A ABC 的 外 接 圆 相交 于 DD,T 是 全 4BC 的 内 
Ù, M EA BC 的 中 点 , 忆 是 了 关于 于 的 对 称 点 ( 设 点 P ERA). 延长 DP 与 外 
接 圆 相交 于 点 N. WEE AN, BN, CN 三 条 线段 中 , 必 有 一 条 线 跨 是 另 两 条 线 
段 之 和 ， 

11. 在 平行 四 边 形 ABCD 的 每 边 上 依次 到 点 天 , 工 , M, N, AIAI KLMN 的 
面积 等 于 平行 四 边 形 ABCD 的 面积 的 一 半 , 则 四 边 形 KMN EDAR R 
平行 于 平行 四 边 形 的 边 , 试 证 明之 . 

12. 已 知 D, E, F AE OABC 的 三 边 BC, C4,4B 上 ,D' 与 DD 关于 BC 的 
中 点 对 称 ,EF' 与 关于 4C 的 中 点 对 称 , 产 与 F 关于 AB 的 中 点 对 称 ,求证 : 


Saper = Saper. 


13. 设 已 是 正 五 边 形 ABCDE 的 外 接 国 的 人 B 上 任 一 点 ,求证 :PC + PE = 
PA +PB + PD. 

14. AC 是 ABCD 较 长 的 对 角 线 , 过 已 作 CPF 上 AF,CE | AE.3RIE:AB - 
AE + AD : AF = AC’. 

15. 用 参量 法 证 明 本 篇 第 二 章 中 例 14. (斯 坦 纳 定理 ) 

16.2 M 是 圆 避 的 弦 48 的 中 点 ,过 下 ER O 的 任 两 条 纺 CD, EF. 连 CF, 
DE 分 别 交 48 于 G, H. 3RAE: MG = MBE,( 蝴 蝶 定 理 ,参见 本 章 中 例 17) 

17. 已 知 锐角 2 ABC 的 人 4 的 平分 线 交 BC FL RIEF 入 ,过 工分 别 
fE LK | AB FK,IM | AC FMRE: Susu = Same- 

18. B4 C, D 是 以 4B 为 直径 的 半圆 上 两 定点 ,5 为 4B 任 一 点 ,求证 ， 
tan Z ACE ‘tan LBDE = tan ZX BAC > tan Z DBA. 


19. 已 知 A4BC 中 ,a = 10,c - b = 8.3RIE:tan 2 ° cot $ =+. 
20. 已 知 RtA4BC 的 斜 边 BC 被 等 分 ,其 中 是 奇数 ,从 4 看 包含 BC 中 点 
的 那 一 份 的 视角 为 <, 设 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 为 上, 斜 边 为 4. 求证 :tan a = 
Anh. 
(n? -1)e' 
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数学 的 生命 在 于 不 断 变 换 , 凭 借 变换 能 充分 发 气 数 学 各 部 分 的 内 在 联系 并 


获得 应 用 实效 .变换 不 但 


挥 着 巨大 的 作用 ， 
某 些 平面 几何 问题 ， 


是 解答 难题 的 锐利 武器 ,而且 在 现代 数学 理论 中 也 发 


由 于 图 形 中 的 几何 性 质 比 较 隐 星 ,条 件 分 散 , 题 设 与 结 


论 癌 的 某 些 元 素 的 相互 关系 在 所 给 的 图 形 中 不 易 发 现 ,使 之 难以 思考 而 感到 束 


手 无 策 .如 果 我 们 能 对 图 


形 必 各 种 恰当 的 变换 ,把 原 图 形 或 康 图 形 中 的 一 部 分 


从 原来 的 位 置 变换 到 另 一 个 位 置 , 或 作 某 种 变化 ,往往 能 使 图 形 的 几何 性 质 明 


白 显现 ,分 散 的 条 件 得 到 


汇聚 ,就 能 使 题 设 和 结论 中 的 元 素 由 分 散 变 为 集中 , 相 


互 间 的 关系 变 得 清楚 明了 ,从 而 能 将 求解 问题 灵活 转化 , 变 难为 易 ,我 们 把 这 种 
恰当 地 进行 图 形变 换 来 求解 平面 几何 问题 的 方法 称 为 几何 变换 法 、 
将 几何 图 形 按照 基 种 法 则 或 规则 变换 成 另 一 种 几何 图 形 的 过 程 叫做 几何 


变换 .平面 几何 中 的 元 何 
换 


一 .合同 变换 法 


在 一 个 几何 变换 (以 下 简称 变换 )/ 下 ,如 果 任 意 两 点 之 间 的 距离 等 于 变化 
后 的 两 点 之 间 的 距离 , 则 称 /是 一 个 合同 变换 . 

合同 变换 只 改变 图 形 的 相对 位 置 ,不 改变 其 形状 和 大 小 . 合 局 变换 有 三 种 
基本 类 型 :平移 变换 , 轴 反 射 变 换 , 旋 转变 的 . 


1 FEER 


将 平面 图 形 上 的 每 一 个 点 都 按 一 个 定 方向 移动 定 距离 的 变换 叫做 平移 变 


换 . 记 为 7 了 (4), 定 方向 a 称 为 平移 方向 , 定 卫 离 称 为 平移 下 高. 
显然 ,在 平移 变换 下 ,两 对 应 线段 平行 (或 共 线 ) HHS. 因此 , 凡 已 知 条 件 


下 曾 , 我 们 通过 一 些 例题 说 明 如 何 利用 这 些 变换 来 解 题 . 


变换 主要 有 合同 变换 ,相似 变换 ,等 积 变换 以 及 反 演变 95 
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中 含有 平行 线段 ,特别 是 含有 相等 线段 的 平面 几何 问题 ,往往 可 用 平移 变换 简 
单 处 理 .平移 时 可 移 线 段 ,也 可 移 角 或 整个 图 形 ， 

例 1 如 图 1.7.1, 在 人 48C 中 ,在 48,4C 上 分 别 取 
BE,CD, 使 BE = CD, 连 BD,CE. $} BD, CE WHAM, 
N ERX AB 于 P, 交 4C 于 0. 求 证 :4P = AQ. 

分 析 ”要 证 有 公共 端点 的 两 线段 相 等 ,常常 是 证 它们 是 等 


厅 三 角形 的 两 巍 , 即 证 两 底 角 相 等 .但 已 知 条 件 太 分 散 ,无 法 直接 下 
证 明 , 必 集中 ,采用 平移 变换 有 如 下 证 法 ， 


图 1.7.1 
证 明 ”连接 ED, 并 取 其 中 点 G, £ MG,NG, W| ZAPO IZ Z CMN, 


ZAGP Ë Zew. BER, M.N ZYBJE BD, CE 的 中 点 , 且 BE = CD ,显然 有 
ZMN = 人 CNM, 即 人 APQO = ZAQP ,Ëk AP = AQ. 

例 2 如 图 1.7.2,4',B',C' AE AABC 的 边 4 
BC,CA,AB BJ P SiOn 00ih 分 别 是 
AAB'C,ACA'B, ABCA 的 外 心 和 内 心 ， 求 证: 
人 A010,0; 2 Ahhh. 


分 析 ”运用 三 角形 全 等 的 判定 定理 ,不易 入 手 ,运用 平移 有 
如 下 证 法 . 3 


证 明 ”由 三 角形 中 位 线性 质 知 ,线段 CB, BA, 图 1.7.2 
AC 不 仅 相等 且 方向 一 致 . 故 有 平移 变换 7: 使 A48'C' 一 > 人 C4'B, 于 是 01 
— 0,1 >h AÑ 0.0, £ hh Z AC. 

同 理 , 0103 Z hh, 02:0, Z L. &.0,0,0, 2 Ahhh. 

例 3 ”如 图 1.7.3, 已 知 平面 上 三 个 半径 相等 的 圆 圆 01, 圆 O,, Bl 0, 两 两 
相交 于 A,B,C, D,E, F. RE:IAB, CD, EF 的 和 等 于 180. 

证 明 ” 设 这 三 个 圆心 与 交点 的 连 线 如 图 所 示 , 易 知 A0,.D0, 为 平行 四 边 
形 , 即 02D 4401, 同 理 OE ZBO, OF £ CO, 

于 是 ,分 别 将 回 o, M 0 平移 使 之 与 加 01 重合 , 设 cp en F FEE 
E'F', 则 4,01,D' 共 线 ,8,0,, E' RR, C, 0, F 共 线 .由 此 即 知 

AOIB + Z C0,D + LEO,F = LAOIB + ZC'0,D' + LE'OF = 180 
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图 1.7,3 
2.#R NFA 


如 果 直 线 了 垂直 平分 连接 两 点 4,4' 的 线段 44' , 则 称 两 点 4 A 关于 直线 1 
对 称 .其 中 ACA) 叫做 点 4(4') 关于 直线 1 的 对 称 点 . 

把 平面 上 图 形 中 任 一 点 都 变 到 它 关于 定 直 线 1 的 对 称 点 的 变换 ,叫做 关于 
直线 1 的 轴 反 射 变换 , 记 为 SO) AR 叫做 反射 轴 ， 

显然 ,在 轴 反 射 变换 下 ,对 应 线段 相等 ,两 对 应 直线 或 者 相交 于 反射 轴 上 ， 
或 者 与 反射 轴 平 行 .通过 轴 反 射 变换 构成 (或 部 分 构成 ) 轴 对 称 图 形 是 处 理 平 
面 几何 问题 的 重要 思想 方法 ， 

例 4 如 图 1.7.4, 过 等 厦 A4BC(4B = p 
BC) 的 顶点 BEER! /4C, 在 1 上 取 一 点 0， 人 | 
以 0 ARGEN, IJ 4C 于 了 ,分 别 交 AB, BC + 
E, FREMMEDE 之 长 与 圆心 0 无 关 . 

证 明 ”因为 任意 符合 条 件 的 圆 , 其 半径 总 
等 于 以 B 为 顶点 的 等 腰 A ABC 的 高 .把 5,D， 
了 以 直线 ? ASHKARA, D, P , 则 有 图 1.7.4 

ED? = EDP, ZEB0 = ZOBE 

又 因为 1N 4C, 有 一 0M = LB4C, 而 人 LBAC = LA4CB, 则 FBO = 
LACR, B] F,B,E' ZARER. 

AH, E,B, F 三 点 也 共 线 ， 

+, EBF 可 以 由 ED SED 友和 的 一 半 来 度量 , 即 贝多 六 来 度量 ,而 
< EBF 的 大 小 与 圆心 0 是 无 关 的 , 故 EDF 之 长 也 圆心 0 AR. 

例 5 如 图 1.7.5, 设 45CD 是 一 块 正方 形 纸板 ,用 平行 于 BC 的 直线 PO 和 
RS 将 之 等 分 为 三 个 矩形 , 折 状 纸板 ,使 点 C 落 到 4B8 上 的 C 点 处 ,S 点 落 在 PQ 
上 的 3 点 处 , 且 BC = 1, 试 求 AC 的 长 . 
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解 HATA, CD 与 CD,C7 与 C7 关 于 直线 7TM 对 ， R'a 
称 ,由 线 对 称 性 质 知 C'T = CT, C'S = CS. 5 
AC = x,BT = y, E RA BCT th P e 
Pil= (z +1- y) G s 
即 y = 25 D ——— 
or ,PC _ CS .7. 
Xh APCS mm ABTC 有 BF = er 图 .7.5 
x -村 (+ _ 到 (se + 
了 -了 
亦 即 2z? + x - 32y = 1 @ 
H O,@ 8 = = 2, 即 4C 的 长 为 2. 
例 5 如 图 1.7.6,P 为 全 4BC 内 一 点 ,点 P 关 于 边 
AB, BC, CA 的 对 称 点 分 别 为 P, P>, Ps, M| 


(1)P,P; = PB /2(1 - cos 2B) , P,P, = 
PCV HI eos 2C) , PaP, = PAV 2(1 — cos 24). 
(2)ZP,P,P, = ZBPC - ZA,ZPPsP, = 
Z CPA - Z B,ZPsPiP; = LAPB - Z C. 
证 明 MKH AP, BP CPA. 
(1) 由 Pi, Pa 分 别 是 点 P XT AB, BC 的 对 称 点 知 
PB = PB = PB, ZP,BP, = 2LB 
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由 P,P} = P,B° + PaB’ - 2P1B + PB > cos Z P, BP, 
£ P,P, = PB /2(1 ~ cos 2B) 
同 理 可 证 其 余 两 式 . 


(2) 由 轴 对 称 性 质 知 Z BPC = ZBP,C,Z PBP, = 2⁄B,Z P,CP, = 
2⁄C,P,B = PaB, PC = PaC. 从 而 
P I P;Ps = Z BP,C - (Z BP,P, + Z CP, Ps) = 
LBPC - LOSP -2ZB) + 1 (192 - 240)] = 
LBPC - [180 - (<B + ZO] = ZBPC - ZA 
同 理 可 证 其 余 两 式 . 
注 : 对 于 具有 共性 “已 知 三 角形 内 一 点 到 三 顶点 的 距离 和 三 内 角 解 三 角形 ” 
的 问题 ,通过 构造 点 对 称 的 三 角形 ,运用 此 例 结论 可 以 得 到 新 颖 的 解 题 方 法 ,可 
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参见 练习 题 1.7 中 的 7 ~ 10 题 . 
例 7 已 知 锐角 全 4BC 的 外 接 贺 半径 为 RR, 点 D, E, F AE BC, CA, 


AB 上 , RIE:AD,BE,CF 是 人 4BC 的 三 条 高 的 充 要 条 件 是 Sa = ECER + 
FD +DE). 


证 明 Ë EF + FD + DE -1 如 图 1.7.7, 以 BC 
SLCBC) S(AB) 


为 轴 作 轴 反 射 变换 , 设 下 一 而 , 同 理 下 一 一 > 
E,. W 
BE, = BE = BE,, DE, = DE,E,F = FE 
H ACHERS h MD BE > h. T3 
l= EF + FD + DE, > EE; 
又 因为 LEBE, = 2ZABC, FÆ 图 1.7.7 


E, E, = 2BE1 * sinZABC = 2BE > sin ABC > 2h * sin ABC = > 


AT > 38. S < 是 1. 等 式 成 立 SBE = h, B En F, D,E 四 点 共 直线 . 

P BE = h, ËB E, F, D,E, 四 点 共 线 时 ,有 LBE1C = BEA = 9%. 
由 于 ELBE, = 2 人 4BC, BE! = BE, M 

LBEE; = Z BE,E, = 9P - LABC 99 

X BE E, = W -人 DEIC, 从 而 人 DEC = ZDE, C = ZAB0, E A,B,.D, 
E WAJE, MATI ADB = Z AEB = 90. FE Z BFC = 90, I, AD, BE, CF 
Æ A ABC 的 三 条 高 . 

RZ, AD, BE, CF E: A ABC 的 三 条 高 时 ,显然 有 E, F, D,E 四 点 共 直 
线 , 且 BE = h. 


Ë s = Ñ le4D,BE, CF Jš A ABC 的 三 条 高 


3.RER28 


将 平面 上 图 形 中 每 一 点 都 绕 一 个 定点 O 按 定 方向 ( 道 时 针 或 顺 时 针 ) 转动 
AE fi 0 的 变换 ,叫做 旋转 变换 , 记 为 RCO,9). 点 0 叫做 旋转 中 心 ,9 叫做 转帐 或 
旋转 角 , 易 知 , 在 旋转 变换 下 ,两 对 应 线段 相等 ,两 对 应 直线 的 交角 等 于 转 枉 . 特 
别 是 在 转 幅 为 90 的 旋转 变换 下 ,两 对 应 线段 衍 直 旦 相等. 

对 于 已 知 条 件 中 含有 正方 形 或 等 爵 三 角形 或 其 他 特殊 图 形 问题 ,往往 可 运 
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用 旋转 变换 来 处 理 . 

例 8 ”如 图 1.7.8, 全 ABC 和 人 ADE 是 两 个 不 及 
全 等 的 等 腰 直 角 三 角形 (4C > AE), REE Ç 
A ABC 而 将 OADE 绕 4 在 平面 上 旋转 . 试 证 :不 论 ， 
A ADE 旋转 到 什么 位 置 ,线段 EC 上 必 存 在 一 点 
M, {È A BDM 为 腰 直 角 三 角形 . 

证 明 ” 因 公 48C 与 人 4DE 不 全 等 ,所 以 ,不 P E 
论 2 ADE 在 平面 上 绕 点 4 旋转 到 什么 位 置 ,8 与 图 1.7.8 
D,C 与 8 皆 不 会 重合 , 设 AADE 绕 点 4 在 平面 上 旋转 到 任 一 国定 位 置 如 医 
1.7.8 所 示 . 

R(B,P) 


考虑 绕 点 B 道 时 针 旋 转 90 的 变换 RC(B,9), M| 4 一 一 > c, 


DD y FÆ CD L AD B.CD' = ADAE DEL ADDE = 4D, 从 而 
CD' DE, 即 DD' 与 5C 互相 平分 , 妇 CE RHAMDIA DD 的 中 点 .因此 pp' 
为 等 腰 直 角 2 BDD' 的 斜 边 , 故 A BDM 为 等 肋 直 角 三 角形 

注 : 此 例 也 可 用 轴 反 射 变换 而 证 . 

例 9 ”如 图 1.7.9, 在 AABC É PK WW fE 
人 BCP,ACAQ, 人 ABR, 使 LPBC = ZQAC = 
45°, LPCB = LQCA = 3, LRAB = LRBA = 
15. 求 证 :RO = RP H RQ L RQ. 

证 明 ”运用 旋转 变换 RC(R,90), MJ B 


E, py 此 时 RB' = RB = AR, LARB' = 


150 - W = 6, M ARAR 为 正三 角形 . 于 是 
LB'AB = 6 - 19 = 45°, ZABB' = 45° -15 = 
3P, AIT AABB’ o AACO t ABCO, N 


AB' _ AQ _ BP © 
AB ` AC BC 
H Z QAP' = 45° + Z B'AC = Z CAB 
r AQ _ BQ' y BP _ D'Q _ 
H AABO 全 4BC, 亦 有 有 6 = BC 注意 到 中 有 BG = pe% BP = B'Q. 


NE AAB'0 AABC, A 
LRB'Q = GP + Z ABC = RBP 
R(R,%) 


则 ARBP 一 > 人 RB'Q, 放 RO = RP, H RQ | RP. 
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例 10 如 图 1.7.10, 在 人 4BC 中 ,如 果 人 8, 人 C A 
的 平分 线 BD 和 CE 相等 ,那么 4B = AC. (参见 本 篇 第 7 
ZAHA 14) 

证 明 I BD = CBE, 且 二 者 不 相 平行 ,一 定 可 以 二 
通过 一 次 旋转 变换 使 其 重合 . 这 个 旋转 中 心 ,就 是 线 
Ét BE, CD 中 垂 线 之 交点 0. 现在 进行 旋转 变换 , 使 
CE 重合 于 BD BJ 

AdEC R(0, Z BOE), A ABD 

设 BD 与 CD 交 于 1, 则 41 平分 人 4. 在 这 个 旋转 变换 下 ,AI 的 对 应 线 为 
A'T A ZBA'D = ZBAD,WLA ,B,D,A 四 点 共 圆 ,从 而 44'D = ZABD. X. 
因为 


图 1.7.10 


AID = LABD + ZA = ZAND + T ZBAD = ZARY 
则 4,4', 卫 ,了 四 点 共 圆 ,但 AI A'T, i ATI 为 等 腰 梯 形 ,从 而 
44 // I , 亦 即 44' /DB, 所 以 AA! , BD 也 为 等 腰 梯 形 .所 以 
R(Q, Z BOE) AC 


R(0,Z BOE) 


AB = A'D' 
r: 3 1.1 


中 心 对 称 变换 实际 上 是 旋转 变换 中 当 旋转 角 9 = 180° 时 的 情形 . 
例 11 如 图 1.7.11 在 全 4BC H, M 8 BC 的 中 4 
点 ,P,R 分 别 在 4B,4C 上 ,0 H AM 55 PR HZA iE 
明 : 车 8 X PREPRI PR / BC. 
证 明 DL M 为 中 心 作 中 心 对 称 变换 , 则 ? 


R(M,180) R(M,180) ROM.) 


c >BQ r QA 4 N 
RS Ri MRO 了 OR. 但 为 PR 的 中 点 ， 4 
所 以 RQ' PC, 从 而 PR // 44'. 于 是 BR':RA = Bira 


BP : PA, X BR' = CR, R'A' = RA, 因 此 , CR : RA = BP : PA, 故 PR // BC. 
例 12 WME 1.7.12, CE, AF E: A ABC 的 两 条 中 线 ,人 EAF = 人 /ECF = 
3 ,求证 :入 4BC 是 正三 角形 . 
证 明 由 一 BMP = ZECF = 3P 知 4,E,F,C 四 点 共 圆 ,车 设 圆心 为 0， 
则 ZEOF = 60Y, 若 能 证 明 0 在 4C 上 , 即 证 . 


Atë NEFAS 


平面 儿 何 证 明 方 法 全 书 


102 


E180 80 
qo ZEE, o o EE, 9,, 则 40 = 018， 


C0 = 028, 且 001,00; 等 于 贺 0 的 直径 ,所 以 人 0010; Ox 

是 正三 角形 , 即 010, 等 于 圆 0 的 直径 ,而 010, = 01B 

+ 028, 故 0,,B, 0, 共 直线 . — 
又 因为 E 是 4B 的 中 点 , 即 B 是 4 关于 的 对 称 点 ， 3 


所 以 40 // DiB, 即 40 // 0,0,. 
jg, oc // 010;. 因 此 0 在 4C 上 . 61.7.12 
二 .相似 变换 法 


在 一 个 几何 变换 /下 , 若 对 于 平 商 上 任意 两 点 4,B, 以 及 对 应 点 A , B, È 
AAB = hd4B( 上 为 非 零 实数 ), 则 称 这 个 变换 了 是 一 个 相似 变换 . 非 零 实数 二 叫 
懒 相似 比 ,相似 比 为 的 相似 变换 记 为 H(&). 

显然 ,相似 变换 既 改 变 图 形 的 相对 位 置 ,也 改变 图 形 的 大 小 ,但 不 改变 图 形 
EAR k = 工时 ,8(1) 就 是 合同 变换 ,讨论 相似 变换 时 , 常 讨论 位 似 变换 以 及 
位 似 旋 转变 换 、 

1.8 8 # W 


例 13 如 图 1.7.13, 圆 01, 圆 0, 外 切 于 4, 半 
径 分 别 为 m 和 ra, PB, PC 分 别 为 两 加 的 切线 , B, 
G 为 切 点 , PB ; PC = ri š ra, PA 8] 0; TES. 
求证 :人 PAB > APEC. 

证 法 1 连 OIA,0 B,P0 i, P0,,0,A,0,C, 
则 01,4, 0 三 点 共 线 . 

由 PB : PC = n: m Í# RAPBO 2 
RtA PCO:, 从 而 

LBPO; = LPC, PO, : PO; = rí: ra = OA: OA 

于 是 PA 为 LOPO, 的 平分 线 , 即 人 01PA = ZAPO 

连 02E, 由 人 O14P = Z0EP #9 0AP = ZOEP, AI 2 0,4P o 
AEP. TE PA : PE = rí: rz, E) PA : PE = PB: PC, 又 由 LOUP4 = 

AP0;, Z BPO, = Z 0zPC 31 Z BPA = Z CPE ,ñk A PAB > APEC. 
证 法 2 EK BARNO FB, B 作 直 线 平行 于 PB 交 p4 延长 线 于 已 ， 
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交 PC 于 0Q. 连 018,014,024,028', 则 由 01,4,0; ZAHR, ZOAB = 
芝 024B' ,所 以 LO1BA = 人 01B'4, 帮 018 // 0,B'. 

X PB /VPB',018 | PB, 028' L P'Q,PB P'O 为 图 0; 的 切线 ,B' 为 
WA. 


为 PB // P'B' A ABP O AAB'P ,PU PB : P'B' = AB: AP. 

由 入 40B AA01B' NL AB : AB' = ri: ra X. PB : PC = :Ty 所 以 
PB: P'B' = BP : PC, 故 P'B' = PC. X. QC = QB',MJ QP' = QP. ik 00,3% 
PA FFI} FO 为 ZQ 的 平分 线 .所 以 02F L AE,AF = FE, X, P'F = PF, 所 
以 P4 = PE.3. ZB'P'A = ZCPE,P'B' = PC, 所 以 AP4B 2 APEC, i 
APAB V APEC, 


zB Hz 8 


设 0 是 平面 上 一 定点 ,下 是 平面 上 的 变换 , 若 对 于 任 一 双 对 应 点 4,4' ,都 
有 OA = k0A' (为 非 零 实 数 ) , 则 称 总 为 位 似 变换 . 记 为 HCO, k), O 叫做 位 似 
中 心 ,天 叫做 位 似 比 或 位 似 系数 ,4 SA 在 0 点 的 同 侧 时 k > 0, 此 时 0 为 外 分 
点 ,此 种 变换 称 为 正 位 似 ( 或 顺 位 似 );4 与 4 在 0 点 的 两 侧 时 上 < 0, 此 时 0 为 
内 分 点 ,此 种 变换 称 为 反 位 似 (或 首位 似 )， 


显然 ,位 似 变 换 是 特殊 的 相似 变换 ,有 此 问题 借助 于 位 似 变换 求解 比 相似 103 


变换 更 简洁. 

例如 ,对 于 例 13, 可 用 位 似 变换 简 解 如 下 : 

考虑 以 4 为 位 似 中 心 ,把 较 O, 变 成 图 02, A PAB RER A PAB D) PB 
BL0, T B',PB : P'B' = ru: r> = PB : PC, AM PR = PC. 

延长 P'B' 28 PC 的 延长 线 于 0@, 则 QB = 0C. 所 以 和 POP' ERREZA. 
连 80; 并 延长 交 AE FFI] QF L 4E, 故 0F 平 分 4E, 则 4 = PE, 由 此 知 
APEC 2 A P'AB' o APAB. 

例 14 如 图 1.7.14, BK ERA OABC 的 高 ， 
以 BK 为 直径 作 圆 分 别 奖 48 ,BC FE, F.i E, F 
分 别 引 所 作 圆 的 切线 .证 明 : 两 切线 的 交点 在 过 项 
点 B ËJ A ABC 的 中 线 所 在 的 直线 上 . 1 

证 明 ”我 们 只 要 证 明 类 似 的 结论 :对 于 以 8 
为 位 似 中 心 ,与 以 BK 为 直径 的 略 位 似 的 圆 也 有 类 
似 性 质 , 则 原 命题 结论 即 可 成 立 . 
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Vk A ABC 的 三 条 高 4M , BK, CL 相交 于 瓦 , 则 以 BH 为 直径 的 
为 直径 的 圆 位 似 , 且 它 过 点 M,L. 
如 图 1.7.14, 因 OM = 08, 则 
LOMB = LOBM = 9p - LACB 
YN AAC 的 中 点 , 连 MN, 则 
ZAMN = ZMAN = 9 - LACB 
从 而 ZAMN = 人 OMB. 于 是 
LOMN = LOMA + LAMN = LOMA + LOMB = 
所 以 MN 是 图 O 的 切线 . 同 理 ,LN ER O 的 切线 . 
由 位 似 图 形 性 质 的 对 应 性 ,以 BK 为 直径 的 
例 15 ”如 图 1.7.15, 在 同一 平面 上 有 三 个 网 
cl c2,c3 ,其 半径 分 别 为 ru ray ra, 每 在 其 他 两 
之 外 , 且 m > ror > rs. E c 和 圆 cs 的 外 公 切 线 
的 交点 为 4(4 在 圆 c; 外 ), 过 4 引 圆 e, 的 两 条 切 
RE cl AA c3 的 外 公 切 线 的 交点 为 BO ER e 
外 ), 过 8 引 圆 c; 的 两 条 切线 .求证 :这 商 对 切线 所 
成 的 四 边 形 有 内 切 图 ,并 求 内 切 圆 的 半径 . 

证 明 ”多 圆 应 注意 其 间 的 位 似 关系 , 设 0; 为 
ci 的 圆心 (i = 1,2,3). 设 403 与 B0; 的 交点 为 0. 
显然 ,4 是 圆 MA o, 的 外 位 似 心 ,8 是 加 es 与 圆 此 
a 的 外 位 似 心 .车 以 0 为 图 心 , 作 加 使 其 与 圆 c “ 
的 外 位 似 心 为 A, EBI e 使 其 与 圆 c 的 外 位 


与 AB 的 惟一 交点 了 ,所 以 e, e" 应 重合 即 为 所 求 


设 
到 01, 结 果 是 以 O, 为 位 似 中 心 把 4 变 到 0 ,复合 位 似 比 是 
LBDI .1001 _ 100,1 
1B41 ODI ` IOA! 
LADI 1001 _ 1001 
同 理 ABI TODI = TOB] 


此 两 式 相 加 整理 便 求 得 — nn 


mm- rira ~ T2273 


0 WBK 


也 有 同样 的 性 质 . 


AMB = X 


图 1.7.15 
心 为 B, 则 按 位 似 变 换 的 复合 (乘积 ) 可 知 ,e,e 分 别 与 c1 的 外 位 似 心 同 为 010 


c 的 半径 为 ,以 8 为 位 似 中 心 把 4 变 到 ,再 以 0 为 位 似 中 心 把 D 变 
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具有 共同 中 心 的 位 似 变换 HO, k) 和 旋转 变换 RO, 0) 复合 便 得 位 似 旋 
转变 换 S(0,0,k), Bl 
S(0,0,k) = H(O,E). R(0,0) = R(0,0) ` H(0,k) 
例如 ,对 于 本 章 中 例 8, 可 运用 位 似 旋 转变 换 简 证 如 下 : 
设 AADE 在 旋转 过 程 中 的 任 一 位 置 如 图 1,7.8. 考虑 这 样 两 个 位 似 旋转 变 


换 :8( ,49 2) 和 SCCA SB) EBAT A DABELA A, EC 的 中 于 
变 到 M ;在 第 一 个 变换 下 ,点 A BIAB, M EAM. BR 于 是 两 个 变换 的 复 


全 的 不 变 点 ,由 于 SCE,4S AÀ) © SCCA) = SOIO, D ,在 这 个 复合 变 


换 下 点 卫 变 到 点 B, 所 以 人 DMB = %P,X. DM = BM. SEERDEN. 

例 16 如 图 1.7.16, 设 凸 五 边 形 ABCDE 中 ， 
2 ABC 和 2 CDE 是 等 边 三 角形 , 证 明 : 如 果 0 是 
Z ABC 的 中 心 ,而 点 M, N ERE BD 与 4 互 的 中 点 , 则 
OME 全 OND. 

证 明 2 P.,Q 分 别 为 BC,4C 的 中 点 .注意 到 ， 
车 将 2 OPM 绕 点 0( 顺 时 针 方 向 ) 旋转 60 ,然后 作 以 图 1.7.16 105 
中 心 为 0 且 系 数 为 2 的 位 似 变换 , 则 它 变 为 A OCE. 事实 上 ,由 于 人 COP = 
O, ER 0 是 等 边 A ABC 的 中 心 ,所 以 CO = 2CP, 因 此 在 所 说 的 变换 下 点 P 
变 为 点 C. 其 次 ,由 于 PM 是 ABCD 的 中 位 线 ,所 以 PM // DC, ZDCE = 6, 
EC = DC = 2PM ,因此 线段 PM EHRE CE, ATI 人 OPM EH A OCE. TE 
有 人 LPOM = 60,E0 = 2M0. 

同 理 ,经 绕 点 0( 按 逆 时 针 方向 ) 旋转 60r 的 变换 及 以 0 为 中 心 且 系数 为 2 
的 位 似 变换 , 将 人 0QN 变 为 A0CD. 从 而 得 到 


N 
LNOD = 6P, D0 = 2NO. 因 此 ,人 NOD o AMOE. 中、 
例 17 K M 


如 图 1.7.17,A4BC co A LMN(AC = 
BCIN = MN TARGAR EI MRA) ,并 在 同 Í 
一 平面 内 ,而 且 AL = BM. 求 证 : CN PIFF AB 和 LM 
的 中 心 的 连 线 . 7 
证 明 1.7.17, ABM. A AL = BM 及 
BM = AQ, AL = AQ, Bl A ALQO RZEZ. E F 图 1.7.17 
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为 LQ 的 中 点 , 则 4F | LQ. X E JIM 的 中 点 , 则 FE J A QLM 的 中 位 线 . 设 
D BAB 的 中 点 , 则 EF = ton = AAB = AD 及 FE // OM // AD. 因 此 AFED 
是 平行 四 边 形 , 即 AF // DE. X AF L LQ. DE L IQ. 
平移 AADC, 使 点 4 重合 于 点 F, 点 D 重合 于 点 瑟 , 则 点 C 移 到 点 Ç. 
AADC QAFEC,AF // CG // DE BCC = DE. 
H AACD o ALEN fŠ A FEG @; ALEN, E. FE : LE = GE : NE. X IN 

GEF = ZNEL = 9,4 Z GEN = LLEF. RIE AGEN A FEL. BEI H 
A FEL T H A GEN BA E WERE 90 并 经 位 似 变换 而 得 到 .由 此 得 GN L LF, 即 
GN /LQ. 又 CC L LQ, 即 G, C, N EEST IQ 的 一 条 直线 上 .因此 CN / 
AF, BI CN / DE. 


三 .等 积 变换 法 


我 们 在 面积 法 和 割 补 法 中 介绍 了 一 些 等 积 变换 法 解 题 的 例子 ,在 此 再 看 两 
例 ， 

例 18 如 图 1.7.18, 以 入 4BC 的 两 边 48,4C 
的 边 作 任意 平行 四 边 形 ABDE 和 4CCF ,延长 DE, 
GF 相交 于 点 P, 再 以 BC 为 边 作 —BMNC , 使 
BM 2 PA. 求证: Sagpg + Spacer = Sauc. 

证 明 ”要 证 的 是 面积 等 式 ,注意 到 等 积 变换 ，” 
延长 MB 交 DE FSEK NC 28 GF + T, W| 


Sans = Same, Saro = Sarr 


SBaps + Soacm = SDWNG8 
由 此 即 可 证 得 结论 成 立 . 

例 19 如 图 1.7.19, 试 证 :任意 两 个 等 积 的 矩 
形 可 放 汗 于 平面 上 ,使 得 任意 一 条 与 其 中 一 个 矩形 相交 的 水 平 线 将 与 另 一 个 矩 
形 也 相交 ,并且 被 截 得 相同 长 度 的 线段 . 

证 明 ”如 图 1.7.19 所 示 ,将 等 积 的 矩形 41B1C1D1 与 42B2C2D2 的 顶点 D. 
与 重合 ,然后 将 较 短 边 AD 与 较 长 边 AD ER, RRA C1D1 与 较 短 边 
CD EÈ. 

分 别 过 Di, C1,41 引 直线 CA 的 垂 线段 , 设 长 度 分 别 为 ia, hz ha, FÆ 


图 1.7.18 
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h _ Cbs hi _ AD; 


h CD hy” Ala 
上 两 式 两 边 相 乘 得 
hi CC AD _ 
h3 CDi: Ajdo 
S48,c,D, 一 AD ~ CDa DÉ D,) 
Sa,B cp, Z 41 Di ° CD2 
H Ch A GAs FÈ Saga = 
Scicaa ,从 而 Sace p, = Sagan, X. CE = CA, = EsAy VA BiB, AN GA. 
今 将 Ca4i 设 为 平 向 , 则 任意 一 条 与 其 中 一 个 矩形 相交 的 水 平 直线 必 与 另 
一 个 矩形 相交 ,并 且 被 责 个 矩形 裁 得 的 线段 长 度 相 等 


四 、 反 演变 换 法 


设 0 为 平面 a 上 一 定点 ,对 于 a 上 任意 异 于 点 0 的 点 4, 有 在 04 所 在 直线 
ERARA ,满足 04 > OA = k z 0, 则 称 法 则 了 为 平面 a 上 的 反 演变 换 , 记 为 
IO, k) FER 0 为 反 演 中 心 或 反 演 极 ,上 为 反 演 党 ;4 与 4 在 点 0 的 两 侧 时 h < 
OEN k > 0; 4 与 4 为 在 此 反 演 变换 下 的 一 对 反 演 点 (或 反 点 ) RASANE 107 
为 反 点 (但 点 0 的 反 点 不 存在 或 为 无 穷 远 点 ); 点 4 集 的 象 4' 集 称 为 此 反 演变 
换 下 的 反 演 形 ( 或 反 形 ). 

由 于 大 < 0 时 的 反 演变 换 (0, k) 是 反 演 变换 I0, | k 1) 和 以 0 为 中 心 
的 中 心 对 称 变换 的 复合 ,我 们 只 就 上 > 0 讨论 反 演变 换 即 可 . 令 ， = /E,MJ 
OA- OA = .此 时 , 反 演变 换 的 几何 意义 则 可 如 图 1.7.20 所 示 , 并 称 以 0 为 
圆心 ,r 为 半径 的 圆 为 反 演变 换 1( 0 ,r2) BER. 

由 此 几何 意义 ,我 们 可 作出 与 44' EANTA 的 直 Ë 
线 1 及 过 4' WERI 的 反 形 分 别 为 图 1.7.21 中 国 2 及 图 DN 
c, 反 之 以 04 和 04' 为 直径 的 圆 o ,图 e 的 反 形 分 别 为 直 A 
RT, 

由 反 演 变换 (4 > 0) 的 定义 及 几何 意义 , 即 推 知 反 演 
变换 有 下 列 有 趣 性 质 : 图 .720 

性 质 1” 基 贺 上 的 点 仍 变 为 自己 ,基因 内 的 点 (0 除外 ) 变 为 基 圆 外 的 点 ， 
反之 亦 然 ， 


图 1.7.19 
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性 质 2 ”不 共 线 的 任意 两 对 反 演 点 必 共 圆 , 过 一 
正 交 ( 即 交 点 处 两 圆 的 切线 互 


对 反 演 点 的 圆 必 与 基 
HEE). 


性 质 3 ”过 肥 演 中 心 的 家 线 变 为 本 身 ( 中 心 除 
外 ), 过 反 演 中 心 的 圆 变 为 不 过 反 演 中 心 的 直线 ,特别 
变 为 不 过 反 演 中 心 的 两 平 
交 图 变 为 不 过 反 演 中 心 的 


地 过 反 演 中 心 的 相 切 两 
行 直线 ;过 反 演 中 心 的 林 
ZER. 


性 质 4 不 过 反 演 中 心 的 直线 变 为 过 反 演 中 心 
的 图, 且 反 演 中 心 在 直线 上 射影 的 反 点 是 过 反 演 中 心 
的 直径 的 另 一 端点 (如 图 1.7.21) ;不 过 反 演 中 心 的 
,特别 地 (1) 以 反 演 中 心 为 


变 为 不 过 反 演 中 心 的 
心 的 圆 变 为 局 心 圆 ;(2) 
变 为 不 过 反 演 中 心 的 村 


WED, REN kk > 0), 则 R, = 


不 过 反 演 中 心 


的 相 


图 1.7.21 


切 ( 交 ) 


切 ( 交 ) Bl; (3) (01, Ri) MEO, R) 车 以 点 0 为 反 
k. 


k- 00, 


1 00: 


性 质 5 在 反 演变 换 下 ,(1) AM 


AN 


变 ; 


变 ;(2) 共 线 (直线 或 图 ) 点 (中 心 除外 ) 
除名 


) 线 的 反 形 共 反 形 点 ， 
我 们 仅 证 命题 :“ 


的 反 


AIRT OO = To0 RIT 
和 直线 .直线 和 直线 的 交角 保持 不 
点 共 反 形 线 ( 圆 或 直线 ), 共 点 (中 心 


和 直线 相 切 ,如 果 切 点 不 与 反 演 中 心 重合 ,在 反 演 下 保 


持 相 切 ,否则 得 到 一 对 平行 直线 ”及 “村 


事实 上 , 若 切 点 不 与 反 演 中 心 重合 , WERE 


交 


之 间 的 交角 保持 不 变 ”. 


的 象 与 直线 的 象 仍 具有 一 


个 公共 点 , 即 保持 相 切 . 若 切 点 与 反 演 中 心 重 合 , 则 反 演 后 ,直线 变 为 自身 ,以 A 


为 圆心 的 圆 变 为 重 直 于 04 的 直线 , 即 得 到 


两 轿 相 交 时 ,我 人 
线 的 相 切 在 反 演 下 仍然 保持 , 因 


一 对 平行 直线 . 
过 其 一 交点 分 别 引 两 圆 的 切线 hh 和 1. 由 上 所 证 , 阅 与 直 
, 鸭 的 象 之 间 的 交角 等 于 它们 的 切线 的 象 之 


间 的 交角 .在 以 0 为 中 心 的 反 演 下 ,直线 i(i = 1,2) 变 为 自身 或 者 变 为 与 4 平 


行 的 直线 在 点 0 相 切 的 图 . 
间 的 角 即 是 这 两 条 直线 之 间 
其 他 性 质 的 证 明 也 不 难 


因 


此 


,在 以 0 为 中 心 的 反 演 下 ,直线 h 和 1 的 象 之 
的 交角 .证 毕 . 
(也 可 参见 本 篇 第 十 章 中 例 12) , 眼 于 篇 幅 从 略 . 


运用 反 演 变换 是 解决 直线 与 加 有 关 的 平面 几何 问题 的 一 种 重要 方法 . 
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L£EBR5SN.M SRB WUMHE 


例 20 已 知 两 相 切 圆 c ,c?, 点 P ERME, Ele 5 BB BL Esa r hp 2k 
切线 上 .试用 圆规 和 直 尺 作 所 有 的 圆 c 8 。 与 cu, ez 相 切 , 且 过 点 P. 

解 ”以 忆 为 圆心 ,过 "; os 的 切 点 作 圆 cs, 可 知 圆 c, 分 别 与 cu, cs 直 交 ， 
设 cl cz 的 两 条 公 切 线 1, (lh, la BA oi 与 c> 的 切 点 )、 

作 图形 关 于 es 的 反 演 , 圆 c 和 c 因 与 直 交 而 保持 不 变 , 忆 ,六 分 别 变 成 


圆 相 切 . 


Bi, B2z, 且 均 通 过 反 滨 中心 P.A h, b cr cz 相 切 , 所 以 B1,B; 亦 与 这 两 个 


B1, B, 是 具有 上 述 性 质 的 仅 有 的 两 个 圆 .车 还 有 另 一 个 加 ,通过 关于 c, 的 
反 演 ,可 得 到 三 条 c1, cs 的 公 切 线 , 且 均 不 是 根 轴 ,这 是 不 可 能 的 . 故 B, B, 即 为 


所 求 . 
2 FARA ARER 


HA 设 4,B8,C,DD 为 四 个 切 点 ,要 证 明 这 
,如 


四 点 共 圆 , 可 以 其 中 一 点 为 反 演 中 心 ,在 反 演 下 


P2 在 四 个 圆 中 , 每 一 个 圆 都 和 其 他 的 两 个 圆 外 切 , 证 明 四 个 切 点 共 


果 其 他 三 点 的 芭 点 共 线 , 再 作 同 样 的 反 演 , 则 根据 


性 质 3 和 性 质 4 即 可 获 证 . 


证 明 fEDLA 为 中 心 的 反 演 . 在 反 演 
下 , 切 于 点 4 的 一 对 圆 变 为 一 对 平行 直线 ， 
另 丽 个 圆 则 变 为 互相 外 切 且 分 别 与 平行 线 


之 一 相 切 的 两 圆 . 如 图 1.7.22, 下 证 切 


B,C, D 共 线 . 事 实 上 , 设 天 和 大 是 两 


点 
m B 


心 , 则 有 KD / LB, K, C, L EK, 图 1.7.22 


RE LD'KC = LB'LC EBC, CD 
AD'CEK = T (8 - ZD'KC') = 


, 则 


tase- ZBL) = LB'CL 


从 而 B,C, D 共 线 ,在 以 4 为 中 心 的 村 


同 反 演 下 ,由 于 如 与 下 ,0C 与 C ,也 与 


D 互 为 反 点 ,由 性 质 4 和 性 质 3, 在 第 二 次 反 演 下 ,B',C',D' 的 反 点 B,C,D 必 


共 圆 且 过 A. 


g 
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@J22 如 图 1.7.23, 设 圆 0,, 0,4 
切 于 点 4 ,过 A 的 直线 ;分 别 交 圆 01, 02 
于 C1, C2, 过 点 C1, C, 的 圆 0 分 别 再 交 
Bl0, 0: F B, B2, El n 7I AAB, B, RJA 
接 圆 . 圆 上 与 圆 " 相 切 于 4 ,分 别 交 图 01， 
0, F Di, DRIE: (1) 点 C1, C2, Di, D, 
HARRR: (2) 当 且 仅 当 AC, AC, 为 圆 
01, 0: 的 直径 时 , 81, B2, Di, D. 共 圆 . 


分 析 ”由 于 题 设 中 的 4 点 是 个 特殊 点 ， 
十 对 置 均 相 切 于 该 点 ,还 有 一 直线 这 该 点 ,不 妨 取 4 为 反 演 中 心 , 证 点 G.C. D.D 的 反 点 
共 国 即 得 (1), 证 直线 LS W O (F. 0,) 的 反 形 垂直 即 得 (2)， 


证 明 ”以 4 为 反 演 中 心 作 反 演 , 将 各 点 的 反 点 标 以 
ES. HTE 01, 0, 相 切 于 A, 则 其 反 形 O07 与 02 为 平 
行 线 .同样 *” 与 ”为 平行 线 , BY BZ DZ DY 为 平行 四 
边 形 ,如 图 1.7.24. 

用 (=) 表亲 等 价 变形 与 反 演 等 价 变换 双重 意义 , 则 

(1) 由 于 直线 BY BZ /DY D; MEA O 过 点 CY ， 
C2 Bt, BY ,所 以 Cr ,C2 ,Dr ,D2 共 圆 ,从 而 Ci, C2， 
D., D, 共 圆 或 共 线 . 

(2)B1, B2, Di, ORAC) BY , BZ ,Di? ,D2 RE) Bi Bz D2 DT 为 矩 
形 (e) LC Dr DZ = 9P(es) LC CZ DI = 90)" L Of (0)ACi, AG 
分 别 为 贺 0;, 0, 的 直径 . 

例 23 ”如 图 1.7.25, 双 心 四 边 形 是 指 既 有 内 切 图 


又 有 外 接 加 的 四 边 形 .求证 :这 样 的 四 边 形 的 双 心 与 4 FR 
对 角 线 交点 共 线 . a 
证 明 ” 设 双 心 四 边 形 ABCD 的 外 心 、 内 心 分 别 为 
0,1, 对 角 线 交点 .考虑 到 如 下 引 理 : 
引 理 1 对 圆 外 切 四 边 形 ABCD, BIRA P,Q, 
RR,S, 则 PR, QS 的 交点 就 是 对 角 线 4C , BD HAK. 
引 理 2 ”车 为 圆 1 内 一 定点 , 则 对 点 张 直角 的 图 1.7.25 
3 EF 的 中 点 的 轨迹 是 一 个 圆 ,圆心 为 IK 的 中 点 M. 


图 1.7.23 
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引 理 3 ”在 引 理 1 中 ,车 ABCD 有 外 接 圆 , 则 PR | QS. 

由 引 理 3, PQ, QR, RS， NO Sua 而 它们 的 中 点 4 ,好 ，C D 
HEA IK 的 中 点 下 为 图 心 的 一 个 

由 于 JA 5 PQ 相交 于 4 ,所 以 A FO 心 , 贺 7 为 反 演 圆 时 ,4 
经 反 演 所 得 的 象 .同样 B', C',D' 分 别 为 B,C,D 的 象 .因此 贺 0 经 过 反 演 成 为 
A'B'C'D 的 外 接 圆 ,从 而 0 与 这 圆 的 圆心 如 , 反 演 中 心 ! 共 线 .于 是 0 在 直线 I 
上 ,因此 0,71, 共 线 . 

例 24 如 图 1.7.26, 吾 是 个 ABC 的 重心 ,P 是 r 
TE— K, H PJ PA, PB, PC 3ER HL, HM , BN 5 
BC, CA, BA 的 延长 线 相 交 于 开 , 了 ,2Z. 求 证 : 工 ,了 ， 
Z ZARR. 


分 析 五 是 一 特殊 让 ,车 作为 反 演 中 心 , 则 只 项 外， 
Y,Z 的 反 点 与 万 共 图 . 


证 明 Uk A ABC 的 高 线 交 BC, CA, AB HE 
是 为 D,E,F. 则 


HA- HD = HB: HE = HC ` HF 
XA,D,L,X REA 
HL - HX = HA- HD 111 
同 理 HM - HY = HB - HE,HN + HZ = HC. HP 
以 R RERPLA L SSX N SZ, M S YMJESKA,X L, P N.H 3 
L, P, M,H 3k, L.N, M, URA, X, Z, Y 三 点 共 线 . 


3.RE8EX EA 加 
例 25 ”如 图 1.7.27, 在 加 内 接 同 四 边 形 中 ,求证 : A 


其 两 对 角 线 长 的 乘积 等 于 对 边 长 的 乘积 之 和 . GEM p 
密 定 理 ) 


分 析 要 证 明 的 线段 关系 式 中 线段 端点 在 加 上 ,可 考 
虑 以 加 上 的 一 点 为 反 演 中 心 , 此 畔 上 的 点 的 反 点 在 一 条 直线 
上 组 成 线段 关系 式 ， 图 1.7.27 


证 明 ”如 图 1.7.27 所 示 , 设 ABCD 为 贺 内 接 四 边 形 , 并 以 D 为 反 演 中 心 ， 
PARER. HT 4,8,C 在 过 反 演 中 心 刀 的 圆 上 K A,B, C 的 反 点 在 不 过 反 
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演 中 心 D 的 直线 1 上 ,由 
A'B' DB' 
AB = pa (性质 2) 
_ AB.Dp' DB _ AB: P 
= DA DB ` DA- DB 
= im BCP jp _ AC: 
mæ PC = pa peP = DA- DG 
MAB + BC = AC', 故 
AB + CD + AD + BC = AC -+ BD 
例 26 《〈 欧 拉 定理 ) 设 RÆ A ABC 的 外 接 圆 半径 ,r 2 A ABC 的 内 切 圆 
径 ,d 为 外 心 0 与 内 心 了 之 间 的 距离 , 则 d? = R- 2Rr. 
分 析 。 所 证 结论 涉及 两 图 半径 及 圆心 距 ,可 考 起 运用 性 质 4 中 (3) RRE. 
证 明 2 AABC 的 内 切 圆 圆 7 为 反 演 基 圆 . 7 为 反 演 中 心 .对 全 4BC 的 外 
接 圆 进行 反 演变 换 , 设 4,B8,C 的 反 点 为 水 ,8 ,C , 则 圆 ABC 的 反 形 是 
ABC. 
E D,E, F ÆR 1 SS AB, BC, CA 的 切 点 ,由 内 切 z 
的 人 性质 , 易 知 A,B,C 分 别 是 DF ,DE, EF 的 中 
点 . 则 和 4 BC 5 AEFD 相似 , 且 相似 比 为 二 , 故 


有 A'B' 


TÉ 


BN 
rB 的 半径 等 于 十 7. A< 
对 于 互 为 反 形 的 两 个 贺 贺 ABC HAAR C ,由 性 CAR 

质 4 中 的 (3) 有 ~ 

2 

R 

z = r- d: 图 1.7.28 

ra P= R - 2Rr 


4 ERANS 


例 27 ”如 图 1.7.29, 已 知 4 为 平面 上 两 半径 
不 等 的 圆 01 MEA 0, 的 一 个 交点 , 两 外 公 切 线 
PPa, Qi Q: RIMAE F Pi, Pa, Qi, Q2; Mi, M> 
分 别 为 P1Q1,P2Q2 的 中 点 . 求证 ;和 0140， = 
ZM AN,. 
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EA ”注意 到 座 相 交 不 等 加 是 以 其 外 公 切 线 的 交点 P 为 反 演 中 心 , 反 演 
FH k = PP, - PP, 的 反 形 ,4 的 反 点 仍 为 4, O01 与 M,,0,5 M 各 互 为 反 点 . 
由 反 演变 换 的 保 角 性 , 即 得 人 0140, = ZM,AM,. 


S RRRPHE 
例 28 如 图 1.7.30, 设 P 与 0 是 圆 C 内 满足 CP = CQ 的 任意 两 点 . 试 确 
EA C 上 一 点 2 的 位 置 使 PZ + 02 为 最 小 . 


8 WB C 的 半径 为 :, 令 
a- LPC 1QCI 
7 


以 C 为 反 演 中 心 , 圆 C 为 基 圆 ,得 P,Q 的 反 点 P,Q'， 
BR] CPQ 的 反 形 为 下 线 己 0' 

EA C 上 任 取 一 点 设 为 Z, 连 ZP ,ZC,Z0,2P', 
2Z0' .由 


1CP 11CP1=1C011601=10712 = 7 图 1.7.30 
J| A CZP' wm ACPZ,A CZO 人 CQZ, 则 有 
a- LECI LEZI LOZI _LPZ1+1021 
12520112p1-12701 TZO 141 20" | 


从 而 可 清楚 地 看 出 在 圆 C 上 选择 2 使 得 PZ 1+1 02 1 极 小 与 | ZP' |+ 113 
LZE | 极 小 是 一 样 的 . 

若 直 线 PO 与 0C 相 交 , 则 极 小 值 在 两 个 (可 能 只 一 个 ) 交点 中 之 任何 一 点 
达到 . 若 直线 PO 与 0C 不 相交 , 这 极 小 值 在 贸 C 上 接近 于 直线 PQ' 的 点 
ACPO 的 中 垂 线 与 圆 5 的 交点 ) 处 达到 . ( 当 Po 切 圆 C 于 4 时 , 则 | AP |+ 
IAQ 1 <1 ZP' |+! ZQ' | 对 于 直线 的 所 有 别 的 点 Z 成 立 .当然 对 于 圆 C 的 所 
有 点 Z 也 成 立 ). 


练习 题 1.7 
1. 设 点 P JEJE ABCD 的 顶点 4, 六 所 连 的 两 条 线段 都 与 BC 边 相 交 , 由 点 
B 向 直线 PD 所 作 的 垂 线 与 由 点 C 向 直线 PA 所 作 的 垂 线 交 于 点 0. 求证 : 若 P, 
Q 不 重合 , 则 PQ 与 4D 互相 垂直 . 
2. 分 别 以 Qi, O2, 0; 为 圆心 的 三 个 相等 的 贺 交 于 一 点 , 且 A,A, AER 
余 的 交点 .求证 ;人 01020; 2 AAAA; 
3. 已 知 在 圆 0 内 , 纺 CD /直径 AB,P p 4B8 上 任意 一 点 .求证 : PC + PD? = 


-të 几何 变换 法 
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PA? + PB2. 

4. 设 人 MON = WP, A HOM 上 一 点 ,04 = 4Y3,D 为 ON 上 一 点 ,0D = 
8Y3,C 为 4M 上 任意 一 点 ,8 是 OD 上任 一 点 ,那么 折线 ABCD 的 长 4B + BC + 
CD 的 最 小 值 是 多 少 ? 

5. 设 EF 为 正方 形 4BCD 的 对 折线 (E 在 4B8 上 ,在 CD 上 ) 将 人 4 沼 DK(K 
在 AE L) HE ,使 它 的 顶点 4 落 在 EF ERA G R Z DKG 的 度数 . 

6. 已 知 点 和 6 分 别 是 凸 四 边 形 48CD 的 边 48 与 CD 的 中 点 ,矩形 EFCH 
的 顶点 F, 刀 分 别 在 BC,4D 上 .求证 : Seron = + Suco. 

7. 在 等 边 全 4B8C 内 有 一 点 P, 若 PA = 3, PB = 4, PC = 5, 求 此 三 角形 的 面 
积 . 

8. P 为 正方 形 内 一 点 , 若 PA = a,PB = 2a,PC = 3a(a > 0).3R(1) LAPB 
的 度数 ;(2) 下 方形 边 长 . 

9. 设 口 为 边 长 为 a,8,c 的 公 4B8C 内 一 点 , 且 人 ADB = Z BDC = LCDA = 
120, 若 正 A QMR 内 有 一 点 也, 使 得 PM = a,PR = b, PO = c, 求 证 :正三 角形 的 边 
长 为 4D + BD + CD. 

10. 设 0 为 锐角 人 ABC 内 一 点 ,LA0B = LBOC = Z C0D = 120, P E 
公 4BC 内 任意 一 点 ,求证 ; PA + PB + PC > 04 + 0B + 0C. 

也 .已 知 正方 形 4BCD 内 一 点 E,E 到 4 ,B,C 三 点 距离 之 和 的 最 小 值 为 /3 + 
46 求 正方 形 边 长 . 

12. 设 正和 公 48C 内 接 于 半径 为 Ri 的 圆 ,圆心 为 0 , 圆 外 一 点 忆 ,PO = R,(R, 
> Ri). 求 证 ,三 线 私 PA, PR, PC 能 构成 三 角形 ,并 求 其 面积 . 

13. 三 个 相等 的 圆 有 一 个 公共 点 Q ,并 且 都 在 一 个 已 知 三 角形 内 ,每 一 个 圆 
与 三 角形 的 两 条 边 相 切 .求证 :三 角形 内 心 1, 外 心 0 与 已 知 点 共 线 . 

14. 点 己 在 圆 45C 的 8 +, APB, Z APC 的 平分 线 分 别 交 4B,4C 于 0,R. 
求证 : Q, R 5 AABC 的 内 心 了 共 线 . 

15. ABCD 和 4'B'C'D' 是 同一 国家 的 同一 区 域 的 正方 形 地 图 ,但 按 不 同比 
例 尺 画 出 ,并 且 4BCD 重要 于 4'B'C'D' 内 .求证 :小 地 图 上 有 一 点 0 一 定 和 大 地 
图 上 表示 同一 地 点 的 0' BA. 

16. 合 4BC 为 正三 角形 , MP // BC, M EAB E, PHEAC E,D J A AMP Ë 
SND, E X BP 的 中 点 ,求人 DEC fl Z CDE. 

17. 设 4,B,C, 忆 是 同一 平面 上 不 共 圆 的 四 点 ,求证 :43 .CD + BC . AD > 
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4C，BD， 

18. 在 同心 图 01,0 中 ,大 加 半径 是 小 圆 半 径 的 两 倍 , 小 彤 O 的 内 接 四 边 形 
ABCD 的 各 边 延 长 线 顺 次 交大 圆 O1 于 Bi, Ci,Di,41. 则 41Bi+ B.C, + CiDi+ 
D.A, > 2(AB + CB + CD + DA). 

19. 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 0, 对 角 线 AC 与 BD 相交 于 P. 设 A ABP, 
A BCP,2 CDP ,& DAP 的 外 接 圆 圆心 分 别 为 0, 02, 03, 04. 求证 :OP,0103， 
0:0; 三 直线 共 点 


I 
I 
H 
si 


PRU A. PEBSMKELNTSAKSAE | 
密 科学 对 于 他 研究 哲学 是 必 不 可 少 的 准备 在 柏拉图 的 学 校 入 口 处 张 
幸 通 告 ;“ 不 越 悉 几 何 学 的 人 请 为 入 内 s” W, BRAA WERAK 
通晓 几何 学 的 人 作为 他 的 学 生 。 


CY!YU8TYT— ” 


— (Ball, W. W. R.) 
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第 八 章 ”坐标 法 


在 求解 平 曾 几何 问题 时 ,我 们 把 通过 建立 坐标 系 ,将 几何 的 基本 对 象 (点 ) 
和 代数 的 基本 对 象 ( 数 ) 联系 起 来 ,使 平面 图 形 问题 转化 为 有 关 点 的 坐标 的 代 
数 问题 来 研究 求解 的 方法 称 之 为 坐标 法 . 

坐标 法 是 16 世纪 数学 领域 最 重要 的 成 果 之 一 .今天 ,坐标 法 的 内 容 更 加 丰 
富 多 彩 , 它 提供 了 把 几何 量 代数 化 的 多 种 途径 , 它 是 数 形 结合 的 桥梁 . 

采用 坐标 法 求解 平面 几何 问题 , 禹 注意 的 是 ， 

(1) 尽 可 能 将 平面 几何 问题 化 为 简单 的 代数 问题 , 为 此 ,需要 选择 恰当 的 
坐标 系 ,采用 便于 推导 的 方程 形式 ,结合 并 利用 几何 知识 ,注意 各 表达 式 的 几何 
意义 等 ; 

(2) 要 善于 运用 各 种 代数 技巧 ,还 要 注意 式 的 对 称 性 ,轮换 性 ,选用 合适 的 
参数 及 曲线 系 , 巧 妙 地 消 元 ,并 有 条 不 寨 地 推演 计算 . 


一 、 平 面 直角 坐标 


运用 平面 直角 坐标 法 解 题 ,经 常 要 用 到 下 列 基本 公式 . 
(1) 两 点 ACs y1), BOn y) 之 间 的 距离 公式 

1 AB | = V (ai = 22) + (yi = ya)? 
(DA (Ca yi), BCer, ya) 两 点 连 线 的 斜率 为 
nN 


X2 一 Xy 


kap = tana = 


其 中 ,a 为 直线 AB 的 倾斜 角 . 
(3) 定点 Pla, y) 分 线段 AB HEHA = - 1) 的 定 比分 点 公式 


xy + A Yi + À; 
[| 


(a = Fra = #2) 


x= 


其 中 ,A{x1,71) ,B(x2,y2). 
特别 地 ,车 有 A(xu,yi),B(za,y2), C(xs,ys), M| A ABC 的 重心 C(xo,yo) 
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的 坐标 为 
žo = 到 (am + x + %3) ,ya = iO + 2 + y3) 
(4) 过 点 P(xo, yo) 且 和 斜率 为 直线 方程 为 y - yo = kla- so); 在 y 轴 上 
RIER b RRK k WARNEN y = ke + 5; 过 两 点 P(x1,71),P2(x2,72) 的 


⁄ — “| 


直线 方程 为 “一 全 = 之 二 全 ;在 = 办 ,7 轴 上 的 裁 距 分 别 为 ,8{( 均 不 为 0) 的 
y2- A w x 


直线 方程 为 < +7 = 1; 直 线 方程 的 一 般 形式 为 he + By + C = 0(4,8 不 全 为 
0). 
(5) 两 直线 L, bh FESE, I 
h £ bek = kul L bekt k =-1 
(6) 斜率 为 ki, ko 的 直线 1, 与 的 夹 角 公式 
h- k 
= TF 用 


(7) 点 P(xo, yo) 到 直线 Ax + By + C = 0 的 距离 
d= | Azo + Byo+ C | 


tan 0 1 


V A + B> 
(8) 三 点 4(x1,y1) ,B(x2,72) ,C(x3,y3) 组 成 的 三 角形 的 面积 公式 
“anl 
Saase -4 x yo 1 
# y 1 
的 绝对 值 . 
(9) 圆心 C(xo, yo) ,半径 为 > 的 圆 的 方程 为 
(z -= x0)? + (y - yo = P 
beO’, - 2) 84631 / D+ EAF 的 加 的 方程 为 
2 + + D +Ey+F=0 (D+ E -4F > 0) e° 
(10) 切 点 为 (xo, yo) HA O 的 切线 方程 为 
zoz + yoy + D. f e PA, R0 


UDHE 2 + 2 = PIAR) 的 两 条 切线 的 切 点 弦 方 程 为 


mz + yy =P 


A 坐标 
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(12) AMERA Cy) = 0,f(x,y) = 0 的 交点 的 曲线 系 方程 为 
Axy) + Af(s.y) = 0 

下 面 给 出 运用 直角 坐标 法 解 题 的 一 些 例子 . 

例 1 如 图 1.8.1, 给 定 任 一 锐角 AAB 及 高 48, 在 
AH 上 任 到 一 点 DD, 连 BD 并 延长 充 4C FE, ië CD HEK 
交 AB 于 上 .求证 :AHE = 一 4FP,( 参 见 本 简 第 三 章 中 
例 13) 

证 明 SE BC 与 48 MEERN «W, y 轴 建 立 平 
面 直角 坐标 系 . W A,B,C,D 的 坐标 分 别 为 (0,a), (b, P 
0), (c,0),(0,d), DI BD. AC 所 在 直线 的 方程 分 别 为 

+ + 1 = 1, + z =1 
它们 的 交点 E WERN 


(£ d-a bd- c)) 
ed- ab ' ab- cd 


_ adlb- c) 
即 ke = pela = d) 
同 理 k ad(b — c 


H = bla d) 
从 而 LAHE = ZARF, 
注 : 也 可 不 求 出 点 ,的 坐标 ,由 两 直线 方程 相 减 得 HE 的 方程 为 


Al. Cl 1). 
sl)+y 1)=0 


同 理 得 HF 的 方 各 为 x( 二 -十 ) + 7 二- 上) = 0 
由 此 看 斜率 关系 即 证 .这 是 用 坐标 法 解 题 避免 繁杂 计算 常 采用 的 技巧 ， 
例 2 设 瑟 为 锐角 公 ABC 的 垂 心 ,由 4 向 以 BC 为 直径 的 贺 作 切线 4P,40， 
WARIA P, Q.3RIE: P.H, Q ZARR. 
证 明 ”如 图 1.8.2, 以 BC 所 在 直线 为 x 加 ,BC 的 ”A 
PERA y 轴 建 立 宜 角 坐 标 系 . 设 B(- 1,0), C(1， P 
0), ACxosyo) (xQ + à > 1), 则 以 BC 为 直径 的 加 的 ⁄ A 
HEX +y = 1. 

由 解析 几何 知识 得 直线 PQ 的 方程 是 

xos + yoy = Í ®© 图 1.8.2 
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直线 4D 的 方程 是 x xo © 
直线 BE 的 方程 是 ss-a) © 


2 

由 OORE Ho TA), MAREM 有 在 直线 PQ L. 

例 3 如 图 1.8.3, 在 四 边 形 ABCD 中 ,4B = AD, BC = 
CD. 过 4C,BD 的 交点 0 任 作 两 条 直线 ,分 别 交 AD 于 五 , 交 
BC 于 下 交 4B 于 6C, 交 CD 于 及 GF, EH 3y3|2 BD + I, 
了 求证 :10 = 0) (参见 本 简 第 六 章 中 例 19) 

证 法 1 显然 4C 是 BD 的 中 恒 线 ,以 0 为 原点 ,BD,AC 
所 在 直线 为 + 轴 ,y 轴 建 立 平面 直角 坐标 系 . 设 4(0,4)， 
B(- b,0), C(O, c), D(b,0). WEER AB 的 方程 为 


-六 + 六 -1=0 ®© W 1.8.3 
设 CH 的 方程 为 x-ky=0 @ 


( 当 GH 与 BD 重合 时 ,结论 显然 成 立 ,所 议 总 可 假定 CH 的 方程 如 上 ) , 则 过 Ç 89 
直线 GF 应 为 
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-f+ -1+A(x -= ky) = 0 ® 
同样 , 设 EF 的 方程 为 x*-hy=0 @ 
则 过 F 的 直线 CF 的 方程 应 为 

-br+ Ë -14 pla- hy) = 0 ° 


由 于 图 ,@ 为 同一 二 级 对 应 数 应 相等 ,所 以 = pp, 并 且 


Ti 
% c 


1 1 
即 A= yt aG 


e 


在 图 中 令 y = OREI WREED = (- + a 


同样 ,可 求 得 J 的 横 坐标 为 -全 EO = Š = - 1. 
Aü x; = - xz, BP 10 = OJ. 
注 :将 6 人 的 方程 写成 @ ,而 不 是 通常 的 y = x, 是 为 了 使 @,@ 中 待定 参 
数 相等 ,省 却 许多 麻烦 .运用 直线 系 方程 是 坐标 法 的 一 个 重要 技巧 .如 果 分 别 写 


WAS 坐标 法 
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出 有 关 直 线 方程 ,而 求 点 E, F, G, HR, DR EH, GF 的 方程 而 求 1, J 的 横 
坐标 将 会 使 计算 量 大 大 增加 .此 外 ,注意 到 字母 的 对 称 性 ,如 J 的 横 坐 标 可 以 立 
即 写 出 ,不 必 再 … 步 步 推导 .这 些 都 是 坐标 法 的 技巧 . 


证 法 2 设 EH 的 方程 为 之 + 世 = 1 


@ 
© 
1 
=) = 0 @ 


由 于 AD 的 方程 为 ++ = 
两 式 相 减 得 *CL T) + CT 
这 就 是 oF 的 方程 ,因为 它 过 原点 0( 无 常数 项 ) ,也 过 @, Q 的 交点 F. 
同样 ,08 的 方程 为 
se 人 
设 GF 的 方程 为 4,2- 
z f 


则 OF, 0G 的 方程 分 别 为 
K eper- 
+4) + G- 


由于 图 与 四 ,四 与 四 是 阿 - 条 直线 ,所 以 
1 1 1 1 


由 比 的 性 质 


ni |= 


MT g =-e, 即 10 = OJ. 


注 : 若 EH Wy 轴 , 即 六 这 一 项 应 当 略 去 ,或 者 GF // y 轴 ,也 作 同 样 处 理 ， 


推导 依然 成 立 . 
从 上 述 几 例 可 以 看 出 : 仅 与 直线 (没有 
有 把 握 解 决 的 . 


) 有 关 的 问题 ,运用 直角 坐标 法 是 


例 4 在 一 个 平面 上 ,e 为 一 个 圆周 ,直线 ?是 圆周 的 一 条 切线 ,1 为 ?上 一 


点 , 试 求 出 具有 如 下 性 质 的 所 有 点 P HRE: 


在 直线 1 上 存在 两 个 点 8 HR, (š 
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得 M 是 线段 QR 的 中 点 , 且 e 是 A PQR 的 内 切 圆 . 
解 ”如 图 1.8.4, 以 直线 L w SH, M 点 为 
原点 建立 平面 直角 坐标 系 . 设 c 的 圆心 4(a， 
b), Li Plxi,y1),0(- c,0),R(e,0), M yi 
AFA 4 的 直径 25 ,否则 与 题 设 矛盾 . 
PR 的 方程 为 
yuxs + (c - xa)y- en = O 
PQ 的 方程 为 
yis — (c + a)y + oi = O 
由 PQ 和 PR 与 圆 4 相 切 , 则 有 
Lya +(e- x)b- ol _ 
V yi + (e-a)? Ë 
Lyia-(c+#)b+ oil _ 
V yi + (c + x132 E 
上 述 两 式 两 边 平方 后 相 减 后 整理 得 
4cyi(ayi ~ bxy < ab) = 0 
因为 cy z 0, 所 以 ay; = bry- ab = O 
车 a = 0, 即 4 在 7 轴 上 ,由 xi = 0 知 满 足 条 件 的 点 了 的 集合 是 不 合 端 点 
WRR IC) 1 x1 = 0y > 28}. 


Ba OM yi = Pa + 5, 妈 满足 条 件 的 点 P ARARNAR any) | 


b 


b 


y= P. +b, > 2b}. 

综合 可 知 ,点 P 的 集合 是 过 点 (a,25) 且 平行 于 MA 的 直线 位 于 y = 2b 上 
方 的 部 分 . 故 点 了 的 集合 是 过 i 与 e 的 切 点 关于 圆心 4 的 对 称 点 上 且 平 行 于 M4 的 
射线 ， y 

注 :车 将 条 件 改 为 “c 是 A PQR 的 内 切 圆 或 旁 切 
圆 ”, 同 理 可 求 得 点 P 的 集合 是 过 1 与 * 的 切 点 关于 圆 
Ò 4 的 对 称 点 且 平 行 于 M4 的 直线 除去 被 圆 。 截 得 的 
RARS IAZA. 

例 5 如 图 1.8.5, 在 圆 0 中 , 纺 GH WPAXM; 
P, Q 在 直线 GH E3F R 35 T M 对 称 , 过 P HRR 
0 于 C,D; 过 0 作 制 线 交 圆 0 + B, A; AC, BD 分 别 交 图 上 85 
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PQ 于 五 ,下 .求证 : EM = MF. 

证 明 ”以 用 为 原点 ,GH 所 在 直线 为 x 轴 建 立 直角 坐标 系 . 设 圆心 0 
(0, - a), 圆 半径 为 r, 则 圆 0 的 方程 为 x? + (y ~ a) = r, 

É P, Q 的 横 坐 标 为 - b,b; CD, AB 的 方程 为 

y = kila + b),y = h(x — b) 
则 知 图 0 与 二 直线 CD , 48( 退 化 二 次 曲线 ) 的 曲线 系 方程 为 
x+y-e2-r+ahy-hx+by-ipz-b]=-0 0 

此 方程 表示 过 C,4 ,也 , 妃 四 点 的 二 次 曲线 ,特别 地 ,二 直线 AC, DB( 退 化 
二 次 曲线 ) 也 包含 在 此 曲线 系 @ F. 

在 四 式 中 , 令 y = 0 得 二 次 方程 一 次 项 系数 为 0, 知 式 表 示 的 任 一 二 次 
曲线 (包括 退化 二 次 曲线 ) 与 < 轴 ( 即 PC 所 在 直线 ) 的 两 交点 模 华 标 x1, x; 之 和 
均 为 0, 即 xi + x = 0. 从 而 ,FF 的 横 举 标 互 为 相反 数 , 即 B0' = OF. 

注 :由 上 述 证 法 ,我 们 可 以 看 到 :1) 过 P( 或 8) 点 的 割 线 可 改 为 过 P( 或 0) 
的 切线 ,结论 仍然 成 立 ;2) 可 将 癌变 为 一 般 的 圆锥 曲线 ,结论 仍然 成 立 ;3) 若 P 
5 q 重合 则 为 蝴蝶 定理 (参见 本 简 第 五 章 中 例 16) .由 此 可 见 ,直角 坐标 法 有 时 
比 纯 几 和 何 的 方法 更 深入 ,更 易于 获得 普遍 性 的 结论 . 而 这 普 凯 性 结论 的 证 明 并 
不 困难 ,甚至 比特 殊 结论 的 证 明 还 要 容易 . 这 就 是 坐标 法 在 解决 问题 中 更 容易 
揭示 出 问题 实质 (内 在 规律 ) 的 长 处 . 


二 ,平面 极 坐 标 


运用 平面 极 和 坐标 法 解 题 ,经 常 要 用 到 下 列 基本 公式 : 

O 由 极点 出 发 , 极 角 为 < 的 射线 方程 为 9 = a tir BE o 可 取 负 值 ， 
则 此 方程 表示 过 极点 , 极 角 为 a WER. 

(2) 法 线 辐 角 为 % ,法 线 长 为 p 的 直线 方程 为 o. cos( 8 - o) = p. 特 别 地 ， 


过 点 (a ,0), 与 极 轴 垂 直 的 直线 方程 为 o cos 0 = ala > O, - > < 日 < 2): 


BAU, D) SHBA Ea 0 'sin0 = afa > 0,0 < 0 < z); Ë 
过 点 (po, 00) ,法 线 辐 角 为 o 的 直线 方程 为 p . cos(9 - w) = po coslo — w); 
经 过 点 (po, 00), TRR AA a 的 直线 方程 为 p : sin(9 - a) = oo ， 
sin (ĝo — a). 


(3) 经 过 两 已 知 点 Pi(ou 01) 和 P,(ox, 0) (oi = 0, p> = 0) 的 直线 方程 为 
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sin(02 ~ 0) . si- 0) ，sin(g ~ 0) 
e 7 e p2 
(4) 圆心 为 C{po, 890) ,半径 为 > 的 圆 的 方程 为 p? - 2ppo，eos(6 - 60) + 
加 = 中 .特别 地 , 当 圆心 为 (r,00) 时 ,方程 为 p = 2r ,cos(g - 90); 当 圆心 为 (7， 
O 时 ,方程 为 P = 2r cos 8(9 € [一 子 , 亨 ]); 当 圆心 为 (7, 玫 ) 时 ,方程 为 p = 
2r > sin 0(0 < 9 < m); 当 圆心 为 (0,0) 时 ,方程 为 p = r. 
Dh C) VD E arctan E) (Ch VD + Ela + atn Ž)(D > 


中 ,半径 为 二 Y 更 + E AF(D + E -4F > 0) 的 图 的 方程 为 
O +o(D:cos0 + E: sin0) + F = 0 (D + E -4F > 0) 
(5) 两 点 Pi(p1,01), Pa(p2,02) 之 间 的 距离 公式 为 
d= Vith- Zopa * cos(0, - 6) 《pl > 0,p > 0) 
(6) 点 Polpo, 8o) 到 直线 o . cos(8 - w) = p 的 距离 公式 为 
d =+ [o ` cos(g - o) - p] > 0 

其 中 ,直线 不 过 极点 ,点 Po 与 极点 在 直线 两 侧 时 , 取 “- "号 ;过 极点 ,点 Po 在 直 
线 上 方 时 取 “+” 

(SABC 三 顶点 的 极 坐标 为 4(ol,b),B(pa,g),C(es,b), 则 和 4BC 的 123 
面积 为 
Sase = 1 | 0162 ` sin(@> - 01) + papa * Sin( > ~ 02) + polysin(b — 03) | 

(8) 三 点 AC p101), B(oz,0>), C( ps, 65) 共 线 的 充 要 条 件 为 

sin(0) - 0) sin(G3- 0) sin(0, - 0,) 
Pi + ez t p3 

其 中 ,pl p2: ps = 0. 

(9) 当 极 点 与 直角 坐标 系 原点 重合 时 , 极 坐标 (p,0) 与 直角 坐标 (x,y) 的 
关系 为 


=0 


peeso 


了 = Q + y: 
y = P sin 0” | 


tan 9 = T(x z 0) 


运用 极 坐标 法 解 亚 , 跟 运用 直角 坐标 法 解 题 一 样 , 首 先 要 选择 恰当 的 点 为 
极点 ,恰当 的 射线 为 极 轴 建 立 极 坐标 系 ,再 灵活 运用 上 述 公式 求解 ， 
例 6 如 图 1.8.6, 已 知 圆 0, SA 0; 外 切 于 刀 , 作 两 圆 的 外 公 切 线 4 ,4， 


_ 
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8 分别 为 圆 01, 圆 0, 上 的 切 点 , 连 40: 交 圆 01 T C, E, 
过 C 作 图 0; 的 切线 CE, E 为 切 点 ,求证 : CE = CA. A 


证 明 ”以 C 为 极点 ,使 CA 在 极 轴 上 建立 极 坐标 ZS 
£. f 
TB 0, 的 方程 为 G; ⁄ 
p = 2a : cos 9 


圆 0, 的 方程 为 
pr - 2pop ` eos(6 — 8o) + p — r? = 0 
连 0,02, C02, 02E, {Ë 0,F L CA FF. h 
I CF |? = (2a - r = 4a? + r- 4ar 
1 OF |? =) 010:1? -OF = (a +r)? - (a - r)? = 4ar 


有 I CF P+ OF I? = 4a + 
即 B= 4a2 + 

亦 即 pk = pb- r = 4a,pe = 2a 
W CE = CA. 


例 7 如 图 1.8.7, 从 圆 O 外 一 点 4 引 圆 0 的 切线 
AB,AC;B,C 是 切 点 . BD EMO 的 直径 , 作 CE | pp + 
E, AD 28 CE FMRE: AD 平分 CE. 

证 明 ”以 圆心 0 为 极点 ,使 OD 在 极 轴 上 建立 极 坐 
标 系 . 设 C(r,e),D(r,0),B(r,z),M(oo,0o), 则 切线 
AC 的 方程 为 po cos(8 - w) = r, 射 线 OA 的 方程 为 9 = 


Llw tn) BERE AG ia Se) WER AD 的 
方程 为 
si (t - 0) si (+ - 0) sin + * sin 0 
e = T + r 
即 2p ° sin 0 - sin 3 = cos % (r — p * cos 0) 


又 知 E(r， cosw ,0), 则 CE 的 方程 为 
0 ° cos Ü = r ° cos w 


将 其 代入 上 式 得 20+ sinf = r" sinw 


第 一 篇 装备 精良 "兵器 "一 -掌握 基本 方法 


即 有 2o sin ĝo = r * sinw y 

而 | ME = p ° sin0, | CE į = r * sinw 9 m” 7- 

B2 I ME |= CE, 4D 平分 CE. È N 
Be ”如 图 1.8.8, 已 知 半圆 的 直径 AB KA, ?AM N B 

外 的 直线 1 与 BA 的 延长 线 垂直 于 7, 471= 200a < “ 

亏 ), 半 贺 上 有 相 异 两 点 M,N, 它们 与 直线 1 的 距离 miss 


1 MP 14,1 NO REREH = LAOI = 1 求证 ;AM 1+ ANI=lABI. 


证 明 ”以 4 为 极点 ,使 AB 在 极 轴 上 建立 极 坐标 系 . 于 是 半圆 的 方程 为 
Pp = 2r* cos 0. 设 M(py,01), N{py, 02), WN py = 2r * cos 01, py = 2r * cos ba. 
过 M,N 作 MM' | AB +M',fE NN' 4B 于 NW', 则 
I MP \ = 2a + 2r > cos 0), 1 NO1= 2a + 2r + cos? 0, 
2a + 2r cos 0, 2a + 2r ° cos 0, 
再 由 已 知 条 件 有 一 -aos 0 `= Tr [N t 
亦 有 r: cos 0, — r` cos Ó, + a = O,r * eog2 0, — r * eos 0, + a = O 
此 两 式 相 减 得 r(cos 0, - cos 0,)(cos gl + cos 0; — 1) = O 
而 r《cos 91 - cos 0,) = O,M cos 91 + cos 0, = 1 故 
LAM 1+1 AN |= 2r(cos Ó, + cos Q) = 2r =| AB | 
例 9 如 图 1.8.9, 从 圆 01 外 一 点 4 引 两 条 切线 
AB, AC, E B, CHIA. XE BC, XA AIO WER AA 
RNR APE 交 BC F RRE: < 
2 1 1 © 
AR = AP t 40 
证 明 ”以 4 为 极点 ,使 404 在 极 轴 上 建立 极 坐 标 
系 . 设 0(e,0), 贺 0 的 半径 为 ">,AB04 = olw E 


(T) MR M 的 坐标 为 (e + r cos w0), BC 的 方程 为 p. eos 8 = a + r- 
cos o. 
X AQ 的 方程 为 9 = p, W 


_ G+ ° C08w 
PR = cos @ 


令 ALBh0 =a, jo = 3 -asina = 二 ,于 是 
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图 1.8.9 
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a-r'sina arma @-r 
PR= cos o — cosp Ta'cogp 
2 _ 20 cosg 
即 = 2 2 
PR a= r 
LE 01 的 方程 为 p- 2ao eos 0 sa- r s0 
1 1 1 1 _ Pr+ 02 _ 2a : cos 9 2 
| = = = = 
则 AP + AGT pp” pp -r ` AR 


例 10 如 


切 于 P,Q.3RU 


p’ cos(0 — w) = R > cos w 


O, WY 


图 1.8.10, 在 和 4BC 中 ,4B = AC, 
01 内 切 于 G ABC 的 外 接 较 和 ,并 且 与 AB,AC 分 别 村 

E: PQ HE M Æ AABE 的 内 心 ， E 
证 明 ”以 0 为 极点 ,使 04 在 极 轴 上 建立 极 坐 标 
系 . 设 圆 0， 


LIIK R, r, AB 的 方程 为 


FH, ZPOA = ohg = cos w, ËD 


有 


又 


r 
SE = cos w 
2R-r 


r(l + cos w) = ZR > cos w 


| OM |=| 010 I-l OM |= (R - r) - r * cos e = R(1 - 2cos w) 


则 点 M 的 坐标 为 (RC1 -~ 2eos a),m). 
因 点 M 与 极点 在 直线 4B 的 同 侧 , 则 M 到 48 的 距离 为 


dy = = [ R(1 — 2cos w) > cos(x ~ w) ~ R ° cos w] = 2R + cos wll — cos w) 


x 


2R 


| MD |= | EM |--I ED |= (r + r * cos o) = 2R co w = 


* cos wll — cos w) 


ËI MD |= du, 即 对 为 和 4BC 的 内 心 . 

从 上 述 各 例 可 以 看 出 :由 于 在 极 坐标 (6,9) 中 ,p 表示 线段 长 度 灵 活 方便 ， 
f 且 能 从 极 坐 标 方程 中 求 出 ;角度 9 使 有 关 运 算 转 化 为 三 角 画 数 运 算 , 计 算 有 
公式 可 循 ,因此 运用 极 坐 标 法 解 平面 几何 问题 别 具 特 色 . 


三 .平面 斜 ( 仿 射 ) 坐标 
平面 斜 ( 仿 射 ) 坐标 系 与 平面 直角 华 标 系 的 差别 就 在 于 两 轴 间 的 夹 角 及 四 


上 单位 长 度 不 一 定 相间 ,在 余 坐 标 系 中 ,分 点 公式 ,直线 方程 的 各 种 形式 都 与 直 
角 坐 标 系 中 的 类 似 或 相同 . 由 直角 坐标 系 变 为 妊 坐 标 系 , 保 持 点 和 直线 的 结合 


并 
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关系 ,保持 直线 的 平行 关系 ,保持 两 平行 (或 共 线 ) 线段 的 长 度 比 ,因此 ,在 适当 
的 斜 坐标 系 中 (或 称 为 仿 射 变换 — 把 任意 直线 都 变 为 直线 的 平面 到 自身 的 
一 一 变换 ), 任 一 个 三 角形 可 变 为 正三 角形 ,梯形 可 变 为 等 腰 梯 形 ,平行 四 边 形 
可 变 为 正方 形 ,椭圆 可 变 为 圆 等 . 

在 余华 标 系 中 ,两 点 Pin, y1), Para y2) 间 的 距离 公式 为 

i PIP, | = V (m = ma) + C71 = ya) + 2(ma = aa) (i ~ ya)cos Ô 

三 点 Alay) Blaz y2), C( xs, ya) 组 成 的 三 角形 的 面积 公式 为 
“ay l 


X yı ljisin @ 


x3 ya Í 


Saase = > 


的 绝对 值 .其 中 ,9 为 两 坐标 的 夹 角 . 

例 11 如 图 1.8.11,4,8,C 在 直线 1 上 ,A',B'， 
C' 在 直线 上 . 若 4B' // 4'B,AC' // AC, YE: 
BC // B'C. 

证 明 BSar 相交 于 0( 若 1 r 则 结论 显 
然 ) ,可 以 0 为 原点 ,4,7 分 别 为 x 轴 ,7 轴 建 立 斜 坐标 
系 . 并 设 ACa,0), B(b,0), C(c,0),A' (0,a'), B (0, 
b), 0,e) 则 AB' 与 4'8 的 方程 分 别 为 127 


+ 着 = 过 + 省 =1 


为 48 7 B MË = 
RA bb = ec ,妓生 


这 就 说 明 直 线 BC' (二 + = 1) 与 直线 B'O(Ž + v = 1) 平行 . 

例 12 ”如 图 1.8.12， am AB 的 中 点 为 到 ,从 
AB 上任 一 点 C 向 直线 4B 的 一 侧 引 线段 CD , 令 CD 的 
PRX N, BD 的 中 点 为 P,MHw 的 中 点 为 0. 求 证 :直线 
PQ 平分 线段 4C. 

证 明 ”以 号 为 原点 ,直线 BD, BA 为 坐标 轴 建 立 , 


斜 坐标 系 . 设 4(0,a),C(0,c),D(d,0)， weg, 0), 


„BI ea = bb. 


=i = ° Ñ 
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MOS) NE, E) QCH, EHE), AC RERE RERA 0, HEE), A PE 的 
中 点 坐标 为 

x= Ledao) = dya Leo, ste) = = 
从 而 点 Q 的 坐标 与 线段 PE 的 中 点 坐标 相同 , 即 P, 
Q, E RRi PQ FAAC. 

例 13 ”如 图 1.8.13, 任 意 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 or l 
AC, BD BRA F M N; BA, CD 的 延长 线 相交 于 
0. 求 证 :4Saomw = Saco. (参见 练 习题 1.3 中 第 4 
EN). 

证 明 ”以 0 为 原点 ,4B , CD 所 在 直线 为 坐标 轴 建 立 斜 坐 标 系 . 设 四 边 形 
四 顶点 的 坐标 为 4(2a,0),B8(28,0),C(0,2c),D(0,2d), 人 BOC = 0(0 < 0 < 


F) Mla, c), NC, d). DAN 


c F 


x 


图 1.8.13 


128 


bd 
Saon = + sin 0 
a c 
的 绝对 值 为 L | be = ad Ising 
2b 0 2a 0 
Sao = Saos - Saow = + 0 2 sng- N aq in = 
2 | bc — ad | sin 9 
MK 4SaoMN = Samep. 
例 14 如 图 1.8.14, 线 段 4B / D,C,AC // B 
DB, AED, D, E. RYE: Sa pc JES AA, M SAAD, q 


的 比例 中 项 . 
证 明 。 因为 梯形 为 仿 射 不 变形 ,所 以 假设 是 
中 的 两 个 宰 形 可 由 两 个 特殊 的 直角 梯形 经 过 选取 。 f D 


特殊 的 斜 坐标 系 后 得 到 ,如 图 1.8.14 下 图 , 设 梯形 B . 
C'B'4'Dy 和 梯形 CEDA W 35 E fB 93, B 7 e 
CDi = DIA = MB' = 单位 发 1. 梯 形 4'DyC'B' wa 

EHER PLESA Di 4 Db; 


梯形 AD,CB, 梯形 ACBD 一 > 
ACBD, , W| 图 1,8.14 
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Sarre = Jaw -MC =1 
Sase; = Jaw “ADY = 2,Sawcp: = 4 
从 而 Sangen; ' Sason; = Sareo 
故 Saano, © Sanm, = Saage- 

例 15 如 图 1.8.15, 设 A, BB', CC 交 于 点 0， 
BCH BC, CAI CA ,AB A'B RAT X,Y,Z. 
求证 :X,Y,2 三 点 共 线 . ( 戴 沙 格 (Desorques) 定理 ) 

证 明 ”以 0 为 原点 ,04,0B 所 在 直线 为 x 
轴 ,y 轴 建 立 余 坐标 系 . 设 A(1,0),A'(a,0), BCO, 图 1.8.1 
1) ,8(0,5), 则 AB, A'B 的 方程 分 别 为 


x xv 
xX+y= L+ + j ° 1 
¿fim (at= t00) R Cle, y,), C (ku, by) M Bc, BC 
的 方程 分 别 为 
(Ye Dx - z(y - 1) = 0,(by Dr- ka (y - b) = O 0 
显然 ,点 在 中 中 两 直线 构成 的 直线 系 中 .现在 的 问题 是 如 何 确定 这 直线 
系 中 的 一 条 直线 使 得 它 通过 Z 点 .为 此 ,计算 @ 中 两 方程 左 端 得 z 的 值 
(yD. < B. atza 1- < 


(x + x — 1) 
(ye 1): < _ k [ta 1] = aUh as + D - D 
于 是 ,点 Z 坐标 满足 


(y = Dz - z.(y = 1) ç + y — 1 


Cins = ba = aly- b) T pke Ps py 


换 句 话说 直线 XZ 的 方程 为 
(s= Da = aly- D A x ~ Ey + ba, @ 
其 中 ae X yuy. = 1 


kx/a + hy/b = 1 
网 理 ,4C AC 的 方程 分 别 为 
ye(z-D-(z-Dy=0i(x = a) = (kr, -ay=0 


- 
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而 YZ 的 方程 为 
yela- 1) = (xe -Ty =al Ey- jy] @ 


〈 这 些 式 子 均 只 需 在 相应 的 个, @ 中 将 字母 * 与 y,a 与 5 互 换 即 可 得 出 ). 将 四 
AR y.,@ AFR x, 然后 相 加 ,这 时 常数 项 为 0, 而 x 的 系数 为 


FE 


siaty- D-an] 


y 的 系数 为 nloyri P(e- DaD 
fal- (aey D + AG D _ 1 = 0 
所 以 得 出 一 个 恒等式 , 即 O, O 为 网 一 直线 , 故 x, Y, Z RR. 


P. El bp (D bba) 


平面 上 任 取 一 个 人 4BC ,充当 坐标 三 角形 . 对 于 该 平面 上 任意 一 点 M, H 

下 述 三 角形 面积 比 
Samec : Samca : Sams = Pi: H: p 
WA M 关于 A ABC 的 面积 坐标 或 重心 坐标 , 记 为 
M = (Gi: m: 13) = {p29 

注意 这 里 的 Sanso Sana Samea 都 是 带 符号 的 .通常 约定 ,顶点 按 逆 时 针 
方向 排列 的 三 角形 面积 为 正 ,顶点 按 顺 时 针 方向 排列 的 三 角形 面积 为 负 . 这 样 ， 
各 个 坐标 分 量 Ai(i = 1,2,3) 都 是 可 正 可 负 的 . 

由 定义 可 知 , 某 个 点 开 的 面积 坐标 既 可 记 为 (pa : pa : pa) ,也 可 记 为 | ky, 
kaa, kya) , 即 其 记 法 并 非 惟 一 ,可 以 相差 一 个 非 0 的 常数 因子 (这 类 坐标 叫做 齐 
次 坐标 ,通常 用 的 直角 坐标 不 是 齐 次 坐标 ), 当 A++ 各 = 1 时 , (a: ga: 
3) 称 为 规范 面积 坐标 . 

如 以 a,5,c 表示 AABC 三 边 ,4,8,C 表示 三 内 角 ,p = Ela + b+ o), 


Pa =p - a,xa = - a? + b2 + 2 5838, MAHI A ABC 的 各 种 “ 心 "的 面积 坐 
标 如 下 . 
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重心 :GC(1:1:1) = 6 T y; 


内 心 :I(a : b: c) = I(sin Á :sin B : sin C); 
旁 心 :1,(- a:b: c), 余 类 推 ; 


重心 :及 (二 : z : 1 = H(tan A : tan B : tan C); 


外 心 : O(a2x, : bxs : C2r.) = O(sin2Á : sin2B : sin2C)， 

在 运用 面积 坐标 法 解 题 时 ,经 常 还 用 到 如 下 一 些 基本 公式 . 

(1) ABG 的 顶点 的 直角 坐标 为 4(x1,y1) ,B(x2,y2) ,Cr3,y3) ,点 MCa : 
B: y) 的 直角 坐标 为 (x,y), 则 


_ A + pa t Ya ayi + By + Yys 
BA 


Q) Palai i B: 71) Palan: bin), M RIPI Pa EABELE - 2, 
2 
则 M 的 面积 坐标 为 
(Cpiai + paqz) : (pifi + pafa) : (piY1 + p272)) 
其 中 Pi TT G = 1,2) 


(3) È 4,8,C( 即 坐标 三 角形 三 顶点 ) 到 直线 L MERAIH hashi, he 
Mla: B : y) 为 直线 1 上 动 点 , 则 直线 1 的 方程 为 ha + hf + hy = 0. l 

(4) 两 直线 ha + h + hY = 0,ha + hB kiy =0 的 交点 的 面积 坐标 
为 

(Chahe = hoha) : (Cheha - hh): (hd ~ hiha )) 
(s) 过 两 点 (al : Bi : v1), Caa: 应 : y) 的 直线 方程 为 
(B> ~ 7271)a + (Yia - 72a1)8 + Cark - afi) Y = 0 

(6) 三 点 (ai : B; : yD = 1,2,3) 共 线 的 充 要 条 件 为 
al ñ > 
a Ë n 
a B Ys 
(7) 三 直线 ha + kB + 1 = 0G = 1,2,3) 共 点 的 充 要 条 件 为 
h h h 
h k h 
hs k h 


=0 


=0 
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(8) 两 条 直线 平行 的 充 要 条 件 的 方程 可 分 别 写 为 
ha + KQ + 1 = O 

和 (h+t)a+(k+í)B8+(1+ )y = 0 

(9) MHEN aa? + b iË + cly2 + a2BY + biya + cap = 0, 其 中 系数 
满足 

(br + c1- az) : (er + aí b2) : (aí+ bi- e2) = a 

其 中 ,a,5,e 为 坐标 A ABC 的 三 边 长 . 

例 16 给 定 一 个 人 4BC 及 内 部 一 点 已 ,直线 AP, BP 及 CP 与 对 边 的 交点 
分 别 为 4',B',C .求证 :下 列 三 个 比值 4P : PA',BP : PB' , CP : PC 中 ,至 少 
有 一 个 不 大 于 2, 也 至 少 有 一 个 不 小 于 2. 

证 明 H A ABC 为 坐标 三 角形 , 设 P 关 于 A ABC 的 面积 坐标 为 (a : 8 : 
站), 则 a + 8 + y = 1. 因 为 


2 52: 2 


Sapsc _ PA' 
Saase T AA T 
， AP l-e 
所 以 P4 a 
同 理 BP _ 1-8 CP _ 1-7 


PP” B PES y 
如 果 这 三 个 比值 都 大 于 2, 则 有 
l~a >2a,1- B > 2B,1- y > 2y 

部 1> 3a,l > 38,1 >37 

以 上 三 式 相 加 得 3 > 3Ca + B + 7) = 3, 矛 盾 . 这 说 明 三 个 比值 4P : PA, 
BP : PB' ,CP : PC' 中 至 少 有 一 个 不 大 于 2. 同 理 可 证 ,这 三 个 比值 中 也 至 少 有 
一 个 不 能 小 于 2. 

例 17 如 图 1.8.16, 设 ABCD 为 圆 内 接 四 边 形 ,求证 :4D .BC + AB ， 
CD = AC - BD( 托 勒 密 定理 ) 

证 明 取 公 4BD 为 坐标 三 角形 , 令 C 的 面积 坐标 为 ” jp 
Cp: pa: ps). 将 4(1:0:0),B8(0:1:0),D(0:0:1) Sec 


代 人 上 述 基本 公式 (9) ,得 外 接 圆 方程 为 


Pmp + ausi + fum =0 Xx 
X mig p= Sach: Sacs: Sac = AIN /8 
dfe . aber RA 
4R 4R 图 1.8.16 
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HF, R 29 A ABD 的 外 接 辆 半径 , 故 
— d2aebfbe - a? bofdfe + fdfeabe = 0 
IREI bd + ac = ef, BẸ 
AD - BC + AB > CD = AC > BD 

例 18 ”如 图 1.8.17, 自 公 4BC 的 顶点 4 向 其 他 两 角 4 
的 平分 线 BE, CF ER, EEN E, FRIE: EF // BC. 

证 明 ”取信 4BC 为 坐标 三 角形 , 设 F(a1 : az : aa), ç ó 
F(Pi: Ra: Ba). BC = a, AC = b,AB = c, 首 先 不 难 算出 


artas = ai esar: as = b cos(C + Ë): e» cos B a c 


图 1.8.17 
于 是 E= Ca toos $: b e eolC + 2) : e+ es) 


间 理 F = (ate i b- cos É: c + cos(B + £) 
由 上 述 基本 公式 (5) 得 EF 的 方程 为 
a B 7 


a eos 8 b + cos( € + 2) e ` cos Z -0 
c 


ë * eos "> b- oE c+ cosl B + £) 


利用 积 化 和 差 等 三 角 公式 得 
(bc sinA)a ~ (ac + sinB) ~ (ab + smC)y = 0 

BHEREĦH a -8 - y = 0, 或 2a - (a + B + y) = 0. 

由 上 述 基本 公式 (8) 即 知 此 直线 与 a = 0 BB BC 平行 , 即 证 . 

练习 题 1.8 

1. 若 四 边 形 一 组 对 边 的 平方 和 等 于 另 一 组 对 边 的 平方 和 , 则 此 四 边 形 的 两 
条 对 角 线 互 相 垂 直 . 

2. 在 直角 OABC 中 ,人 C = 9, ZA 的 平分 线 4T 交 BC 于 T,CD LABZ 
AT 于 ,TR | AB 于 R. 求 证 : QR // BC. 

3, 设 任意 六 边 形 ABCDEF ,各 边 AB,BC,CD, DE, EF, FA 的 中 点 依次 为 
天,N,P,0,RR,S. 求 证 :人 MPR 与 人 NOS 的 重心 重合 . 

4, 自 公 4BC RELH B| ZA 的 内 、 外 角 平 分 线 的 牌 线 , 垂 足 分 别 为 E, F. 
求证 :已 ,下 与 BC 边 上 的 中 点 村 共 线 . 
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5.2 ABC 的 三 外 角 平 分 线 分 别 与 其 对 边 的 延长 线 交 于 D,E,F. 求 证 :DD， 
吾 ,正三 点 共 线 . 

6. H È A ABC 的 重心 ,P 是 任意 一 点 .三 上 PAFL, Z BC T.X;fE HM | 
PB T M,Z CA 于 了 ; 作 HN L PC TN, AB FZ RWR:X,Y,Z 三 点 共 线 . 

7. 已 知 AB 是 半圆 的 直径 ,家 线 MN 切 半 圆 于 C K, AM L MN FM, BN 1 
MN 于 N,CD | AB 于 也 ,求证 ;(1)CD = CM = CN;(2)CD? = AM + BN. 

8. 已 知 点 和 在 以 48 为 喜 径 的 半 贺 上 , CD | AB TD A 0, 与 半圆 0,, CD 
以 及 AB 分 别 相 切 于 1 六, 五 .求证 :4C = AE. 


9. 已 知己 是 正 A ABC KHEB 上 的 一 点 ,求证 :(1)P4 = PB + PC; 
(2) PA? = AB? + PB» PC. 

10. 已 知 定 直线 OX, OY 及 定点 C, 过 C 任 作 一 直线 交 OX, OF 于 4,8. 作 BP 
LOX, EE» P. 作 AQ 上 07, 垂 足 为 0. 求 证, PQ 过 一 定点 . 

11. 用 射 坐 标 法 证 本 篇 第 一 章 中 例 6. 

12. 在 全 4BC 中 ,AB = 12,4C = 16,D 是 BC HHA, E, F 分 别 在 4C,4B 
上 ,直线 EF 与 4D 交 于 Pp, 著 AE = 24F, 求 EP : PF. 

13, 用 面积 坐标 法 证 明 ; 三 角形 的 重心 6, 内 心 1, Eb 三 点 共 线 ， 

14. 求 证 ;全 4BC 的 重心 C, 内 心 了 及 Nagel 点 (入 4BC 的 三 个 汰 切 圆 在 三 边 
BC,AC,AB EBUUJPS RBI D.E, F,AD, BE , CF 的 公共 点 称 为 Nagel 点 ) 共 
R. 

15. 求 证 :三 角形 的 Nagel 点 到 重心 的 距离 等 于 重心 到 内 心 距离 的 2 售 . 

16. 在 人 ABC 上 ,了 ,下 分 别 是 46 ,4C 上 的 一 点 , 且 4D = DB,AE = 2EC, 
BE ,CD 相交 于 PP. 求 证 : BF = 3FE. 
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我 们 把 运用 向 量 研究 ,求解 有 关 数 学 问题 的 方法 称 之 为 向 量 法 . 向 量 法 的 
特点 是 形 数 结合 ,运算 有 法 可 循 ,因此 向 量 法 既 有 综合 法 的 灵巧 ,又 有 坐标 法 的 
方便 ,能 把 综合 法 与 坐标 法 有 机 地 结合 在 一 起 . 因而 平面 几何 问题 如 用 向 量 法 


来 研究 与 求解 ,往往 显得 明快 .简洁 和 容易 人 手 , 它 克服 了 
需要 添 冒 若 于 辅助 线 而 显得 不 易 捉 摸 的 缺点 ,同时 又 因为 
标 系 , 故 向 量 法 求解 平面 几何 问题 较 之 坐标 法 也 具有 一 定 


一 、 向 量 的 有 关 基 础 知识 


几何 综合 论证 中 常常 
向 量 公式 不 依赖 于 从 
的 优越 性 . 


(1) 既 有 大 小 ,又 有 方向 的 量 称 为 向 量 , 或 从 始点 4 到 终点 B 的 有 向 线段 


叫做 向 量 , 记 为 入 或 ;始点 与 终点 重合 的 向 盟 叫 做 零 向 
戎 的 长 度 称 为 向 量 丰 的 模 ( 或 长 ), 记 作 AB I | a AR 


量 相 等 ,我 们 对 这 两 个 向 量 可 以 不 加 区 别 ， 
模 为 1 的 向 量 叫做 单位 向 量 ; 设 忆 是 坐标 平面 内 任意 


HE a 的 逆向 量 记 为 ~ a. 


量 , 记 作 0; 有 向 线段 
两 个 向 重 平 行 并 且 同 


向 ,而且 长 度 相等 , 即 一 个 向 量 可 以 由 另 一 个 向 量 平移 而 得 到 , 则 认为 这 两 个 向 


一 点 ,0 是 坐标 原点 ， 


句 量 5 访 叫做 点 忆 的 位 置 向 量 ;两 个 模 相 等 而 方向 相反 的 身 量 叫做 蕊 为 北向 量 ， 


《2) 两 个 向 量 的 和 是 一 个 向 量 , 它 可 以 这 样 得 到 :以 第 一 个 向 量 a 的 终点 


作为 第 二 个 向 量 8 的 始点 ,从 第 一 个 向 量 的 始点 到 第 二 个 


商量 的 终点 所 作 的 向 


最 就 表示 这 两 个 向 量 的 和 ,或 将 这 两 个 向 量 a,b 的 始点 置 于 一 处 ,并 以 它们 


为 邻 边 作 平行 四 边 形 , 则 将 其 共同 始点 为 始点 的 对 角 线 表 
+b, B c = e+83 可 以 将 两 个 向 最 的 和 的 定义 推广 到 有 | 


示 的 商量 c 定义 为 @ 
限 个 向 量 的 和 的 定义 


e = aitat t an Ei, RIR a t 82+… t 0 = 个 的 充 要 条 件 是 &1,62， 


a, 是 首尾 相连 的 一 个 封闭 的 边 形 . 


向 量 的 减法 是 向 量 加 法 的 逆 运 算 , 或 车 向 量 a 和 5 共 始 点 ,从 向 量 的 终 
点 到 向 量 @ 的 终点 所 引 的 向 量 叫做 差 4 - b, ERa- b= a + (- b). 


# 4 是 实数 ,Ma 表示 一 个 与 a 平行 , 则 向 并 且 长 度 为 


la 1 的 A 售 的 向 量 ， 
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则 称 Xa 为 向 量 与 数 相 乘 .由 此 可 得 有 两 个 向 量 a ,5 共 线 (平行 于 同一 条 直线 的 
一 组 向 量 ) 的 充 要 条 件 是 a = 2b(X € R). 

向 量 的 加 法 及 数 乘 运算 具有 数 和 式 相同 的 运算 性 质 ( 即 加 法 满足 交换 律 、 
结合 律 , 数 乘 满足 分 配 律 ). 

(3) 两 个 向 量 a 和 4 的 数量 积 a. 5 是 一 个 数量 , 它 定义 为 a 和 五 的 长 度 以 
及 它们 之 间 夹 角 的 余弦 的 习 积 . 记 为 a+ b =|1a1.1b1.cos(a,5), 其 中 (a,5) 
表示 向 量 a 55 b 之 间 的 夹 角 ; 向 量 的 数量 积 运算 满足 交换 律 、 结 合 律 ,是 a- 
a =a? =1ea12> 0, 等 号 当 上 且 仅 当 a = 0 时 成 立 ;由 此 可 得 两 个 向 量 相互 秘 直 
BERRE ab = 0. 

(4) 两 个 向 量 的 向 ( 矢 ) ER a x b 是 一 个 向 量 , 它 是 一 个 与 a,b HEER 
向 量 c, 其 模 | c 1=1a 1| bt sin(a, b), EIER a,b, e 符合 右手 法 则 ; 
向 量 积 满足 结合 律 ,分配 律 , 且 axe =0,axb=-bxa. 
(5) 在 平面 内 建立 直角 (或 斜 ) 坐标 系 zoy, i 和 j 分 别 是 模 轴 和 纵 轴 上 的 单 
位 向 量 .把 任 一 向 量 a 的 始点 与 坐标 原点 重合 , 设 a 的 终点 的 坐标 为 (zx,y) , 则 
向 量 a 可 惟一 地 分 解 为 两 个 向 量 寻 和 和 好 之 和 , 即 a = xi + yj yi Bj rga 
a 在 坐标 轴 上 的 分 向 量 ,(*,y) 叫做 a 的 坐标 或 e 的 分 量 . 

引入 向 量 的 坐标 (或 分 量 ) 以 后 , 可 知 两 个 向 量 相等 的 充 要 条 件 是 对 应 坐 
标 (或 分 量 ) 相等 ;向 量 的 加 \ 减 , 数 乘 .数量 积 运算 可 分 别 由 对 应 坐标 (或 分 量 ) 
加 、 减 、 相 乘 来 定义 ,向 量 积 可 由 a x b = (ati + yj) x (ai + j) = (muya + 
syi Xj 了 定义 . 

(6) 在 平面 内 任 取 一 定点 0 作为 向 量 坐标 系 原点 ,那么 任 一 点 忆 与 位 置 向 
量 访 一 一 对 应 ,我 们 若 定义 向 最 65 为 点 P RERBA P, ER 0 为 
向 量 坐标 系 (原点 ) 则 向 量 运算 及 有 关公 式 可 以 更 简洁 地 表示 . 例如 在 前 面 的 
有 关 运算 中 ,将 a,b SURAI, B MI, HHA 

1) E— RA -È - 4; 

2)4, 有 两 点 间 的 线段 或 上 距离 为 49 =| A 1-15-41; 


$- 
3) 设 点 严 在 线段 48 所 在 直线 上 且 分 48 WHIA = XC4 4- 1) ,出 由 1) 


知 点 的 向 量 华 标 为 户 = 4 + 25, 


I} 


特别 地 ,P 为 4B 的 中 点 (X = 1) 时 ,有 方 - 4 


4) 由 3) TEHRI, A, B, C 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 ,存在 非 零 实数 A1,A2 
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4s, 有 
AÂ + AB + AQ = 0B Ar+ào2 +à = 0 
5) AABC 三 顶点 4,B8,C 所 对 边 的 长 分 别 为 a,5,c, 且 三 顶点 向 量 坐 标 
已 知 , 则 可 由 3) ,4) 推 得 其 内 心 了 ,重心 6 的 向 量化 标 分 别 为 


r. + B +t PPY PET: 
Z a+tb+e 77 3 


6) 任意 两 点 4,8 的 疝 量 坐 标 满足 三 角形 不 等 式 
"4 1-18 ls 1 有 rl < 
其 中 ,等 号 当 且 仅 当 站, 记 共 线 时 成 立 ; 
7) 对 于 线段 AB 与 CD， 4B L Opo. b B.C = 
AB? = AB - AB = AB? =- (ËB - 432 
1 


8)Saac = E 1AB 1+1 AC I+ sin AH Saano = $ | AË x AÈ 1, E 


— 


Saase = 4 lx B+ bx C ax Al 
特别 地 , 当 顶 点 C 与 原点 0 重合 时 ,有 


Saam = 4 [x 六 | 
HEATHA xË = cs4,B,0 ZARR. 
9) 给 出 三 向 量 广 ,记忆 , 取 它们 之 中 两 个 的 向 量 积 ,再 和 第 三 个 作 数量 积 ， 
所 得 结果 是 一 个 数量 , 称 为 这 三 个 向 量 的 混合 积 , 这 样 的 混合 积 有 12 ira 
#0, B), B(A TB.0) = 0cs4,B,C 共 面 . 


二 ,向 量 法 解 平 面 儿 何 问题 的 方式 与 技巧 


ESP LLIR 341 


我 们 可 运用 向 重 的 线性 运 竺 及 性 质 来 求解 某 些 点 的 位 置 及 线 的 平行 等 问 
题 . 

例 1 (参见 本 篇 第 八 章 中 例 12) 线段 AB 的 中 点 为 MM, 从 AB 上 另 一 点 C 向 
直线 的 一 侧 引 线段 CD , 令 CD KPAH N, BD 的 中 点 为 P, MN 的 中 点 为 0, 求 
证 :直线 PO 平分 线段 4C. 

证 明 ” 设 E 是 4C 的 中 点 , 则 只 需 证 P, 8, 三 点 共 线 即 可 ,在 所 在 平面 内 
任 取 一 点 0 作为 向 量 坐 标 系 原点 , 则 有 
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Am P - 20 + Ë = 0, 由 公式 (6)4) 即 知 结论 成 立 . 
例 2 证 明 任 一 三 角形 的 三 条 中 线 可 以 构成 一 个 三 角形 . 
证 明 设 公 4B8C 的 三 条 中 线 为 4D,B8E,CF, 在 公 ABC 所 在 平面 内 任 取 一 
点 O 作为 向 量 坐 标 系 原点 .由 


Ab = AB + pb = AB + PC ph - pb. St 
TE = TA a BE b, BC GQ =0 
有 AD + BË + CP = (AB + B + TÄ) = 0 
故 由 基础 知识 (2) 即 知 AD, BE, CF 可 以 构成 一 个 三 角形 . 
例 3 如 图 1.9.1, 在 公 04B 中 ,人 408 为 锐角 , 自 22 
B 8 


全 048 中 任意 一 点 对 (和 异 于 0) 作 04,08 HER MP, 
MQ,H R. AOP 的 牌 心 . 试 求 : 当 点 MO) E AB E;(2) p 
在 A QAB 内 部 移动 时 ,点 吾 的 轨迹 ， otat P| 

解 以 0 为 原点 建立 向 量 坐标 系 . 
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(1) H MP | QA,QH L OAMP // QH. FE MQ 图 1.9.1 
WPH. 从 而 有 
A-P-G-7 @ 
pi, 
e 4, 则 
“A+A = G Y42485 @ 


设 C 是 了 至 O4 NERKEE, p 是 4 至 08 的 重 线 的 重 足 .车 (1 - A) + 
A = PJ P, Æ 04 上 的 点 ,由 回 式 得 
Mb. -20-0 
故 PLM // CB, 即 PM L 04, 可 知 Pi 即 是 点 已 .从 而 
b - G - 34 +G 
PE = åB 0-15 
将 上 两 式 及 四 式 代 人 加 式 ,得 
h- 0-3)4 6. AB 0-afD- 0-A 8 = YC + (1- 155 
BM A :0 一 1 时 ,用 自 4 8833 B, H W 8 DEDE CRO 玫 的 轨迹 是 
RE DC. 
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(2) A 04B 可 看 成 是 由 无 穷 多 的 平行 于 4B 的 线段 所 组 成 , 设 4'B' 是 这 样 
的 一 条 线段 ,以 C, D 分 别 表示 自 B8' 至 04 及 自 4' 至 08 HERKEL. 4 M 
A 4 移动 至 B' i, H BD EDE C.H MHE A OAB 内 移动 时 ,点 有 的 轨迹 
是 人 OCD 的 内 部 . 

例 4 如 图 1.9.2, 凸 四 边 形 ABCD 的 边 是 位 
于 四 边 形 ABCD 外 的 四 个 相似 的 等 历 A APB, 
全 BQC, 全 CRD, 人 DS4 的 底 边 , 若 四 边 形 PORS 是 
JE, E PQ = 0OR. 求 证 :48CD RRE. 

WA W Pi, Q p Ri. S, 分 别 是 边 AB, BC, 
CD,D4 WHA. WAB = a, BË = b, CD = c, 
DÀ = 4d, 则 必 有 

a+b+e+d=0 图 1.9.2 

设 万 声 = a QO = bu RIR = ol 和 = dio BRIER aiba cidi AA 
HAR a,b, e, d 旋转 90 B Bina HP Bb (k d) 而 得 ,所 以 el + bi + ei + d, 
= 0. PÓ = SË, Bl 

PP, + PË + BO, + O 0 = SŠ. + Sb: DR. + RR 
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` b d 
所 以 -a++ tbs- -Sa 
即 mhte-d= larb+erd=0 
所 以 a+e- b - d = 0 
从 而 a+c=b+d=0 


亦 即 AB Z CD, i% ABCD 为 平行 四 边 形 . 

下 证 车 PORS 为 矩形 (但 不 是 正方 形 ), 则 ABCD 一 定 是 闭 形 . 

设 e=lal5=181, 0 是 答 形 对 角形 交点 , 令 C4BC = a, APOP Y, 
有 


OP Ti + Ka hab sin a 


# 4009, + OQ? = $a? + KD? + hab + sin a 


因为 OP = 00 ,所 以 
(@- DG) = 0 


ER = T BL = + BÍ, Z PBQ = 乙 P4S,( 此 时 所 作 的 等 腰 三 角形 均 为 
HEY 
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SEHA ZAF), WA A PAS 2 人 PBQ, 亦 有 SP = PQ, 即 有 PORS 为 正方 
形 ,与 题 设 矛 盾 . 故 a = b, if ABCD KEK. 


258880 C EAS 
在 涉及 有 关 线 段 的 不 等 式 问题 时 ,常常 可 运用 向 量 的 三 角形 不 等 式 来 求 


解 . 

例 5 如 图 1.9.3, 设 四 边 形 ABCD 的 两 对 角 线 AC, M E 
BD 的 中 点 分 别 为 用 ,N, 求 证 :二 I AB - CD |< MN < 
(AB + CD). 

证 法 1 HM = MÜ + Ab + BÑ “ ? 

MN = MG + CÜ + DA 图 1.9.3 
有 2 MÑ = (MÀ + MÜ) + (AB + CD) + (BÑ + DN) 
因为 M, N 分 别 为 4C,BD 的 中 点 , 则 
MÀ + MÜ = 0,NË + DÑ = 0 

所 以 MÑ = 3 (AB + T0), 1 MÑ Is EAR + D 1 
但 UAB 1-1 0511s) A8 + 0D igl AB 1+1 Chi 
所 以 41045) -1 0Ò <1 MÅ s 0 AB 1+1 Cb i) 
即 $ 14B- CD |< MN < L(4B + GD) 


特别 是 当 AB 7 CD, XAB, Cb SERA i AB 1-1 Cb ls) Ab, Gb | as 
号 成 立 . 
证 法 2 在 四 边 形 ABCD 所 在 平面 内 任 取 一 点 0 作为 向 量 坐 标 系 原点 , 则 
F = 1 +0), Ñ = 4 +5) 


而 Mh RN GO bp lG b b (b 

e ERT a amaa, 
(D-DD) [Bt], | 

以 下 同 证 法 10). 


例 6 设 点 0 在 人 4BC 的 边 4B 上 , 且 与 顶点 不 重合 .求证 :0C . AB < 


第 一 篇 ， 装 备 精良 "兵器 "一 一 学 据 基本 方法 


OA - BC + OB - AC. 
证 明 R C 为 向 量 坐标 系 原点 , 令 04 = a48,0B = f4B, 其 中 ,a,8 > 0 
H e+8-= 1.10 


CsA 
ICO |= 1 Ó 1= irg’ 
1 +3 

所 以 OC- AB < D:AB| Í +a. ABID |= OB- AC + OA- BO 
例 7 证明 :在 一 个 四 边 形 中 , 两 组 对 边 中 点 的 距离 之 和 当 且 仅 当 该 四 边 

形 为 平行 四 边 形 时 才 等 于 它 的 半 周 长 . 

证 明 设 民 ,对 ,人 是 四 边 形 48CD 的 48 , BC, CD, DA 的 中 点 ,对 边 中 点 
连 线 相交 于 0 , 且 取 为 向 量 坐标 系 原点 , 则 _ _ 
c+ Db A+ 


=i G BI< BI) 1+aljbi 


KM = 1 站 -去 1= | -4< 
40b- t- = 
FAD + BC) 
同 理 NL =I -ls Lag + DC) a 
从 而 KM + NL < T (AB + BC + CD + DA) 


RP , 88:32 4 R (X 35 8 840 SB 3522, AB SDE 共 线 即 四 边 形 48CD 为 平行 四 
边 形 时 成 立 . 

3.BTŠEHOBBDEBSE 

#8E R aaa Sui X ELA3SSUE WD 003 38 (sl 538 
积 式 ,两 线 垂直 有 关 ) 等 问题 . 

例 8 设 公 4BC 的 三 条 中 线 交 于 点 0, 求 证 :4B? + BC? + CA? = 3( 042 + 
0R + 0). 

证 明 ”在 公 4BC 所 在 平面 内 任 取 一 点 为 向 量 坐 标 系 原点 ,以 0 为 重心 , 则 

ó = ia +Ë + 


从 而 
0A? + 082 + OC = (À - O (b - Oy, ( 
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em e a = 
全 = o, 
1 
w 
N 
° 
' 
a 
> 
a 
1 
>t 
T 


4e + BC2 + CA?) 


例 9 如 图 1.9.4, 设 0 是 公 4BC 的 外 心 ,D 是 48 的 4 
中 点 ,E 是 个 4CD 的 重心 , 且 4B = 4C. 求 证 :08 | CD. 
证 明 ” 取 0 为 向 量 坐标 系 原 点 , 则 


PPCD- 1G Db 


方 - 工 六 Se 1 
E=a(A+C+D) = (XA +C + 


am o o miss 
CD. OE = (D ~ C). (E - 0) = 
EOR P-S -AACA D) 


— > 


H AB = AC, AA B = À GO 0 为 原点 ). 所 以 
TÒ -OE =- LG A) o 
$k OE | CD. 
例 10 如 图 1.9.5, 在 人 ABC 中 ,4B > AC, BE, CF 4 


分 别 为 AC, AB 边 上 的 中 线 , 且 BE, CF 交 于 点 0. 求证; 
Z 0BC < LOCB. 


2 pz, 


W WE, FAC, AB 的 中 点 , 则 pO = 3 


CD = + cF. 任 取 一 点 为 向 量 坐标 系 原点 , 风 


2 2 图 1,9,5 
从 而 BÖ = Ii 


第 一 篇 “装备 精良 "兵器 -一 掌握 基本 方法 


HE ó. 1 4. 125 
5 35 =- 44 L a 4.15. Ë 
所 以 BÖ = Ç AB + sA- g 4B - AG 
Q - 4 这: m _ 4 15. 15 
CO = g AC? + L5 9 4B - AC 


BO - Gb = TGP - 30) = FAB- AC) > 0 

HABO? - CO? > 0, 即 BO? > C007, 即 有 人 OCB > 人 O08C. 

例 11 兄 图 1.7.17, 平 面 中 有 两 个 相似 的 等 腰 A ABC 和 全 LMN( 其 中 
AC = BC, LN = MN) BH AL = BM. 证 明 ; CN 平行 于 48 和 LM 的 中 点 的 连 线 ， 
(参见 本 篇 第 七 章 中 例 17) 

证 明 设 LM RPAH E, AB 的 中 点 为 DD. 在 其 平面 内 任 取 一 点 为 向 量 坐 
FARA, WAL = a, BM = b.DB = e, EM = d. 

将 向 量 x 按 逆 时 针 旋 转 90 所 得 向 量 记 作 x' WE yy = w +y. 

H AABC 人 LMN, 知 DC : DB = EN : EM FIKIR k, Hl 

DË = ke' EÑ = kë 


由 AB + BM = AL + IM 

有 2ce +b = a+24 

H ed 到 ee- 有 -= (&z3y 
x DË- esb- d= (a+ b) 


TÑ = Cb, DË + EÑ =- ke + -Lla + h) + kd = 


(a+ 的 -Re a) = Si (EL) 
因 1a1=18 1 有 
(Hy . sby =0ar-ib D=o 


mer q (by SS. A geb, 
不 妨 设 5 二 = HBa ER, 
TÌ = 0- a) S = a- a) e DË 


故 DE // CN. 
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在 涉及 有 关 面 积 平 行 \ 三 点 共 线 等 问题 时 ,运用 向 量 的 矢量 积 常常 使 问题 
的 求解 新 疾 而 且 极 为 便利 . 

例 12 《〈 兄 本 篇 第 八 章 中 例 13) 任意 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 4C , BD 的 中 点 
分 别 为 M, N; BA, CD 的 延长 线 相交 于 0. 求证 :45^oww = Sac. 

证 明 ”在 48CD 所 在 平面 内 任 到 一 点 为 向 量 坐 标 系 原点 ,由 B,4,0 与 C， 
D,0 SIIR, WOA x OB = 0 B OÜ x OD = 9. 设 方向 向 量 e = (OB x OGY, 
则 


Saon’ e = -JÑ x of = Jib + 0) x4 + 0Ë)]) = 


+05 x OČ + 0b x DÄ) = Saos -2Samp)e = 


Tsao -e 
144 由 此 即 证 ， 
@ 13 如 图 1.9.6, 设 4D,BE,CR 分 别 是 
AABC Zh BC, AC, AB 上 的 中 线 .求证 :以 三 中 线 
为 边 的 新 三 角形 面积 等 于 吝 Sasgc. 
证 明 ”由 本 章 例 2 知 三 条 中 线 可 作 一 新 三 角 5 
形 , 如 图 1.9.6 中 公 CHF, 注 意 到 


所 以 1 BË x CF |= 
由 此 即 证 . 
例 14 如 图 1.9.7, 求 证 : 圆 外 切 四 边 形 ABCD 的 两 对 角 线 中 点 于,W 和 图 
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D 0 三 点 共 线 . 
证 明 ”在 4BCD 所 在 平面 内 任 取 一 点 为 向 量 坐标 系 
原点 , 设 e = (DA x OBY, r 为 加 0 之 半径 , 则 


O x OÑ = y (03 + 00) x EOB + 0b) = 


ACOA x OB + OC < OB + OA x OD + 


图 1.9.7 


OË x OÒ) = Lsa — SABoc + 


SAcop ~ Saaop)@ = 4È - Bë + OÒ - Di)e = 0 
所 以 OM /ON, 即 O, M,N 三 点 共 线 . 
例 15 如 图 1.9.8, 设 0 为 锐角 入 48C 的 外 心 ,车 A 
40, BO, CO A39J32E393 L, M, NURII REB, 1) 


求证 : 

1 _ 1 2 2 
A * 98 TR A 
证 明 ” 任 到 一 点 为 原点 , 则 ~x 
OB - DA = AB, 00 - OÀ = AG 

mi AB x AG = (OB - 0A) x (O0 - 01) = 
DÈ x OC - OB x DA - ÖA x OG = 
OË x OC + 0À x OB + OË x 04 
XE345 x AČ, 0B x OC, OA x OB, 00 x OA { 均 为 共 线 向 量 量 方向 相同 ,所 以 
人 xB QU 0) _ 
AB x AC t AB x AC + AB x AC 
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HOË x OC, AŠ x AČ C 的 几何 意义 得 
OB < OË _ 8 „A-R. R 
AB x AG T AL AL 
Oix0Ë R Qx ， R 
ki aB x AC Tl ON AB AÜ T TBM 


由 此 即 证 . 

从 以 上 四 个 方面 的 例题 中 ,我 们 可 以 看 出 用 向 量 法 求解 平面 几何 问题 通常 
需要 以 下 步骤 ， 

O 建立 恰当 的 向 重 坐 标 系 ,然后 将 问题 中 的 条 件 \ 结 论 “翻译 " 成 向 量 关 
RR. 
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《2) 设置 好 媒介 向 量 , 很 多 时 候 条 件 中 的 向 量 关系 式 与 结论 中 的 向 量 关系 
式 有 距离 ,例如 ,结论 中 出 现 的 某 些 向 量 ,条 件 中 没有 ,这 就 需要 在 图 形 中 选择 
出 车 干 已 知 向 量 ,以 这 些 向 量 为 基础 ,将 结论 中 出 现 的 那些 向 量 表示 出 来 ,以 找 
出 已 知 和 未 知 的 关系 ,但 媒介 向 量 的 个 数 选 取 要 恰当 , 少 了 不 能 达到 证 题目 的 ， 
多 了 会 使 间 题 复杂 化 而 不 利于 证 题 . 

最 后 是 化 简 或 证 明 向 量 关 系 式 .从 作为 条 件 的 向 量 关系 式 出 发 应 用 向 量 性 
质 ,结合 有关 代数 、 儿 何 知识 , 推 得 表示 结论 的 向 量 关系 式 ， 


练习 题 1.9 


于 求证 :人 4BC 的 重心 G 与 顶点 的 距离 等 于 它 到 对 边 中 点 也 ,E,F 的 距离 
的 两 倍 . 

2. 已 知 三 点 01, 0n, 03 及 另 一 点 M, ELA M 是 点 MATO 的 对 称 点 ,点 
M, 是 点 M 关于 O> 的 对 称 点 ,点 Ms 是 M, 关于 Os 的 对 称 点 ,点 M4 是 点 M. R 
于 0, 的 对 称 点 ,点 Ms 是 点 M. 关于 O> 的 对 称 点 ,点 Ma 是 点 Ms 关于 O> 的 对 
称 点 .求证 :点 M 与 始点 MEA. 

3. 求 证 :如 果 公 ABC 的 重心 C 和 它 的 边界 的 重心 6' 重合 , 则 它 是 等 边 三 角 
形 . 

4. 求 证 :连接 平行 四 边 形 ABCD 一 个 顶点 8 至 对 边 4D, DC PAE, FHE 
线 三 等 分 对 角 线 AC. 

5. 在 正方 形 ABCD 的 一 边 CD 上 取 一 点 ,使 BC + CE = AE. XE H 3⁄4 CD 
的 中 点 .求证 :BAE = 2 人 DAH. 

6. 在 正方 形 ABCD 中 ,BE // AC, AC = CE, EC 的 延长 线 交 有 延长 线 于 F. 
求证 :人 A4FE = ZAEF. 


7. 一 直线 过 A ABC 的 重心 6, 且 分 别 交 C4,CB 于 P,0. 着 1 = hE = 


人 求证 :二 + 二 = 3. 

8. 在 全 48C IP, AE : EB = 1:2,D JE AC 的 中 点 ,8D,CE 相交 于 点 0, 求 
证 :2Saagc -5SAogc = 0. 

9.A45C 应 满足 什么 条 件 , 才 使 人 4 的 平分 线 和 从 互 点 引出 的 人 48C 的 中 
线 互相 垂直 ? 

10. 已 知 四 边 形 ABCD RUE: AABC , ABCD ,A CDA ,全 DAB 的 重心 是 与 已 
知 四 边 形 相似 的 一 个 四 边 形 的 顶点 . 


第 -- 篇 _ 装 备 精 良 " 兵 器 "~ 一 -掌握 基本 方法 


1. 设 0 为 和 4BC 过 顶点 C 向 底 边 所 引 高 线 的 垂 足 ,过 0 点 分 别 作 BC ,4C 
的 短线 和 BC,4C 边 高 的 重 线 , 垂 足 分 别 为 6, P, 8 ,下 . 求 证 ;这 四 个 垂 足 在 一 
RERE. 

12. 设 6 是 入 48C HED, M,N & JE GB 及 CC 的 中 点 ,延长 AC 至 E 使 


CE = FAC, 33ER AB Æ FË BF = TAB 3RIE: AG, ME, NF 三 线 共 点 


13., 求 证 :图 内 接 四 边 形 A A2434, 金 等 于 四 边 形 HHBH £: H, Ha, 
Hz, Ha DIE AA,A3A4, AA1A3A4, AA AAs, AAAA 的 重心 . 

14. 在 人 48C 中 ,点 P,Q ,RR 将 它 的 周 长 三 等 分 , 且 P,Q 在 48 边 上 .求证 ; 
9SApPoR > 25Aagc. 

15. 设 P 为 人 4BC 内 切 加 上 任 一 点 ,顶点 4,B8,C 所 对 边 长 为 a,8,c, 试 证 : 
a，P42 + b + PB? + c * PC 为 常数 . 

16. 设 点 0 在 A ABC 的 边 48 上 , 且 与 顶点 不 重合 , 则 OC» AB < 04， 
BC + OB > AC. 

17. 求 证 ;如 果 一 个 西 八 边 形 的 各 个 角 都 相等 ,而 所 有 邻 边 边 长 之 比 都 是 有 
理 数 , 则 这 个 八 边 形 的 每 组 对 边 一 定 相等 ， 

18. 设 四 边 形 ABCD 5 A'B'C'D 各 对 应 边 相 等 ,证 明 下 列 两 个 论断 必 有 一 
个 成 立 : 

(DBE LAC,B B'D' | AC; 147 

(2) 直线 AC 与 4'C' 分 别 和 线段 BD 和 B'D' 的 垂直 平分 线 的 交点 时 5 M 
满足 MA MC = MC M'A , 且 它们 要 么 同时 分 别 落 在 4C 和 4'C' 上 ,要 么 同 
时 落 在 它们 的 延长 线 上 、 

19. 设 全 4BC 的 三 边 两 两 不 相等 ,其 重心 ,内 心 ,重心 分 别 为 瑟 ,1,G. 试 证 : 


x 
LHG > >. 


20, 车 三 个 半径 为 > 的 圆 帮 经 过 同一 点 0 ,而 另外 三 个 交点 为 Pi P>, Ps, Ml 
A P. P,Ps 的 外 接 圆 半径 也 是 r. (Johnson 定理 ) 
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第 十 章 ”复数 法 


复数 z = z+ yi(x,y € RË = -1) 可 以 用 点 Z(x,y) MIRO 为 复 
平面 坐标 系 原点 ) 表示 ,复数 集 与 复 平面 上 的 点 集 与 复 平 面 上 以 坐标 原点 发 出 
的 向 重 集 (位 置 向 量 集 ) 具有 一 一 对 应 关系 ,复数 的 加 法 和 减法 的 几何 意义 就 
是 向 量 的 加 法 和 减法 ,用 一 个 实数 去 乘 复数 的 几何 意义 相当 于 数 屠 向 量 的 运 
算 . 若 设 。 = r(cos @ + isin 9), 复 数 x1 与 向 量 071 对 应 ,那么 z， z1 的 几何 意义 
是 把 向 量 5 多 绕 点 0 道 时 针 方向 旋转 9 角 , 再 把 1 02, | 变 为 原来 的 + 倍 ,而 


Fl x 0) 的 几何 意义 则 是 把 向 量 07, 绕 点 0 硕 时 针 方向 旋转 4 角 , 再 把 


1 0211 变 为 原来 的 二 倍 . 根 据 复数 及 其 运算 的 几何 意义 ,平面 上 某 些 图 形 的 几 
何 关系 可 以 通过 复数 关系 来 刻画 ,从 而 一 些 平面 几何 问题 就 可 以 通过 一 系列 复 
数 运算 ,巧妙 地 导出 所 需 的 结果 ,我们 把 这 种 运用 复数 知识 来 求解 问题 的 方法 
称 为 复数 法 ， 

由 此 也 可 知 , 凡 是 利用 平面 向 量 知识 能 解 的 几何 问题 ,用 复数 也 可 以 解 出 . 
但 是 ,复数 的 滋 法 的 几何 意义 不 同 于 向 量 的 一 般 乘法 (数量 积 或 向 量 积 ) , 它 表 
示 为 向 量 的 拉 伸 与 旋转 的 合成 ,利用 这 一 特点 ,使 得 复数 在 解决 某 些 几何 问题 
时 , 比 向 量 更 方便 . 


一 .基本 几何 量 的 复数 表示 及 基本 结论 


(D 设 z 是 任意 复数 ,e” = cos 0 + isin 6 是 单位 复数 , 则 ze? 所 对 应 的 向 量 
是 由 向 量 O3( 2 点 对 应 复数 z, 复 平面 原点 为 0) 绕 着 原点 0 旋转 6 角 但 不 改变 
长 度 而 得 到 , 即 | ze? | 1 z 1,zei HHH = z 的 辐 角 + 9. 

(2) 单位 圆周 上 = 等 分 点 对 应 的 复数 ,可 由 方程 2 = 1 的 个 复 根 Le, 


e, e (UB, = df = cos25 + isin 妈 ) 分 别 乘 以 一 个 单位 复数 TRE. 


(3) A Z 是 复 平面 上 任意 一 点 ,2 关于 * 轴 的 对 称 点 2 , 则 它们 对 应 的 复数 
ARMAR > 与 >, 且 zz lz -izl 
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(4) 设 ,太吉 是 复 平 而 上 对 应 复数 ,za,z 的 三 点 (以 下 均 同 ) , 则 向 量 
ZZ; SZ HRM 9 为 


23 = z 
aA = aglas ~ z1) = agla - 2) 
22 一 21 


p = ag 


Z: 


BEZZ 与 到 互相 秋 直 的 充 要 条 件 是 健一 型 等 于 纯 虑 数 ; 
点 如 到 Z, 至 Z, 连 线 的 虑 离 为 
d =lz = zi lt sin g 
Im[( zs — z) (2 - n)] 
或 d= z-z l 
_ Im(zuz + ma + za) 
= lz-zl 


d 
其 中 ,Im(z) 表示 复数 z RR. 
(SREZ AZRA plu ER), LERZ SIZ, KAN ole 
E《- rr]), 则 


ZZ 
= = = p[eos(z + p) + isin(x + @)] 
2 
HE z= Z + 22 
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复 平 面 上 三 点 Z, 2 2 RES  = (为 一 实数 )， 
或 者 复 平 面 上 三 点 Z, Zi，22 共 线 的 充分 必要 条 件 是 存在 三 个 不 全 为 零 的 实数 
ap,7, 使 得 oz + Bo + y = O,B a+ B+ Y = 0. 

(6) 设 AZ Za Zs 是 正 向 (字母 按 道 时 针 方 向 排列 ) 绕 行 的 三 角形 ,其 点 Z, 
对 应 的 复数 为 , 则 

Saz2,z, = 1 lz - zl: d = Imin + 2: + a) = 

1 1 1 


2 2 = 


i 


4 


m n z 
Zi, Zx, Zs 共 线 的 充分 必要 条 件 是 
1 1 1 


Z 2 23 


Z n s 
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由 上 ,我们 还 可 推 得 : 若 Z, Z Zs Z, 是 斤 时 针 方 向 绕 行 的 四 边 形 药 四 个 
顶点 ,出 
Sz.z,z,z, = Lmin + Z233 + Zaz + 2421) 
(7) 设 会 212223 的 内 心 为 了 外 心 为 0, 则 


z lal (ss) + z |? (a-a) z nz) 
o a1(z2 ~ z3) + z2(2y = 21) + Cz — 22) 


|z — z 1° z +l z — z |° 2 +l zi- zl’ z3 
lz- za |+] za — 31+iz -zl 
(8) 四 点 Zi, Za, Zx, Z, 共 圆 的 充分 必要 条 件 是 
GES en A-I 
(9) £ AZ, Z,Z, 8 A p mm ARRAN , M A Z, Z,Z, AW, WW ñ 
充分 必要 条 件 是 


Z= 


3-2 W- 


150 a-n” Wa 
1 1 1 
即行 列 式 Z 2 Bj=0 
w w w3 
00) AZ Z2 是 正三 角形 的 充分 必要 条 件 是 
zi + ñ + ñ = zun + Z22z3 + 2325 
或 la- za)? + (zy — zi)? + la-a) = 
或 1 + 1 + 1. 0 


Za ~ 23 Z3 — ži Žž- 2, 
# A Z,Z,Z> 正 向 绕 行 , 则 为 正三 角形 的 充分 必要 条 件 是 


21 + en + ez = 0 


其 中 ,e = e 为 三 次 单位 根 ， 
二 .复数 法 运用 的 方式 与 技巧 


1. 8 R 8 Z 2 Ë Ñ EJ B t t Jj 8 8 # * g 
例 《参见 本 篇 第 九 章 中 例 1 或 本 篇 第 八 章 中 例 12) 设 线段 AB 的 中 点 为 
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于 ,从 AB 上 任 一 点 C HERAB KMI RE CD, ES CD PRN N, BD 的 
中 点 为 P,MN 的 中 点 为 &, 求 证 :直线 PQ 平分 线路 40， 

证 明 MAMARA, AB 所 在 直线 为 实 轴 建立 复 平面 , 设 4,8,C,D 所 
对 朗 的 复数 分 别 为 - 1,1o(-1 < a <1), BA N, P, O 对 应 的 复数 分 别 为 
Garo +a) (ata) im 1.8.12. 


设 PQ 的 延长 线 与 48 IZT E, E 对 应 的 复数 为 zp. HF E, Q, P 三 点 共 
线 ,因此 存在 正 实数 4, 使 得 矿 = y E0, 
4a +z)- z = ala + z) - zls (2 - p)z = 43g -2 - pa — pzg. 
由 zz 为 实数 ,上 式 右 边 为 实数 , 故 py = 2 及 4zp -2- pa -dyzr = 0, 得 zp = 
去 (ea - 1), E HAC 中 点 ， 


类 似 于 上 例 , 对 于 前 面 第 九 章 中 的 例题 和 习题 ,只 要 稍 作 整 理 , 便 是 用 复数 
法 解答 的 例子 


2ËEBERHHPUBSREZE 


例 2 (参见 本 篇 第 七 章 中 例 8) 公 4BC 和 全 ADE EPI S: 558) 2F E a fs 
三 角形 (4C > AE), WEE AABE, TR A ADE 绕 点 4 在 平面 上 旋转 . 试 证 :不 
论 A ADE 旋转 到 什么 位 置 ,线段 BC 上 必 存 在 点 1 ,使 得 人 BMD 为 等 腰 直 角 三 
角形 . 

证 法 1 把 A4BC 置 放 在 复 平 曾 中 ,使 4,8,C 所 对 应 的 复数 分 别 为 o, 
aef WZala > 1). 设 4D = 1, 则 DE 所 对 应 的 复数 分 别 为 6i 2el5+3, CE 中 


点 机 所 对 应 的 复数 为 二 (3a + Debu ,于 是 


= 


51 


1 BD 1=1 aef — e| 
IBM 1= |aeãi esa has - e | 
IDM = |e” = Tee Barpo] s G =% j aeti- e] 
从 而 miaii Ëm, 


由 此 即 证 分 BMD 为 等 腰 直 角 三 角形 . 
证 法 2 ü AABC W)kiER OPI E E A, B,C 所 对 应 的 复数 分 别 为 0， 
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aef hala > 0). 设 4D = 1,D,E 对 应 的 复数 为 es,f269*3), 并 以 DB HEHA 
作 等 腰 直 角 ADMB(D,M,B 按 顺 时 针 方 向 ) ,点 D, M, B 对 应 的 复数 记 为 访 ， 


(Ë j7 = Bta 一 e(8-235] 
则 MQ b+ (N - b) = é +L, 一 ed- 有] = Bta + ePi] 
这 说 明 M 是 线段 EC 的 中 点 ， 

证 法 3 ”把 入 4BC 置 放 在 复 平面 中 ,使 得 A, B, C 所 对 应 的 复数 分 别 为 0， 
人 WAI( 其 中 令 AB = 1).2538 E EAC 上 , 且 设 王 对 应 的 复数 为 ), 则 0 < 4 < 
B.B D 对 应 的 复数 为 -下 
jag 当 人 4DE 线 4 施 转 任 一 角度 9 之 居 , 点 对 应 的 复数 为 09, 而 点 DANIY 
BOEDE oD 取 EC 的 中 点 为 下 , 刚 点 开 对 应 的 复数 为 坟 (ue +). 38 
察 三 点 8B, 帮 ,DD 所 对 应 的 复数 , 易 见 

HO +i) = Medet s 2 Be 4+ell- 方 .i+ 刻 

由 此 得 出 (b- Wy = 5 - M 
即 证 . 

证 法 4 因 |148B1>14D1, 故 B,D 不 重合 ,把 两 三 角形 放置 在 同一 复 平 面 


中 ,使 BD 中 点 为 原点 , BD 所 在 直线 为 实 轴 .各 顶点 对 应 的 复数 用 其 顶点 表示 ， 
AXB = 1,b = 1, 则 


吉方- (À - D)(- -Di 
从 而 F- b-(A- i= 1-(A4- Di 
同 理 Q B+G Dbi=s-1+ ri 
设 BC 中 点 为 W ,出 -30 -1 


这 说 明 ABM 为 等 腰 直 角 三 角形 . 

证 法 5 ”把 两 三 角形 放置 在 同一 复 平面 中 ,向 量 与 对 应 复数 可 分 别 设 为 
BÄ 为 了 1 ,BË 为 js, 则 本 为 zi DÀ H ni, AG Aai- zn „AË Xa - zi, AMCE 
为 (zt + z) 一 (z + mji. 
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WM ERRA, BWT = ACEO < à < U, MË = - (BË + CM), T 
是 MB 对 应 的 复数 
zaa zi- Àla + z) + Alz + zaia- Alza + 25) (1 — A)zi + zi 

zi = (1- À)z he A + 22)i ° 

X Mb = MË - DË, WMD 对 应 的 复数 
z = (1- A)[(zi + z) — (zi + 22)i] — z = 

(1- A)z1 -àz ~ (1 - A)(zí + 2)i © 

车 A BMD 为 等 腰 直 角 三 角形 ,只 禹 zi = Z WEDONARAA = 1-2, 


EPa = +,BJ M ABC 中 点 . 

3.8 W 5 8 E Ë 9 Ë 3 E 5 X PLE 

例 3 人 48C 的 顶 角 4,B8,C 所 对 的 边 长 为 a,b,c. 统 一 推导 射影 定理 ;c = 
a + cos B + b ° cos 4; 正弦 定理 ,2 JAREM e = a? + b? — 2ab 


sin A ` 


+ eos C. 
证 明 ”在 公 4B8C 中 ,车 设 
wi = cos Á + isin A, = cos B + isin B,w3 = cos C + isin C 
则 有 www =- 1, 301202 =- t03,101103 = ~ Wy 153 
等 等 . 
取 边 AB 所 在 直线 为 实 轴 ,建立 复 平面 , 则 由 态 + B + CA = 0,# 


€ + aww — bu, = Ü 


即 c = aw + bw 

HH 308338 48 c = a ° cos B + b + cos À 

由 三 部 为 零 ,得 asin B - b+ sin À = 0 
a b 

即 sn A " sn B 

Ho = c c, A 


cè = (aw + bwi) Caw, + bo) = a? + b? + ablwiw + ww) = 
a? + b? ab(y + w) = a + b? - 2ab + cos C 
注 :类 似 于 例 3 可 推导 凸 四 边 形 中 的 射影 定理 ,正弦 定理 ,余弦 定理 .( 可 参 
见 本 篇 第 十 一 章 中 凸 n 边 形 射影 定理 ). 
例 4 《参见 练习 题 1.7 第 18 题 ) 已 知 凸 四 边 形 48CD ,求证 :48 .CD + 


第 十 竟 ”复数 法 


平面 几何 证 明 方法 全 书 


154 


BC -AD > AC + BD. 
证 法 1 取石 为 原点 , BC 所 在 直线 为 实 轴 建立 复 平面 , 设 C,D,4 对 应 的 
复数 分 别 为 世 , 方 ,万 , 则 


AB.CD+ AD. BC = [A 18 - b +I -A 1= 
5 > > — — x 
(太太 1+1 -A G I> 
AA A. 
全 
DI: C- Al= BD + AC 


IDI 
证 法 2 将 四 边 形 ABCD 放置 于 复 平面 中 ,4,8,C,D 对 应 的 复数 用 D, 
率 泪 表示 ,构造 复数 恒等式 
A-BE-D)+ (B- OG - Db = -CD) 


两 边 取 模 即 得 
A-B-D) -OA b) is A - 005 D) 
而 1-5 - b) + -OA - b) 1< 
1O -B -b)+ (Ë 5 


+i (Ë - -OG - D)! 
BD 1-8-5) -O - Db 
BJ AB. CD + AD: BC > BD - AC 
例 5 (参见 本 篇 第 八 章 中 例 10) OABC 中 ,48 = 4C ,有 一 个 圆 内 切 于 
A ABC 的 外 接 圆 ,并 且 与 4B ,4C 分 别 相 切 于 P,0, 求 证 :P, 8 连 线 的 中 点 是 
Z ABC WA DRA C. 
证 明 ” 设 4 点 为 原点 ,BC 中 点 为 E, 以 AE 所 在 直线 为 实 轴 正 向 建立 复 平 
面 , 设 小 贺 阅 心 为 0 ,大圆 加 心 为 02, 大 图 半径 为 ,点 C 的 辐 角 为 8, 于 是 
VË I =2r + cos oË = 2r ° eos 0 ` N: = 2r ° cosh ° eA = 0, 所 以 
1È - Ë 1= Ar ° cos 0 + sin 0 
Ü A ABC 的 内 心 为 1, 用 Re( z) 表示 数 z 的 实 部 , 则 
Re) 1 B - Cl: Re( 4) +I rë 41: Re) H-È Re(€) _ 
15-61-41- Bi 
2r - ços 0 - 2r - cos20 + 2r : cos 0 — 2r- co 2rvcos6 


år * cos + sin O +2r- cos Ô +2r+cos0  1+ sin @ 
m(F) = 0 
记 PQ 的 中 点 为 好 ,由 
> — — -> 
2r- Oi =l P- Or l= Ü) ' sin 0, 
> _ 2r 市 Z. -过 2r ° cos ig 
故 Oi = r n 8 P = O, eos 0 + e' = Trend 
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2r ° co 
由 此 得 RM) = R) = HG, 


FEM = 了 , 即 PQ 的 中 点 为 A ABC WW Ü. 

例 6 如 图 1.10.1, 已 知 两 个 半径 等 于 1 的 
圆 ,其 圆心 焉 等 于 1, 在 第 一 个 图 上 任 取 一 点 4 ,在 
第 二 个 圆 上 取 关 于 连 心 线 对 称 的 两 点 B, B 试 
证 : | AB, 12 + | AB, 12 > 2. 

证 明 ”如 图 建立 复 平面 , 设 4,B1, Bs 对 应 的 
AXO 2.22 B 12 l1= 1,12 = 11= 1, 则 图 1.10.1 

IAB 2 +l AB P= la-a 2 +Í z = 2 2 = 
[zm l? +l zz I? — 2Relzi + z2) +l z É + 
lz P = Rela t z) = 22i 2 12 = 
Re(zi * z) ~ Re(zt ° zz) - Re(z1 ° 22)] 
而 Re(zi ` zə) + Re(zi * z2) = 2Re(z1) ，Re(z) 
所 以 1 AB, 2 +1 AB. 2 = 2 + 2Í z 12 -2Re(z) : Re(s2)] 
又 由 Iz2P = l2a-1+1ÉË =12- 102. É + 2Re(z - 1) = 
2 + 2Re(z - 1) = 2[1 + Re(2 - 1)] = 2Re(z2) 
且 0 < Re(z) < 2, - 1 = Re(z) = 1. 从 而 
Iza É — 2Re(z1) ° Re(zz) = 2Re(z2) ~ 2Re(z1) ° Re(z2) = 
2Re(z;)[1 - Re(z)] > 0 


m) = 0 


所 以 1 AB, 2 I+ 1 AB; P > 2. 
B7 如 图 1.10.2, B SDM 4 E 2 NE y 
ABCDEF 的 边 满足 关系 AB = CD = EF = rr 为 天 这 
圆 半径 , 又 设 C,H, K AAEH BC, DE, FA 的 中 
ARE: A CHK 是 正三 角形 ， 

证 明 ”不 妨 假 定 顶 点 4,8,C,D,, 下 按 道 
时 针 方 向 排列 . 取 贺 心 0 为 原点 , 04 所 在 射线 为 
实 半 轴 正 方向 建立 复 平面 ,又 设 贺 0 半径 为 ", 则 
AB = CD = EF = OA = r, Ë. ZA0B = ZCOD = 


<E0F = 5 Ai 


> x; dr. -> —* m, -=> E xi 
B = re3! =~ re 2. D = Ce3l = < Ge2 F = Pre 
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各 是 三 次 单位 根 ,于 是 
z 


l, — — 
DË = = y (= (Ce + Ë) 


—_ A 1, —+ 
K= + = 2(~ E + r) 
_ _ at h. L 2 
所 以 +e tek = eet, Etek, irr =0 


故 AGHK 是 正三 角形 . 

例 8 Ë P.P, P, ERARE n WP, P 是 圆周 上 任 一 点 .求证 : PP. + 
PP] + PPh 为 一 常数 . 

证 明 ” 取 圆心 为 原点 建立 复 平面, 俩 总 = ren (k = 1,2,…, nr 为 图 的 
半径 ) 证 = re, FÆ 

PPE = | P - P, It = | re ~ rer 14 = 


rile _ ey (ee _ eme = 
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ri(2 Q ee. ein et reay = 
(G+ O00 0-20, eM A de , or) 
SU 
但 zf 
但 er 0 
m 1 - er 
SR TUe) o 
= I-es 


所 以 六 PP = 6n. BRE. 


EN E 
注 :1) 从 证 明 中 易 看 出 , > PP, 也 是 一 常 
k=1 
数 ; 
2) 类 似 可 证 , 正 n AE P Pre P, 的 半径 为 
;中心 为 0, 在 以 0 为 圆心 ,a 为 半径 的 圆 上 任 
a B 
取 一 点 P, 则 2 PP 为 常数 n(a? + r). 
=1 
例 9 如 图 1.10.3, 设 AABC 是 锐角 三 角 b 
形 , 在 AABC 2318 8 f ABD, 图 1.10.3 
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AABE, A CAF ,B. Z BDC, Z BAE , Z CFA 为 直角 ,又 在 四 边 形 BCFE 外 作 等 腰 
直角 A EFC, A ZEFG 为 直角 .求证 : 64 = J2AD, Z GAD = 135. 
证 明 W A 为 原点 建立 复 平面 ,用 向 量 表示 对 应 的 复数 
© =- 46 = AF + FG = AF + FEC- D = 
JF +i. EF = AF + (EA + AF) = 
G +i) AF +i. EA = (14i) AF + BÀ 
XEF(-1+i)Ď = (-1+i) AD = DÄ +i- AD = 
DË + BÄ + ië + G) = 
BÄ + DË +i -1 + BÖ = 
TÀ + i+ AC = BÀ + (AF + FO) = 
BA +i AP + AP = BA + (+ i) AF 
O +i) AF + BÀ 
比较 得 AG = (- 1 + ) AÐ = AD . f2(cos135° + isin1359) 
故 46 = /2AD , Z ÇAD = 135°, 
例 10 如 图 1.10.4, 以 点 O 39 rhutsñb1En(n > 5) 2 


B 
形 的 两 个 相 邻 顶点 记 为 4, B, A XYZ 与 人 048 全 等 .最 < ` 
PẸ AXYZ 重要 于 AO4B, 然 后 在 平面 上 移动 XYZ, lË C 


点 了 和 Z 都 沿 着 多 边 形 周 界 移动 一 周 ,而 点 XY 保持 在 多 
边 形 内 移动 , 求 点 下 的 轨迹 . 
解 ” 取 0 为 原点 建立 复 平面 , 设 点 是正 n 边 形 与 H 1.10.4 
B 点 相 邻 的 另 一 顶点 ,从 A,B, CRANES. EER 
动人 XYZ saetti 时 刻 ,了 在 48 上 ,2Z 在 BC 上 , 按 定 比分 点 公式 ,有 
=(1-A)Ä +A” (Ogag!) 
Ta hi rt Osga!) 
Se= en, IË = cå, = eb = etA, HO- Pe = 2 - Z. Ami 
+ zhu- V0- - + -aXe - P) 
即 说 =- (px-2) 访 
由 于 jp ~ 为 实数 ,上 式 表明 ， 点 下 总 在 0 与 决定 的 直线 上 ,其 次 ,由 
I ř-ž 


Al=1 l=I(1-A)Ä+gĒl=11-à +p |Á 1 
得 11-A+Al=1 
则 lgll-Al+læl=l-à+y 


从 而 p > 4, 可 见 点 下 将 在 从 呈 到 0 的 连 线 的 延长 线 上 移动 ， 
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下 面 考虑 工 离 O 的 最 远 距离 ,由 对 称 性 和 连续 性 知 ,X 离 0 的 最 远 距 离 应 
# YB = ZB 时 实现 .因此 ,X +u = 1 或 1- = py. 设 正 n 边 形 边 长 为 4a,0B 
交 XY FR, W 


YR a2_ oT 
YB pa 5n 
1 2p = .从 而 X 到 0 的 最 远 距 离 为 
cos — 
n 
(a-a) Bis QD (De 
cos $ 2sin $ 


all — cos $ )/sin 28 
n n 
可 见 , 所 求 轨迹 是 从 0 出 发 , 背 向 多 边 形 的 每 一 个 顶点 通 出 的 n 条 线段 所 


组 成 的 “ 星 形 ”, 其 长 度 都 相等 ,由 上 式 给 出 . 
例 11 RE: A n 为 奇数 2m + 1, AAr A, AEO 的 内 接 正 n 边 形 ,P 为 


isg MA, EA 
| Pdi1+1 PAs |+" +1 Påimai |= | PAs |+] PAa l+ te +| PAzm | 
证 明 BA 0 为 原点 ,建立 复 平面 , 则 所 证 明 的 等 式 即 为 
DP- ejs 2 1 -etl 
to = 
其 中 ,se = er, H 
DP -ety D eP e a 
k=0 k=0 
> Let P- |= [Ze -$ Sye] 
t 10 fo 
Bj S 1b 3 mI Dem |. esl 
š=1 k=1 
| >J tD P- De 
= m 
2m, > 
| > ce > e| 
kml kmi 
m Im pii 
由 于 ie P+ > et P= ek ba oO 
k=0 k= m+1 k=0 
” 2m 
及 >e + > 1 _ Dye! =0 
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= » 2m 2m 

于 是 | -Slet h O See | 2; et. PL > ga 
r=] k= rtan kmt 

由 此 即 证 . 


注 :特别 地 , 当 n = 3 时 ,有 1 PAL1+1 PA |= 1 PA 1( 参 见 图 1.1.17). 

例 12 ”用 复数 法 证 明 反 演 变换 的 性 质 :(1) 经 过 一 对 反 点 的 圆 与 反 演 基 
正 交 ;(2) 在 反 演变 换 下 ,不 共 线 的 两 对 反 点 必 共 圆 

证 明 (1) 取 以 0 为 图 心 的 单位 加 为 反 演 基 闭 . rel E e 的 对 应 点 为 一 
对 反 点 ,过 这 两 点 作 圆 Zo, WA 


ñ 1 ， 
lz- ref i= i Zo - Tel 


d 

NT _ pe- lag l 
Bp (zo — re” )Cz - re”) = Czo- rea- e ) 
亦 即 zozo- r(zoe® + zoe”) + r° = zozo- TG + ze) + 
亦 妈 Ho? + aoc = r + E 
X P +l zo = re? |? = 1+ (za - re?)(za- re) = 14 zozo- rze + 

ze”) + 2 = I+ (r+) + = l zo 

即 反 演 基 贺 与 加 Z 半径 的 平方 和 等 于 两 圆心 距 的 平方 , 故 两 圆 正 交 . 


(2) 取 原点 0 为 反 演 中 心 ( 极 ) ,1 ARRAREN, Z Z, 0 RHR, Z, 159 
Z, 的 反 点 分 别 为 Zz, Z, BÍ Z, Z2, Z3, Z, 不 共 线 , 且 


L 1 
z = -一 ,= -一 
z 3 
pa rn. mom. (za z - 1) (2 z D _ al- 1)(1 22 2 - 1) 
Sa-a n-z Gaa- 1Xaz-1) 7 |z 2-1 
为 实数 , 即 知 Z, Zz, Za, Z 四 点 共 圆 . 
练习 题 1. 10 


已 知 ABCD tF, B 为 定点 ,点 已 内 分 对 角 线 4C 为 2:1, 当 也 点 在 以 A 
为 圆心 ,3 为 半径 的 圆周 上 运动 时 , 求 P 的 轨迹 ， 

2. 在 等 腰 直 角 AABC 中 ,人 C = 90, D RJ BC KHA, S E EHA LE 
AE = 2EB.3RIE: CE = Š AD. 

3. 凸 四 边 形 ABCD 国 绕 它 所 在 平面 内 一 点 0 逆 时 针 方向 转 90 ,得 到 四 边 
E A'B'C'D' P,Q, R,S 顺 次 是 43,BC,CD,D4 的 中 点 .求证 :PR 上 QS, 
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PR = Q8. 
4. 在 凸 五 边 形 ABCDE th, ZABC = ZAED = 9, ZACB = ZADE, M E 
CD 上 ,MD = MC. 求 证 :ME = MB. 


5. 在 RIA4BC 中 ,ZC = 9P, BC = TAC, E EAC E, A EC = 24B, 求 
Z CBE + LCBA. 


6. 在 正 n BDE AoA An-1 中 ,求证 :由 1 4o4 is n. 
k=l 


7.4 a,b,c, d KÆRA ABCD 的 边 长 ,4C = f, BD = e, êf’? = 
a?e? + b2d2 - 2abed > cos( A + 0),( 参 兄 本 篇 第 一 章 中 例 7) 

8. 平 面 上 两 圆 相交 ,4 为 一 个 交点 .两 点 同时 自 4 出 发 ,以 常 速度 分 别 在 各 
自 的 团 周 上 依 相 同方 向 绕 行 .旋转 一 周 后 两 点 同时 回 到 原 出 发 点 .证 明 : 在 这 平 
面 上 有 一 定点 P, 使 得 在 任何 时 刻 从 P 到 两 点 的 距离 相等 . 

9. 设 A EE n B ALA. A, 的 外 接 圆周 上 任 一 点 , 若 圆 半径 为 >, 则 

2a" = nC "(m € N) 

10. 用 复数 法 证 明 ;(1) 不 通过 反 演 中 心 的 圆 的 反 形 仍 是 不 过 反 演 中 心 的 
E]; (2) 与 反 演 基 圆 正 交 的 贺 的 反 形 是 该 蔽 自己 . 

11. 设 0 是 全 4BC 的 外 心 ,D 是 48 中 点 ,E 是 个 4CD 的 重心 ,48B = AC. 求 
证 :OF | CD. 

12. 在 和 4BC 中 ,一 4 = GP ,过 其 内 心 了 作 直 线 平行 于 4C 交 4B FF, BC 


边 上 取 点 P, 使 得 3BP = BC. 求 证 :人 BFP = 18. 


13. Æ A ABC H, ZC = 30 ,0 是 外 心 ,了 则 内 心 , 边 AC 上 的 点 了 与 边 BC 
上 的 点 号 使 得 4D = BE = 48, 求 证 :01 L DE EOI = DE. 

14. JÉ ABCD HADA O 与 各 边 依次 切 于 EE,F, G, H, TE EF -GEESA 
作 图 0 的 切线 交 48 IM, X BC FN, Z CD 于 P, 交 DA 于 Q. 求 证 :MQ // NP. 

15. 考虑 在 同一 平面 上 半径 为 与-(R > r) 的 两 个 同心 圆 , 设 P 是 小 圆 肩 
上 一 定点 ,8 是 大 圆周 上 一 动 点 ,直线 BP 与 大 圆周 相交 于 另 一 点 C, 过 P 且 与 
BP REBAR 与 小 贺 周 交 于 另 一 点 4.(1) 表达 式 BC? + CA2 + AB? 所 取 值 的 
集合 ;(2) 求 AB 中 点 的 轨迹 . 
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第 十 一 章 。 射影 法 


作出 图 形 的 射影 (或 投影 ) ,利用 其 射影 的 位 置 . 射 影 图 与 原 图 形 间 的 数量 
关系 及 射影 图 的 性 质 来 求解 数学 问题 ,有 时 是 极为 方便 简洁 的 ,我 们 称 这 种 解 
题 方法 为 射影 法 .利用 射影 法 求解 平面 几何 问题 ,主要 是 利用 点 的 射影 、 线 跋 的 
射影 .中 心 投影 及 平面 射影 变换 等 几 种 形式 的 射影 方法 及 其 特殊 性 质 来 转化 
问题 的 形式 ,沟通 条 件 与 结论 而 解决 问题 ， 


一 、 作 出 点 的 射影 ,显现 求解 媒介 量 


例 1 《参见 本 篇 第 一 章 中 例 6) 设 AD 为 A4BC 的 BC 边 上 的 中 线 , 过 C 引 


任 一 直线 CEF AD FE, AB FERESE = ZAE, 
证 法 1 如 图 1.11.1(1), 设 4,8,D 三 点 在 EF 所 在 直线 上 的 射影 分 别 为 
A.P. D.E 161 


AE _ AA' AF AÑ DD _ 1 
ED © DD''FB “° BB''BB = 2 
m AE _ AA. _ 2AA! _ 2AF 


ED ` DD' BB ` FB 


ZB' 
0 加 
图 1.11.1 
证 法 2 如 图 1.11.1(2), 设 4,8,D 三 点 在 过 C 点 且 与 BF 垂直 的 直线 1 上 
的 射影 分 别 为 4', B',D' .于 是 
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CB' = 2CD ,Fh = CR CD = CD 
âF AC AE 
从 而 FB 7 2CD' ` 2ED 
AE _ 2AF 
故 ED ` FB 


例 2 (参见 练习 题 1.9 中 第 14 题 ) 如 图 1.11.2， 
在 人 4BC 中 ,P,Q@,R 将 其 周 长 三 等 分 , 且 P,Q AB 


BERES 2, 
证 明 不妨 设 人 4BC RAKI LERLA Š P 
HC, R E AB 上 的 射影 , 则 图 1.11.2 
1 
Sapo _ 2 PQ ' RH _ PQ RH _ PQ , AR 


Sawe T Lam. CL = AB: CL " AB 4C 


162 因为 PO = T.AB < 十, 所 以 > 六 .因为 
AP<AP+ BQ = AB - PQ < 7 - T = + 


1 1 1 1 
= 6 AC < 


AR= + - AP > $ - Ç ° ; 
A 
， AR S _ 工 
所 以 4C> 工 = 3 
PI 
故 Sama 2 l _ 2 
Sauce >3 ` 3 “9 


例 3 加 内 接 四 边 形 被 它 的 一 条 对 角 线 分 成 两 个 三 
角形 .证明 :这 两 个 三 角形 的 内 切 圆 半径 之 和 与 对 角 线 的 
选取 无 关 . 

证 明 ”如 图 1.11.3, 设 四 边 形 41424344 内 接 于 以 
0 为 加 心 ,半径 为 R 的 圆 . 再 设 点 0 ER AAs, AA 
4243,4344,4441 上 的 投影 分 别 为 点 Ha, Hi, H, Hy, H4, 
iB h = OH(i = 0,1,…,4). W 51,52 与 pop 为 01.1.3 
AAAA AAAA 的 面积 与 半 周 长 ,ri,m 为 其 内 切 较 半径 .为 不 失 一 般 人 性 ， 
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FIU 0 E AA AA 中 .对 内 接 四 边 形 43Ho0OH;, A H OHo, A2 H20R, 应 用 托 
勒 密 定理 ,并 注意 HoH, Hoh, 是 AAAA 的 中 位 线 , 则 有 
(R + ri)pi = R* Ho, + R °` HB + R ° HiH + S; = 
Cho * HaAs3 + ha * HoA3) + (ho ° Hidi + hi ° HoA1) + 
(hz * HiAz + hi * HyA2) + im * AYA + hz * 4243 + 
ho Azdı) = (h + ja + ho)pi 
从 而 R + ri = hi + ha + ho 
同 理 ,由 (R+ rm)pa = (hy + ha- ho)pa 8 R + r = ha + ha- ho. 
故 在 图 1.11.3 所 示 情 形 下 ,有 my+r = hi + ba + hy+ ha - 2R, 
对 一 般 情 形 , 所 求 的 内 切 圆 半径 之 和 等 于 h, hz hs, ha 2R 并 赋 以 一 定 的 
符号 之 和 ,这 些 符号 与 点 0 相对 四 边 形 414>4344 的 位 置 有 关 , 因此 ,这 个 和 与 
对 角 线 的 选取 无 关 . 


二 .运用 射影 定理 ,转化 求解 关系 式 


(1) 线段 的 射影 定理 :长 度 为 的 线段 等 于 其 射影 长 bm 与 两 线 (线段 和 其 射 
影 ) 夹 角 9 MREZE I = 2. i 
(2) 直角 三 角形 中 的 射影 定理 :在 RIA4BC P, ZC = 90,D 38 CERNA 


AB 上 的 射影 , 则 AC? = AD . 4B; BC? = BD - AB; CD? = AD + DB. 
(3) 一 般 三 角形 中 的 射影 定理 ;在 全 4BC 中 ,内 角 4, 下 ,C 所 对 的 边 长 分 别 
A a,b,c, i] a= c+ eosB + b cosC;b = a cosC + c cosA;e = b cosd + 
a ° cosB. 
(4) RD n WERNEER AEM n DPA AA 中 , 设 a = Aan 
(k = 1,2pv,n, Ani = A1). laap 表示 向 量 a; 5 a, 所 夹 的 角 , 则 


la, l= 27 ia; l- costana) (k= 1,2,°,n) 
m 


ik 


EAD a = OGRIN ARTERA E. E Y a = 0 
EEH -a = 六 gi, 两 边 平方 后 再 整理 (注意 夹 角 的 转换 ) 即 得 凸 n 边 形 的 余 
m 
RRN. 


—#t-7 HPA 
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如 上 的 一 系列 射影 定理 ,可 在 转化 有 关 关 系 式 中 发 挥 重要 作用 . 

例 4 如 图 1.11.4, 作 锐角 A ABC 的 外 接 M 
圆 ,并 过 点 4, B,C 分 别 作 外 接 圆 的 切线 ,已 知 
过 点 4 与 C 的 切线 分 别 和 过 B 的 切线 交 于 履 与 
NN, BP L AC 于 P. 求 证 : BP 平分 Z MPN. 

证 明 ”要 证 人 MPB = 人 BPN, NAWE 
Z APM = 人 CPN 即 可 , X. R WE AAPM o 
A CPN 即 可 . 

设 AB = c,BC = a, BAC = a,Z BCA = y. 


TEZE AAMB 中 ,有 人 MAB = ZACB = 7, 则 AM = zay MA CN = 


.又 4P = c * cosa, PC = a * cosy. fE AAPM #l A CPN 中 


a 
2cosa 


LMAP = a + Y = ZNCP ÀD = za + cosy = SE 


故 有 AAPM 9 Ó CPN. 


例 5 如 图 1.11.5,4D 是 RtA4BC HERH A 
BC 上 的 高 ,下 是 CB ERRERA, B. Z EAB = 
Z BAD.3R1E: BD : DC = AR? : EC. LAIN 
证 明 ”由 题 设 , 知人 LC = ZBAD = Ë 了 È 
LEAB, ZAR LEAM, H AABE 2 ACAE, 图 1.11.5 
即 有 4B : AC = AE : BC, 亦 即 AB? : AC? = 
AF? : EC. 


又 在 RtA4BC 中 ,由 射影 定理 有 
AB? = BD .BC,4C2 = CD + BC 
即 有 AB? : AČ = BD : CD 
故 BD : CD = AR? : EC 
例 6 WE 1.11.6, M X AABC 内 任意 一 点 ,A4BC 的 半 周 长 为 p, 求 证 : 


MA * cos + Z BAC + MB + cosb ABC + 
证 明 令 人 MAC = a, LMAB = an, LMBA = Bi, “ B 
ZMBC = ñ, LMCB = Yı, ZMCA = yy, 则 图 1.11.6 
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ay + a, = Z BAC = a 
Pi + Bx = LABC = B 
Yi + x = ZACB = Y 


由 = LBC + AC + AB) = Ü (MC - eosyi + MC + cos72 + 
MB - cosB + MB - cos8; + MA > cosa; + MA cosas) = 
MC -cos Z- eos (7, - 2) + 


2 
MB- cos £ - cos 1 (8. - b) + 
MA + cos 7 


08 "° cos (at - oz) = 


MC ' eos + MB. es £ + MA. E 
Ef a = asfi = Bx = Yu, BB M A A ABC 的 内 心 时 ,上 式 中 等 号 成 立 ， 
从 而 原 不 等 式 获 证 . 


三 . 善 用 平面 射影 变换 , 巧 解 各 类 问题 


189FEZ882EXK8 165 


(1) 如 图 1.11.7, 设 ! 与 是 同一 平面 上 的 两 条 不 同 
的 直线 ,0 是 这 个 平面 上 不 在 ! 和 上 的 一 点 .经 过 点 0 
与 1 上 的 点 4,B,C，…, 各 作 直 线 04,08,0C,…, 若 这 些 
直线 分 别 交 TRA, B,C, 这样 就 说 是 确定 了 一 
个 以 点 0 为 中 心 的 中 心 投影 ,点 4 叫做 点 4 在 中 心 投 
É PTERA, AA 叫做 点 4 的 原 象 点 ,点 4 与 4' 叫做 
中 心 投影 的 一 到 对 应 点 ;车 1 与 六 相交 ,它们 的 交点 是 EIT 
这 个 中 心 投影 的 不 动 点 ;在 中 心 投影 P 下 没有 象 点 的 点 称 为 P 下 的 影 消 点 . 

在 上 述 中 心 投影 P 下 ,我 们 有 

性 质 48.45 - 名 : 绑 .( 可 参见 本 篇 第 一 章 中 例 16 后 的 推论 (2)) 

性 质 2 着 入 名 a MBE -= L (A. C). 

证 明 GAREA, C EBB FITRI TFM, N, E MC 32 BB' 于 D, 则 
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AB _ 
hpo = 4 有 
1 


了 

AM 
从 而 
所 以 


B'B 
1 


工 十 从 
1 


1 


Tl 


1+4 
(2) iZ ay fl a ER 
的 点 4, 如 果 直 线 04 与 平面 oa 交 于 点 


T+ CN 
_ AM + CN 


(4 
1+å` B0 


DB à 


Sisa 


1+2 
AM + CN _ 
BO z 
CN) - 
+à 0) = 
A'A 


CC 
40 + À 60) 


间 两 个 平面 , 0 是 不 在 这 两 个 平面 上 的 一 点 .对 平面 cx 上 


A BRO A 与 4 对 应 .这 种 映射 叫做 以 0 


为 中 心 ,平面 a) 到 平面 cz 的 中 心 投影 P. 在 中 心 投影 P 下 , 若 平面 o 与 a 相交 


于 直线 1, 那 么 ,过 点 0 平行 于 oa 的 平面 与 平面 a 1 的 交 线 lo 其 映射 没有 定义 ,在 
中 心 投影 下 其 映射 没有 定义 的 直线 称 为 在 这 个 中 心 投影 下 的 影 消 线 .显然 ,在 中 


心 投影 下 ,不 是 影 消 线 的 直线 的 投影 仍 是 直线 ,中 心 投影 不 是 平面 1 到 
一 一 瑞 射 ,但 是 ,把 直线 和 平面 扩充 以 后 ,可 使 这 种 映射 变 成 为 一 一 映射 . 
做 无 穷 远 点 ,车 直线 1 属于 对 应 无 穷 远 点 财 的 平 


(3) 平行 直线 东 的 交点 叫 


平面 a> BJ 


行 线束 ,就 叫 无 穷 远 点 M 在 直线 上 ; 若 无 穷 远 点 在 平面 的 一 条 直线 上 ,就 叫 
这 个 无 穷 远 点 在 该 乎 面 上 ; 某 个 平面 (全 部 空间 中 ) 的 所 有 无 穷 远 点 的 集合 叫 
做 无 穷 远 直 线 (平面 ); 一 直线 和 这 直线 上 的 无 穷 远 点 合 在 一 起 叫做 扩充 的 直 
线 ;一 个 平面 和 它 对 应 的 无 穷 远 直 线 合 在 一 起 叫做 扩充 的 平面 ;空间 和 无 穷 远 


点 合 在 一 


起 叫做 扩充 的 空间 ;普通 的 和 无 穷 远 的 点 (直线 ,平面 ) 一 起 叫做 广义 


的 点 (直线 平面 ) ,这 时 普通 点 叫 有 限 点 ; 显 见 ,通过 任意 两 个 广义 点 有 惟一 的 
一 条 广义 直线 ,在 同一 广义 平面 上 的 任 两 条 广义 直线 恰 有 一 个 广义 交点 ,任意 


两 个 广义 平面 都 相交 于 一 条 广义 直线 ， 


通过 广义 直线 和 不 在 它 上 面 的 一 个 广义 


点 有 惟一 的 广义 平面 .车 两 个 广义 点 在 一 广义 平面 上 , 则 通过 这 两 点 引 的 广义 
直线 在 这 个 平面 上 .此 时 ,我 们 则 可 推出 ,中 心 投影 对 两 个 扩充 平面 来 说 ,给 出 
了 一 一 映射 .此 时 ,一 个 平面 的 影 消 线 映 射 为 另 一 个 平面 上 的 无 穷 远 直线 . 

(4) 平面 a 到 平面 8 的 映射 称 为 射影 变换 , 如 果 它 是 中 心 投影 与 仿 射 变换 


的 合成 ,也 就 是 说 ,如 果 存 在 平面 ve = 


asaliea2yanlyean = PAE Ma 到 


Qi 上 的 映射 Pi(i = 1,2,…,n), 它 们 中 的 每 一 个 或 者 是 中 心 投影 ,或 者 是 仿 射 
变换 ,同时 PP = 已， Paate P1; 当 平面 a 与 平面 b 重 合 时 ,映射 了 叫做 平面 
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a 的 射影 变换 . 

ERS 1) 变 无 穷 远 直线 为 无 穷 远 直 线 的 平面 射影 是 仿 射 变换 ; 

2) WRA A,B,C,D 是 平面 a 上 同一 直线 ! 上 的 四 点 ,? / lo, lo 是 平面 a 
的 射影 变换 P 的 影 消 线 , 则 P(A4)P(B) : P(C)P(D) = AB: CD. 

3) 如 果 射 影 变 换 PETTA A b 为 平行 的 直线 ; 则 或 者 P EDIE 
换 , 或 者 P 的 影 消 线 平行 于 直线 iL 和 L. 

证 明 1) 因为 变换 P 是 扩充 平面 到 扩充 平面 的 一 一 映射 ,而 无 穷 远 直线 
变 为 无 穷 远 直线 ,所 有 P 把 有 限 点 的 集合 一 一 映射 为 有 限 点 的 集合 .因为 映射 
P 了 下 直线 变 为 直线 ,所 以 P 是 仿 射 变换 ， 

2) 取 平 面 a 外 任意 一 点 0, 设 平面 8 是 过 直线 1 有 平行 于 由 志和 点 0 决定 
的 平面 .@ 是 以 0 为 中 心平 面 a 到 平面 8 的 中 心 投影 与 以 ! 为 轴 平 面 6 到 平面 a 
的 空间 旋转 的 合成 . 变换 Q 的 影 消 线 也 是 io, 所 以 平面 a 的 射影 变换 
R = 0 ,已 变 无 穷 远 直 线 为 无 穷 远 直线 .由 1) 知 , 它 是 仿 射 变换 ,应 保持 直线 
上 线段 的 比例 关系 .又 在 变换 0 下 ,直线 ! 是 不 动 直 线 ,所 以 在 变换 已 = Q ` R 
下 ,比例 式 成 立 . 

3) 由 于 平行 直线 h 和 1, 次 为 平行 直线 ,这 就 是 说 ,这 些 直 线 的 无 穷 远 点 M 
变 作 无 穷 远 点 , 亦 即 粹 在 无 穷 远 直 线 的 逆 象 1 上 .因此 ,或 者 1 是 无 穷 远 直线 ,这 
时 由 1) 知 变换 P 是 仿 射 的 ,或 者 1 平行 于 直线 1 和、 

性 质 4 ”存在 射影 变换 ,分 别 变 已 知 的 不 共 线 的 四 个 点 4,8,C,D 为 已 知 167 
的 不 共 线 的 四 点 4', B,C' D. 

证 明 “可 以 证 明 , 点 4, 下,C, 卫 可 以 用 射影 变换 为 正方 形 的 顶点 . 设 五 和 
F 23 Sk AB 和 CD ,直线 BC 和 AD 的 交点 .如 果 直 线 EF 是 有 限 的 , 则 存在 
平面 48C 向 某 个 平面 的 中 心 投影 ,对 这 个 中 心 投影 来 说 , EF 是 影 消 线 .作为 
射影 中 心 可 以 取 平 面 ABC 外 的 任意 点 ,而 作为 平面 a 是 平行 于 平面 OEF AXK 
与 它 重 合 的 任意 平面 ,在 此 情况 下 点 A,B,C,D 投影 为 平行 四 边 形 的 顶点 . 它 
借助 仿 射 变换 已 经 可 以 变 为 正方 形 .如 果 直 线 EF 也 是 无 穷 远 直线 , 则 ABCD 已 
经 是 平行 四 边 形 了 . 

性 质 5 ”在 平面 上 已 知 略 及 圆 内 一 点 , 则 

1) 存在 射影 变换 , 它 变 已 知 圆 为 一 个 圆 ,而 已 知 点 为 这 个 图 的 中 心 . 

2) 如 果 射 影 变 换 变 已 知 圆 为 一 个 圆 ,而 已 知 点 变 为 它 的 中 心 , 则 影 消 线 重 
直 于 通过 已 知 点 直径 ， 

证 明 1) 设 已 知 点 分 通过 它 的 直径 的 比 为 p : 9. 考 察 平 面 a 上 中 心 为 0 
HRANE $', 设 4 是 由 点 0 向 平面 a 引 垂 线 上 的 任 一 点 .在 4 为 顶点 ,3 为 底面 
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的 圆锥 表面 上 取 点 8 和 C, 使 得 BA: AC = p: g AERE BC 交 圆 锥 的 轴 40 
于 点 M,N AM 是 全 4BC 的 角 平 分 线 .因此 ,BM : MC = BA : AC = p : q. RI 
考察 过 BC 且 与 平面 48C 垂直 的 平面 8, 设 平面 8 与 圆 欠 的 交 线 是 椭圆 $, ,显然 ， 
圆锥 以 及 平面 8 关于 平面 48C 对 称 .所 以 BC 是 椭圆 $i 的 对 称 轴 , 于 是 ,在 某 个 
仿 射 变换 下 ,51 BER, BC 变 作 直 径 , 而 点 路 变 作 该 直径 为 p : g 的 分 点 .由 此 
可 网, 作 上 还 变换 的 逆 变 换 , 即 可 实现 题 中 的 要 求 . 

2) 在 1) 的 证 明 中 已 经 给 出 了 满足 条 件 的 射影 变换 ,在 这 个 变换 下 , 影 消 线 
显然 垂直 于 通过 已 知 点 的 直径 . 

性 质 6 ”存在 射影 变换 , 它 变 已 知 圆 为 圆 , 变 已 知 的 弦 为 它 的 直径 . 

WRA 设 歼 是 已 知 弥 二 任意 一 点 ,由 性 质 4, 存 在 射影 变换 变 已 知 圆 为 
圆 , 而 点 M 变 为 它 的 中 心 ,因此 在 射影 变换 下 直线 变 作 直线 ,已 知 弦 变 作 直 径 ， 

性 质 7” 若 在 平面 上 给 出 一 个 圆 和 不 与 这 圆 相交 的 一 条 直线 , 则 存在 射影 
变换 变 已 知 圆 为 一 个 圆 , 而 变 已 知 直 线 为 无 穷 远 直线 . 

证 明 ” 设 5 是 已 知 圆 ,4B 是 已 知 直线 ,a 是 包含 它们 的 平面 .在 通过 圆 5 
的 中 心 与 平面 a 垂直 的 直线 上 任 取 一 点 0 , 作 平面 8 平行 于 平面 048 . 作 以 0 为 
中 心平 面 到 平面 8 的 中 心 投影 , 则 AB 是 这 个 投影 下 的 影 消 线 , 它 的 射影 是 无 
穷 远 直线 , 由 于 圆 $ 与 48 不 相交 , 它 的 射影 是 粮 圆 ,再 通过 念 射 变换 ,这 个 椭圆 
TRER. 

(5) 车 点 M 内 分 线段 48B ,点 NMHRELAB, E AM : MB = AN : NB, 则 点 
M,N 叫做 调和 分 割 线段 4B ,或 称 A, M, B,N 是 一 组 调和 点 列 . 

显然 , 若 H ,六 调和 分 割 48 , 则 4 ,时 也 调和 分 割 WHN; 若 村 ,NN 调和 分 割 48， 
且 0 为 48 的 中 点 , 则 


0B? = OM .ON 
E M,N FWAR AB , 则 
2 _ 1 1 
AB 7 AM t AN 
(6) 射影 几何 的 基本 定理 :四 条 直线 AB, BC, 
CD, DA 两 两 相交 于 4,B,C,D,E,F( 此 时 或 称 完 
全 四 边 形 ,或 称 四 点 形 ABCD), 三 条 对 角 线 AC, 
BD, EF 所 在 的 直线 中 的 任 两 条 与 另 一 条 的 交点 
调和 分 割 另 一 条 对 角 线 . É 
证 明 ”如 图 1,11,8, 我 们 只 证 EM : MF = 
EN : NF ,其 余 留 给 读者 . 
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设 A EMD 中 EM 边 上 的 高 为 ,利用 
2Sarun = EM > h = ED : DM - sinl EDM 
得 EM = i ` ED - DM > sin EDM 
同 理 ,再 求 出 HP, FN, EN 的 类 似 的 表达 式 ,因而 
EM FN _ ED- DM : sin/ EDM , FD- DN > sin FDN _ 
MF ` NE ` FD + DM + sinl FDM ` ED- DN ~ sinl EDM 7 
sin EDM , sin/ FDN 
sin FDM ` sin EDN 
AP CN _ sinZADP , sinZ CDN 


同样 得 PG ` NA sinZ CDP ` sinZ ADN 
. EM FN _ AP , CN 
Fia MF ` NE 7 PË ` NA 


N EM EN _ sin FBM .sin EBN 
类 似 地 可 以 证 明 YE ' NF = sinZEBM nS FBN = 

sinZABP .sinLCBN _ AP .CN 

sin CBP ` sinl ABN 7 PC ` NA 

HY m, (En Py) = 1, 即 证 得 结论 ， 

注 :1) 在 图 1.11.8 中 , 若 点 放 趋 于 无 穷 , 即 AC /EF ,结论 仍然 成 立 .此 时 
我 们 知 M H EF 的 中 点 ,由 此 又 可 推 得 P 为 4C 的 中 点 ,这 就 变 为 本 篇 第 一 章 中 
例 1 的 情形 . 

2) 在 图 1.11.8 中 ,有 9 组 调和 点 列 ， 
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2NESSHEEEN 

例 7 如 图 1.11.9, 设 DD 为 等 腰 直 角 三 角形 4BC 的 & 
直角 边 BC 的 中 点 ,在 48 上 , 自 AE: EB = 2:1. 求 证 : p 
CE L AD. 

证 明 ”考虑 以 C 为 中 心 的 中 心 投影 , 易 如 AE : EB 4 £ B 


= 2,CD : CB =. 


mae = 4. 设 CD = x, 则 


AB = 2x,AD = 45x, GD = Å, 
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所 以 CD: AD = DG: CD, 所 以 ADCC mw 人 DAC. 所 以 人 CCD = Z ACD = 9, 
因而 CE 上 AD. 

例 8 如 图 1.11.10, 在 梯形 ABCD(AD // BC) 的 对 
角 线 4C 的 延长 线 上 取 一 点 P, 过 忆 与 梯形 两 底 的 中 点 才 ， 
工 的 直线 交 4B, CD 分 别 于 点 对 ,AN. 求 证 :MY // AD. 

证 明 ” 连 BP,DP. 分 别 考虑 以 了 ,8 为 中 心 的 中 心 投 
影 , 令 AC : CP = À PEHE] AL : LD = CK: KB = 14, 则 

CN l Aat 
ND ` I+ ALD DP iA 
$k CN: ND = MB : AM. 因 而 MN // AD. 
例 9 如 图 1.11.11(1), 设 全 4BC ARAA BC FD, AANA AB 和 AC 


芍 延 长 线 于 EE 和 FF, 设 7 是 直线 BF 与 CE 的 交点 .求证 :点 4,D 和 7 了 共 线 . 


1.11.10 
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图 1.11.11 
证 明 ”由 题 设 , 若 存 在 一 个 射影 变换 ,使 得 点 A, D 和 7 的 象 共 线 , 则 间 题 
结论 获 证 .三 点 共 线 可 以 是 这 种 情况 :其 中 一 点 是 某 个 平行 直线 束 相对 应 的 无 
穷 远 点 ,另外 两 点 的 连 线 却 是 这 个 平行 直线 束 中 的 某 一 条 ， 
由 射影 变换 性 质 6, 存 在 一 个 射影 变换 变 A ABC 的 旁 切 加 为 一 个 图 ,而 弦 
EF 变 为 回 的 直径 ,在 这 个 变换 下 , 设 4'，B',… 是 点 4,8,… 的 象 . 则 4' 是 与 下 
直 于 直径 EF 的 直径 束 相对 应 的 无 穷 远 点 .下 面 只 要 证 明 直 线 DT 确 是 这 个 
直线 束 中 的 一 条 即 可 .如 图 1.11.11(2). 因 会 BF o A T'F'C' PA 
CP: TE = CPF :BE 
但 由 一 点 所 引 圆 的 两 条 切线 相等 , 即 有 CD = CP. BD = B'E' ,因此 
CT :TE = CD :DB 
从 而 DT /BB'E'. 故 结论 获 证 . 
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例 10 如 图 1.11.12, 已 知 全 48C 和 其 内 一 点 7， 
设 P 和 0 是 由 点 7 向 直线 4B 和 4C 分 别 引 址 线 的 垂 
足 ,而 丸和 3 是 由 点 4 向 直线 TYC H TB 分 别 引 垂 线 的 
垂 足 .求证 :直线 PR 和 QS 的 交点 了 在 直线 BC 上. 

证 明 IH ZAPT,ZART,ZAST, AQT EE Ë 人 ç 
直角 ,所 以 点 4,P, R,T, 5,Q 在 线段 47 KERE 图 1.11.12 
上 .于 是 归 绪 为 证 明 : 直 线 4P 和 7TS, PRISO, RT 和 Q4 的 交点 共 线 .为 此 ,研究 
变 为 以 AT 为 直径 的 国 为 圆 , 变 直 线 BC 为 无 穷 远 直 线 的 射影 变换 (性 质 7) , 问 
题 又 归结 为 41, Pis Ris Tis $1, Q 是 加 上 的 点 ,A1Pi / TiSi R T, / Q141, 需 
证 R.P, // Qasa. 

设 0 是 圆心 , 因 A.P, / T,S,, RD LP OT = 8:04, RE LT 00 = 
LA OR ,两 式 相 加 ,得 P100; = 人 510R1, 因 此 PR / $1Q1. 

例 11 如 图 1.11.13, 设 ABCDEF 是 圆 外 切 六 边 
形 . 求 证 : 它 的 对 角 线 AD, BE ,CF 相交 于 一 点 . ( 布 利 
安 桑 定理 ) 

证 明 ”由 射影 变换 性 质 5, 证 明 当 对 角 线 AD 和 
BE 的 交点 0 是 内 切 圆 的 图 心 即 可 . B A, Bie Fi 
为 内 切 圆 周边 AB, BC ,--: , FA 的 切 点 , 则 

ZF,0B, = ZF,0A; + ZA((OB, = 
2ZA0A; + 2L A108 = 2ZA0B 
类 似 地 还 有 Z E, 0C = 2 人 EOD. 但 人 40B 和 人 EOD 是 对 顶 角 ,因此 Z F,0B, = 
Z E 0C I PRVA 
LFOF + LFIOB + LBIOC = Z FOE, + Z EB, 0G, + LCIOC = 180 
也 就 是 直线 FC 通过 点 0. 

例 12 如 图 1.11.14, 直 线 a,3,c 相 交 于 一 点 
0,# AA B.C fl AAB: C P, TS Al A TEB A... 
Rak, BiA Ba2 在 直线 上 ,Cl 和 C kB e E, 
A,B,C 分 别 是 直线 B.C, 和 B,C,, C) A: 和 CA2, 
A,B, 和 42Bz 的 交点 .求证 :4,B,C 共 线 . (参见 本 
篇 第 十 章 中 例 15) 

证 明 ”我 们 设法 找到 一 个 射影 变换 ,使 得 4， 
B,C 三 点 的 象 都 是 无 穷 远 点 ,问题 即 可 解决 .为 W114 
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图 1.11.13 
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此 ,考虑 以 AB 为 影 消 线 的 射影 变换 ,于 是 只 项 证 点 C 的 象 是 无 穷 点 即 可 . 

设 在 上 述 射 影 变 换 下 , 公 41B1C) 和 AAB C 分 别 变 到 AAB C 和 
人 41ByCy ,点 0 变 到 0', 从 AB ERMAT A, BC /ByCy ACi // 
Ar CI , 剩 下 只 要 证 明 AB) // AYBI ,考察 以 0' 为 中 心 点 C1 变 为 Cx 的 位 似 
(车 0' 是 无 穷 远 点 , 则 考察 平移 ) ,由 于 AC // Ay Cy ,, 所 以 在 这 个 位 似 下 ， 
Ar 变 为 47 ,类 似 地 , BY 变 为 By ,因此 ABY /Az BY . 

例 13 如 图 1.11.15, 设 圆 0 是 人 ABC 
的 BC 边 外 的 旁 切 圆 , D E, FAEN 5 
BC, CA 和 4B 的 切 点 , 若 0D 与 EF 相交 于 K， 
求证 :4K 平分 BC. (参见 本 篇 第 六 章 中 例 
18) 

证 明 ”延长 4B,CK 交 于 C, 并 过 6 作 
AG 的 平行 线 交 EF 于 C', 则 由 平行 与 
全 CC'E 等 腰 可 知 

CK : KG = CC : FG = CE: FG 
再 过 C 作 CD' // BC, 且 使 CD' = CF, 则 上 
式 可 变 为 


W 1.11.15 


CK : KG = CD : GD' 

X LDCK = ZD6K, WE KD', MJ A KGD' co AKCD. 所 以 KED'C = 
LKDC = ,从 而 D, O, DRR. 

又 因为 6 = 6F, 所 以 CD' WRO FD . 同 理 ,延长 AC 与 6D' 的 延长 线 
ZT H,U HD' EWRO 于 已. 故 由 射影 用 何 的 基本 定理 (或 本 篇 第 一 章 中 例 
1) 即 证 . 

例 14 如 图 1.11.16, 在 一 个 平面 
中 ,c 是 一 个 圆 局 , 直线 1 是 此 图 的 一 条 
WR, M 为 ;上 一 点 , 试 求 出 具有 如 下 性 
质 的 所 有 点 P 的 集合 :在 直线 1 上 存在 两 
个 点 Q 和 ,使 得 M 是 线段 QR 的 中 点 ， 
BH c E: A PQR 的 内 切 圆 . 

解 ” 设 PP 是 合乎 轨 迹 条 件 的 任 一 
点 , 即 APOR STA c, E M Æ QR W 
中 点 . 再 作 CR / QR, 其 他 点 如 图 所 图 1.11.16 


FA REER RE ERRATA 


示 , 则 由 例 13 知 , PM, TT , QR , RO ATK. 

上 述 四 条 线 交 于 一 点 ,又 知 完全 四 点 形 PQ KR' 与 中 点 的 关系 ,于 是 由 射影 
几何 的 基本 定理 (或 本 篇 第 一 章 中 例 1) ,可 断定 PT 与 QR 的 交点 六 是 定点 (与 
T RFM). 

RR EEA K, P 为 中 心 作 投影 , 则 有 

(OR, MT) — > (RQ',M'T ) > (RQ, MN) 
m OM- RT _ RM- QN 
OT- RM " RN OM 
MOE = NR MGR = pp (Sit). 3 TR = QN. 

再 由 让 是 OR 的 中 点 可 知 . M 也 是 NT 的 中 点 , 即 合乎 轨迹 的 任 一 点 PRE 

NT 的 延长 线 上 . 


练习 题 1.11 


1. 在 全 4BC 中 ,了 为 BC 的 中 点 ,过 刀 作 一 直线 分 别 交 4C TE, Z AB 的 延 
长 线 于 FF. 求 证 ; AE : EC = AF : BF. 

2. 一 直线 与 人 4BC hW AB, AC 及 BC 的 延长 线 于 D,B,F. 若 AE : EC = 
BF : FC, 求 证 :AD = BD. 

3.AABC 中 ,点 D 在 BC 上 ,BD : BC = 1: 4,8X E,G 分 别 在 4B,AD 上 ，173 
AE : AB = 2:5,4G : AD =1:3,EG 交 AC 于 F. 若 Sangpe = 1, 求 AF : AC. 

4. Ë A ABC 的 顶点 4 引 两 条 射线 交 BC FX, Y, {E BAX = 和 CAY. 求 证 : 
BX .BY _ AB 
CX ` CY T AG? 

5.12 AM J: A ABC 的 边 BC 上 的 中 线 , 任 作 一 直线 分 别 交 4B,4C,4U FP, 


u. 24M _ 4B AC 
QN ORE N = AP +a 


6. 已 知 AP, PaP, 和 其 内 的 一 点 P, 设 直线 P,P, PiP, PP 分 别 交 三 角形 
EAF Or 0 O REEE Pa, po 中 ,至少 有 一 个 不 大 于 2, 也 至 
少 有 一 个 不 小 于 2. (参见 本 篇 第 八 章 中 例 16) 

7. 已 知 合 048 中 ,人 人 408B < 90, 从 全 048 中 任 一 点 用 (点 0 除外 ) 分 别 作 
OA, OB RIE MP , MQ Ì3 H H AOP 的 重心 , 当 点 用 遍历 线段 4B 时 ,点 和 
的 轨迹 是 什么 ? 

8. 在 平面 上 给 出 等 大 A ABC 和 A CDE ,分 别 以 BAD 为 直角 顶点 又 具有 
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公共 的 顶点 C( 三 角形 顶点 字母 按 同 一 方向 排列 ). 试 证 :线段 4E 的 中 点 的 位 置 
与 点 C 的 选取 无 关 . 

9.# A ABC 中 ,村 是 BC 边 的 中 点 ,4B = 12,4C = 16, 忆 和 下 分 别 在 4C 和 
AB 上 ,直线 EF MAM 相交 于 C6, 车 AE = 24P, 求 EG : GF. 

10. 过 全 4BC 顶点 B 的 两 条 直线 分 BC 边 上 的 中 线 4D 所 成 的 比 4E : EF : 
FD = 4 : 3 : 1, 求 这 两 直线 分 AC 边 所 成 的 比 46 : GH : HC. 

11. Æ AABC H, D ÆBC E, E BD: DC =3:2,E 在 4D E, BAE : ED = 
5: 6,# BE ZAC FF, R BE : EF. 

12. 在 AABC tP, D, E 分别 为 48,4C 上 的 点 ,CD 与 BE 相交 于 F, 且 AD : 
DB = 1:9,AE : EC =9:4, 求 BF : EF 的 值 . 

13. 证 明 : 四 边 形 ABCD 的 边 4B 和 CD 在 两 条 已 知 直线 六 和 疡 上 ,而 边 BC 
和 AD 交 于 已 知 点 P, 则 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 交点 的 轨迹 是 过 直线 11 与 l h 
交点 Q 的 一 条 直线 . 

14. 求 证 :连接 咒 外 切 四 边 形 对 边 上 的 切 点 的 两 直线 通过 对 角 线 的 交点 ， 

15. 设 0 EB S rF32 AR 的 中 点 , MN 和 PQ 是 通过 点 0 的 任意 两 弦 , 使 得 P 
A N E AB 的 一 侧 ,五 和 刁 是 弦 4B 分 别 同 粥 MP 和 NNQ 的 交点 ,求证 :0 是 线段 
EF 的 中 点 . 

16, 点 A.B, C, D ÆR E, SA 和 SD 是 这 图 的 切线 ,P,Q 分 别 是 直线 AB 和 
CD, AC 和 BD 的 交点 .求证 :点 P,Q 和 5 在 一 条 直线 上 . 

17. 设 0 是 四 边 形 48CD 对 角 线 的 交点 ,而 E 与 分别 是 边 4B 和 CD,BC 和 
AD 延长 线 的 交点 ,直线 EO 交 边 4D MBD TAK HAL, MER FO 交 边 48 和 CD 


于 点 好 和 六 .求证 :直线 KN 和 LM HZR X EHR EF E. 
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第 十 二 章 MVA 


在 研究 几何 定理 的 机 器 证 明 中 , 张 景 中 院士 俯 他 多 年 来 发 展 的 几何 新 方法 
(面积 法 ) 为 基本 工具 ,提出 了 消 点 思想 ,和 周 成 出 、 高 小 山 合作 ,于 1992 年 突破 
了 这 项 难题 ,实现 了 几何 定理 可 读 性 证 明 的 自动 生成 . 这 一 新 方法 胎 不 以 坐标 
为 基础 ,也 不 同 于 传统 的 综合 方法 ,而 是 一 个 以 几何 不 变量 为 工具 ,把 几何 、 代 
数 馆 辑 和 人 工 智能 方法 结合 起 来 所 形成 的 开发 系统 . 它 选 择 几 个 基本 的 几何 不 
变量 和 一 套 作 图 规则 并 且 建 立 一 系列 与 这 些 不 变量 和 作 图 规则 有 关 的 消 点 公 
式 . 当 命题 的 前 题 以 作 图 语句 的 形式 输入 时 ,程序 可 调用 适当 的 消 点 公式 把 结 
论 中 的 约束 关系 逐个 消去 ,最 后 水 落石 出 . 消 点 的 过 程 记录 与 消 点 公式 相 结合， 
就 是 一 个 具有 九 何 意义 的 证 明 过 程 . 

基于 此 法 所 编 的 程序 ,已 在 微机 上 对 数 以 百 计 的 困难 的 几何 定理 完全 自动 
生成 了 简短 的 可 读 证 明 , 其 效率 比 其 他 方法 高 得 多 . 这 一 成 果 被 国际 同行 誉 为 
使 计算 机 能 像 处 理 算术 那样 处 理 几 何 的 发 展 道路 上 的 里 程 碑 , 是 自动 推理 领域 
三 十 年 来 最 重要 的 成 果 . 175 

更 值得 一 提 的 是 ,这 种 方法 也 可 以 不 用 计算 机 而 由 人 用 笔 在 纸 上 执行 ,这 
种 方法 我 们 称 为 证 明 几 何 问题 的 消 点 法 . 消 点 法 把 证 明 与 作 图 联系 起 来 ,把 几 
何 推理 与 代数 演算 联系 起 来 ,使 几何 解 三 的 退 辑 性 更 强 了 , 它 结束 了 两 千年 来 
几何 证 题 无 定 法 的 局 面 ,把 初等 几何 解 题 法 从 只 运用 四 则 运算 的 层次 推进 到 代 
数 方法 的 阶段 .从 此 ,几何 证 题 有 了 以 不 变 应 万 变 的 模式 . 

例 1 求证 :平行 四 边 形 对 角 线 相互 平分 . 


分 析 做 几 血 题 几 先 画图 ,画图 的 过 程 就 体现 了 题目 中 的 只 Ç 


假设 条 件 . 如 图 1.12.1, 它 可 以 这 样 画 出 来 ; 
{1) SRIRABREAA,B,C; 
(2) RK DEAD // BC, DG // AB; 


(3) R AC, BD HRA 0. 
由 此 ,图 中 五 个 点 的 关系 就 很 清楚 : 先 得 有 A,B, CRETA 图 1.12.1 
如, 有 了 这 四 点 后 方 能 有 口 ,这 种 点 之 则 的 制约 关系 ,对 解 荐 至 关 重 要 。 
要 证 明 的 结论 是 40 = 0C, 即 40 : CO = 1. 因 而 解 题 思路 是 ;要 证 明 网 等 式 左 端 有 三 个 


Jta ” 消 点 法 
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几何 点 4,C,0 出 现 , 右 端 却 只 有 数字 1 .车 想 办 法 把 字母 4,C,O 统统 消 看 ,不 就 水 落石 出 
了 吗 ?首先 着 手 从 式 子 40 : CO 中 消去 最 晚 出 现 的 蕊 0. 用 什么 办 法 消去 一 个 点 ,这 要 看 此 
点 的 来 历 ,和 它 出 现在 什么 样 的 几何 量 之 中 .点 0 是 由 4C, BD 相交 而 产生 的 ,可 用 共 这 定理 
消去 点 0. 下 一 步 轮 到 消去 卫 , 根 据 口 的 来 历 ;4D A BCH Sao = Sam DC // AB, ik 
Soap = Saa TE ARE. 


; AO _ Samp _ Same _ F 
证 明 由 CO = Saep = Sao = POE 


例 2 ”如 图 1.12.2, 设 公 4BC 的 两 中 线 4M, BN 相交 g 
于 6. 求 证 ,46 = 20M. 人 
x 
分 析 。 先 秋 清 作 图 过 各 
《1) ESRARBEKABC 4 L 
(2) 取 AC PAN, R BC b K M; z 


(3) 取 AM, BN 交点 C. 


W 1.12.2 
要 证 明 AC = 26M, AC: GM = 2, 为 此 应 当 商 次 消去 待 证 结论 式 左 端 的 点 G, MPA. 
176 ls, 
证 明 AG -gam Sam g ZOTE 2, 即 证 . 
amn Lgs 工 $ 
2 PABEN 2 ° AAB 
例 3 如 图 1.12.3, 已 知 全 4BC 的 高 BD, CE 交 于 已 . 4 
yr, AC _ cos Z BAH 
求证 :4 = oo ZCAH` I F D 
分 析 ”所 证 结论 可 写成 4C cos Z CAH = AB + cos Z BAH 
W AB ACEERAH L ES$. AHL BC, 这 和 证 三 角形 三 2 C 
高 线 交 于 一 点 等 价 . 上 式 又 可 写成 图 1.12.3 
AC ° cos L CAH 


AB + cos Z BAH = | 
作 图 顺序 是 (1)4，B， C;(2)D, E;(3)H. 


证 明 由 cos Z CAH = AD oos Z BAH = g 


有 AC cos XCAH _ AC: AD: AH _ AC: AD _ 
AB cos Z RAH 7 AB + AE AH 7 AB AE = 

AC- AB. cos ZBAC .| 

AB + AC > cos Z BAC = 


由 此 即 证 ， 
注 : 此 例 依次 消去 万 ,DD,E, 消 点 时 也 不 是 用 面积 方法 . 


第 一 篇 _ 装 备 精良 “兵器 "一 -掌握 基本 方法 


例 4 如 图 1.12.4, 若 凸 四 边 形 48CD 的 对 
角 线 AC 与 BD 互相 垂直 且 相 交 于 ,过 记 点 分 
别 作 边 AB, BC, CD, DA WER, 垂 足 依次 为 
P,Q,R,3, 并 分 别 交 CD, DA, AB, BCHFP , 
CR, S .再 顺 次 连接 POOR ,RS SP, 
求证 :RS AN OP / AC,R'Q' // SP / BD. 


分 析 要 证 PC C.W = pmi . 
D = 工本 ,要 证 RS ARER E = L RASA 
作 图 硕 序 是 (1)4,B,C,D;(2)P,0,R,Si(3)P ,0 ,RS. 
证 明 上 由 
AQ | DP Sano , Sappg _ AE ` BE: Saco . DE AE: Sase _ 
DQ CP' ` Sapog Sacre “CE + DE: Sag BE CE” Sage ~ 
AE BE - ÇE? , DE. AE + BE? _ 
CE > DE: BE? BE- CE- AE 
即 证 得 P'Q' / AC. 
在 土 述 过 程 中 ,首先 用 共 边 定理 消去 P, 8' ,再 利用 共 边 定理 


Saso _ AE Sanom _ DE Sape _ DE Sac _ CE 177 
Saco CE 'Samg BE'SAmg BE SAg AE 


进化 转化 ,最 后 用 相似 三 角形 的 面积 比 等 于 相似 比 的 平方 消去 P,Q. 

同样 可 用 消 点 法 证 得 般 如 = LK Rs 7 OP M AC. 

同 理 亦 可 证 得 RON P'S // BD. 

注 :此 例 消 点 是 分 组 进行 的 . 

例 5 如 图 1.12.5, 设 入 4BC 的 内 心 为 1, BC 边 中 点 
为 M,Q 在 IM 的 延长 线 上 并 有 IM = MO ,41 的 延长 线 与 
A ABC 的 外 接 贺 交 于 了 , DO 与 A ABC 的 外 接 国 交 于 N. 
求证 ;AN + CN = BN. 


分 析 ”由 于 所 证 式 中 的 线段 都 是 AARC 外 接 铅 的 蓄 , 故 可 , 
用 正 束 定 理 转化 成 三 角 函 数 式 而 证 ,又 作 图 过 程 为 

(1) 在 取 不 共 线 三 点 4A, B,Cs 

(2) R SABC KA T 
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(3) 取 BC PRM; 

(4) EK IM 至 0, 使 MQ = M; 

《5) E£ 杂 , 与 AABC $E T Di 
(6) 直线 DQ 与 A ABC HEER T N. 


证 明 ”由 于 AN, CN, BN 都 是 OABC 外 接 圆 的 弦 , 若 设 外 接 圆 直 径 为 d， 


则 有 


记 


AN = d sinLD,BN = d > sin BDN,CN = d > sinL CBN 
D = 0,Z BAC = A, ZABC = B,ZACB = C, 则 


LBDN = Z BDA + ZD = C + 0,Z CBN = B- ZABN = B - 0 


于 是 所 证 等 式 化 为 


d- sin 0 + d sin(B — 0) = d + sin( C + 0) 


PEUL sin 8 + sin 0 -+ cos 8 — cos B + sin 8 = sin C + cos O + cos C + sin 9 


即 sing _ _sin Ç — sin B 
cos @ ` 1- cos B - cos C 
此 时 已 消去 点 N. 
下 面 继续 消去 Q 和 对, 由 于 
Samq = $ID- QD + sin 0 
则 sin 日 = rx 


H IM = MQ,# Samo = 25am. X. 


QD : cos 0 = ID - IQ ` cos Z QID = ID - 2IM > cos Z MID 


所 以 sinb _ 25a mo i 45A py 
cos 0 ID + QD : cos 8 ` (ID -21M » cos Z MID) ID 
此 时 已 消去 点 @. 
ET M R BC PAR Sam + Sam = Same - Saim HERB B, C, M EID 
上 的 投影 , 则 有 


且 


1 
Samu = 二 (SAmc - Sams) 


IM - cos Z MID = 去 (本 * cos Æ BID + IC > cos £ CID) = 


A+B 
° 2 


L (IB + eo: 436) 


+ IC» cos 


LB -sinf + IC: sin§) 


”第 一 篇 “装备 精良 "兵器 "一 一 学 握 基 本 方法 
所 以 sind _ 2 Same - Sama) 
os? (p.m. sin Cc. in Ëy ip 
2 
此 时 已 消去 点 1 . 
又 由 面积 公式 和 正弦 定理 ,有 
Sawe = $ID + DC + sinZIDG = ID + DC > sin B 
Samo = + ID + BD ` sinZIDB = + ID - DB - sin C 
IB _ sinZADB _ sinC 各 C ant 
ID ` sinZIBD = 一， ATB 5 (C "2 
sin 2 cos 2 
IÇ _ si ADC _ sinB ,NB 
ID= mts oB 2 
™ 2 A] 
. A+tB 
DC BD snLBD © 2 _| 
ID © DD 7 siaZ( IBD ° , A +B" 
sint 
y sin _ _ID . DC - sin B- ID - DB- sin Ç 
x es? D. pa a a 
一 am > TD sin 2 179 
2e, sin B - BB A "sin C 
1 - 2sin2 > C _ 20im r 
sin B — sin C _ 
—l+cos C+cos B “ 
sin C ~ sin B 
I- cos B ~ cos C 
由 此 即 证 得 结论 . 


从 上 述 诸 例 可 以 看 出 ;只 要 题目 中 的 条 件 可 
论 可 以 表示 成 常用 几何 量 (包括 面积 ` 线 段 及 角 的 三 


可 


[以 用 消 点 法 一 步 一 步 地 写 出 解答 , 当 要 消去 


( 设 为 F) ,几何 量 也 只 有 有 限 个 ( 设 为 m 个) 


可 


以 机 械 化 的 基本 依据 ). 


的 , 即 与 其 他 点 的 关系 ;二 看 P 处 在 哪 种 几何 量 之 中 . 由 于 


种 .这 就 是 消 点 法 解 几何 题 以 不 变 应 万 变 模式 的 基本 依据 (实际 上 是 几何 证 题 


以 用 尺 规 作 图 表示 出 ,并 且 结 
ARR 的 多 项 式 等 式 ,总 
EA 已 时 ,一 看 P 是 怎么 产生 
F 作 图 法 只 有 有 限 种 
; 鼓 消 点 方式 至 多 不 外 平 m x n 


Ato AË 
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练习 题 1,12 


1. 设 下 是 正方 形 48CD 对 角 线 4C 上 一 点 , AF | BE 于 FF, 交 BD 于 G. 求 证 ; 
A EAB 2 AGDA. 

LÜ A,B,C,D, E, F RARE. AB 5 DF ZFP, BC 与 EF ZF Q, AE 55 
DC 交 于 5. 求证 :P, Q, S 在 一 直线 上 . 

3, Æ OABC HANEN LER— AD, B DBC, C4,4B 引 垂 线 , 重 足 为 下 
F, CRIE: E, F, G 三 点 共 线 .( 西 姆 松 定理 ) 

4. 直线 AB 过 半圆 四 心 0, 分 别 过 A, B 作 圆 O 的 切线 , 切 阅 0 + D, C. AC 
与 BD 交 于 E, 自 作 48 MER, EEX FRUE: EF 平分 人 CFD. 
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几何 尝 的 光 染 ,在 于 它 从 很 少 几 条 狼 立 自主 的 原则 由 发, 而 得 以 
1 完成 如 此 之 多 的 工作 。 I 
l. 一 一 牛顿 (Newton) d 
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第 十 三 章 YEDA 


数学 和 物理 有 着 不 解 之 绿 , 自 这 两 门 学 科 诞生 起 ,它们 就 互相 启发 ,互相 借 
和 鉴 互 相 帮 助 并 一 道 发 展 .用 数学 方法 去 解 物 理 问 题 ,似乎 理所当然 ,但 反 过 来 
用 物理 方法 去 解答 数学 问题 却 常 被 忽视 ,实际 上 后 者 往往 使 复杂 的 数学 问题 变 
得 巧妙 与 简洁 .时 在 两 千 多 年 以 前 , 古 希 腾 学 者 阿 基 米 德 就 对 用 物理 方法 解答 
数学 问题 进行 了 开拓 性 的 研究 , 曾 用 力学 中 物理 的 平衡 定律 解 一 些 几 何 问题 . 
近代 的 物理 学 ,不 仅 为 某 些 数学 命题 的 证 明 提 出 了 明确 的 思路 和 简单 的 方法 ， 
甚至 为 数学 提供 了 新 的 思想 和 方向 . 在 这 里 ,我 们 介绍 运用 物理 方法 来 求解 某 
些 平面 几何 问题 的 原理 方法 . 


一 .运用 力学 原理 
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力学 中 把 小 得 可 以 不 计 体积 的 物体 叫 质点 ,质点 可 以 看 成 附加 一 定数 值 
(质量 ) 的 几何 点 . 因 质 点 有 质量 ,因而 它 也 有 重力 .许多 质点 组 成 的 质点 组 有 
一 个 重心 , 即 质点 组 所 有 质点 重力 的 合力 的 作用 点 ,我 们 已 熟悉 了 三 角形 的 重 
心 概念 及 重心 定理 ,但 质点 组 的 重心 还 有 一 些 性 质 值得 我 们 注意 . 

性 质 1 用 mi 表示 i 点 的 质量 , 若 P 是 质点 4,8 的 重心 , 则 ma AP = 
ma* PB, B. mp = ma + mp. 

性 质 2 ”车 质点 组 A, Aa. Ai 的 重心 为 Pi, 则 质点 组 A.A... A, 
的 重心 就 是 质点 4,, Pri 的 重心 . 

性 质 3 车 为 质点 4,B,C 的 重心 , 则 射线 AP 与 BC 的 交点 为 质点 B,C 
的 重心 . 
对 于 质点 组 A Cm), Aam), s Aa Cmn) (m HER) , 若 有 质点 C(m), 满 
是 ma G) + ma GÀ + + ma Gin = 0,m = mi + ma + + ma, RAIER COn) 
为 质点 组 A (m), Aa(m), 0, An Cm) 的 重心 ， 
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性 质 4 ”对 于 任意 质点 组 4i(ma) ,42(ma)，… 如 (mm) ,重心 C(m) 存 在 且 
惟一 .对 于 任意 质点 P 


Fö = (È m PA) 
> Im; isi 
事实 上 , 设 6,P 为 平面 上 任意 两 质 点 .这 时 有 
mm Gå; = Em) GË + Dm Pi 
因此 ,点 C ERARE HANM 


C mi) TP GP + D m: På: =0 
i=l i=l 


由 此 即 证 . 
ERS 设 G(m) 是 质点 组 A(n), Ama), Anm) 的 重心 ,对 于 任 
一 质点 了 , 则 


Dm PÄ = Dm Ol + ( J mi) gP? 
izl i imn 


事实 上 ,注意 mi Gi; = 0 EP, = PË + Gi; MAE. 
< 
RMAN D m = Iy 为 带 有 质量 m 的 质点 4; 组 成 的 质点 组 的 关于 
点 M 的 惯性 矩 . 


例 1 如 图 1.13.1, 四 边 形 ABCD 的 两 组 对 边 48 和 4 
DC,AD 和 BC 延长 后 交 于 ,下 ,又 对 角 线 BD // EF,AC 
的 延长 线 交 EF 于 C. 求 证 :EC = CF. (参见 本 篇 第 一 章 3 © 
中 例 1) 
证 明 rH BD // EF,# AB : BE = AD: DF, igit Ë G F 
EK k. SEA, E, FOIRE, k, k 单位 的 质量 , 显 Æ 1.13.1 
然 , 质 点 4(1), E(k) 的 重心 是 8, 质 点 AO), F( k) 的 重 
OÈ DD, 而 由 性 质 2,3 WEAH AC), E(k), F(k) 的 重心 即 为 ED 与 BF 的 交 
点 C. 又 AG 通过 C, 故 C 应 是 质点 E(), 严 (k) 的 重心 , 即 6G 为 EF 之 中 点 ,从 而 
EC = GF. 
例 2 如 图 1.13.2, 图 中 四 个 小 三 角形 的 面积 已 标明 , 求 A ABC 的 面积 . 
解 ” 设 也是 质点 B,C 的 重心 , 因 BD: DC = 40:30 =4:3, 故 取 ms = 
3a,mc = 4a. XÙ PP 是 质点 组 4,8,C 的 重心 , 则 P 也 是 质点 8,E 的 重心 , 故 
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Sapa : Sapec = BP : (BP + PE) = mg : (ma + me) 
解 得 mp = 6a. RIEA 3 知 E RAA, C 的 重心 , 则 
ma = mg - mc = 2a, H AE : EC = mç: m = 2: 1. 

由 此 知 


Saase = 3Sagec = 3* 105 = 405 


A BP CP W 1.13.2 
例 3 如 图 1.13.3, 已 知 pj5 + pE t PF > 90, 求 


` 

Ë 

R 
= 
m 


8 aont - y, 经 - zx,P 为 质点 组 4,8， XK 
C 的 重心 , 妥 = a. A P BUKA, D HR HI mk = A 


D 
lmp = %. 又 DD 是 质点 8,C 的 重心 , 故 mg = T 


+a 图 1.13.3 
ax TA _ — az 
me =a JEPERAC 下 的 重心 ,得 mp = 了 + 7 
EE me = 本 .再 根据 性 质 3 知 F,E 分 别 是 4,B 和 4,C 这 两 组 质点 的 重心 ， 
故 
1 qxz _ y 183 
1+T+a 1+a'ltr+a "T+ 
由 此 解 出 y ,z, 易 知 
1 + 1 + 1 _ l + x xa _ 
z+1l y+l*z+l z+171l1+a+a +x T l+ia+oa+x 
故 syz = (x + y + z) +2 = 94 


例 4 参见 图 1.13.3, 在 AABC 中 ,4D,BE,CF 交 于 P,AP = PD = 6, 
BP = 9,PE = 3,CF = 20, 求 Suc. 

解 ” 设 P 为 质点 4,8,C 的 重心 ,m4 = a, 则 由 性 质 2,3 知 为 4,D 两 质 
点 的 重心 , 故 mp = a,mp = 2a. 同 理 ,P IRIS B, E 的 重心 , 故 mg + mg = 
mp = 24, 且 BP + ms = PE + ms, 由 此 解 得 mg = 号, ms = Se m3, 天 
为 质点 4,8 的 重心 , 则 


mp = mt mp = BE: FA = ma: m=2:l 


从 而 有 
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PF: PC = mc: me = (me — ma) mp = 1: 3,PF = 20. + = Š 
FG FA = z, FB = 2z eE A ABP 中 ,由 斯 特 瓦尔 特定 理 (参见 本 篇 第 一 章 中 例 


15) 有 


G2 +9 sx 
2 2 _ 6: 2x + 9 和 2 
P= PP -= ts ay 
解 得 * = VT. XE A ABP 中 易 知 <4PB = 9, Sage = È - 9: 6 = 27， 
从 而 
Sawe = SE - Saam = -27 = 108 

例 5 如 图 1.13.4, 在 和 4BC 的 边 4B, BC 上 分 别 取 B 
MK, L, Ek ALF CK ZEF M, KL 和 BM ZF N. RIE: 
AK- BC _ KN 
IC- AB 7 NL' K L 


证 明 WBK: KA = p.BL: IC = q HER A.B, G 
处 分 别 放置 质量 为 p,2,g 的 质点 .下 面 证 明 点 NW 是 质点 4 
组 4A(p),B(1),C(9) 的 重心 ， 
由 于 点 是 质点 A(p),B(1) 的 重心 ,点 上 是 质点 ELBA 
B(1), C( 4) 的 重心 ,因此 点 Alp), BO), C) WED OF K RRE, 0 点 分 
三 之 此 为 ED : OL = (q +1): (p + D IB 0 又 是 分 别 迭 有 质量 p,1,9 的 质点 
组 4,B,C 和 带 有 质量 1 的 点 B 的 重心 .显然 ,MM 是 带 有 质量 p,1,9 的 点 4,8,C 的 
重心 .因此 , 0 点 又 位 于 线 系 BM 上 , 即 与 入 点 重合 .因此 有 

KN:NL = (q +1) : (p +]) 
为 BK: AK = p, BL : CL = 9g, 那么 
AB: AK = (AK + BK): AK = p+ 1,BC: CL = q +1 

因此 KN : NL = (BC - AK) : (CL : AB) 

例 6 EFRA RHAAA a TR WEB AI1SPS R bB ES THATE 
nR. 

证 明 4;,42,…,4; 是 已 知 点 ,0 是 圆心 ,P 是 分 别 带 有 单位 质量 的 点 41， 
A.A, 的 重心 .用 Iu 表示 已 知 质点 41,4,,…, A, IITM AREE, A 
人 + "+ h 等 于 已 知 点 中 每 两 点 之 间距 离 平 方 和 的 倍数 . 由 于 (性 质 5) 


L, = Ip + mP’, lo = Ip + nOP? 
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有 h, = h + n(AP ~ 0P2) 
因此 l t" + da = nht nA P? + = 0OP = 
n( lo - n0P2) + nlp = 2nlp 
显然 2alp & 2al = 2n(4102+…+4 如 02) & 22 R? 
B2:4 p = 0 时 ,第 一 个 不 等 式 成 为 等 式 ; 若 A1,…, 4, 位 于 圆周 上 ,第 二 个 不 等 
式 又 成 为 等 式 .证 毕 . 


2UEYVERE 


由 于 力 是 矢量 (向 量 ) , 当 力 系 合力 为 零 时 , 称 力 系 处 于 平衡 状态 .因此 运用 
首尾 封 闭 相连 的 向 盘 和 为 零 向 量 解 题 也 可 看 成 是 运用 力 系 平衡 原理 解 题 , 力 系 
平衡 也 有 下 述 性 质 . 

性 质 6 车 平 面 上 的 三 力 平衡 , 则 三 力 系 线 平行 或 共 点 ， 

性 质 7 车 力 系 的 合力 不 为 零 ,又 它 通过 4,B,C,… WARA, B,C 
HARR. 

性 质 8 ”大 小 一 样 , 终 端 分 布 在 正 n 边 形 n 个 顶点 上 共 点 于 正 多 边 形 中 心 
的 力 系 ,其 合力 为 零 . 

例 7 如 图 1.13.5, 过 入 4BC 三 个 顶点 的 三 直线 


AA. BBu CO RAF 0o SEE nh any = 1, 其 
中 a = ZABB,, B = ZB00,,y = ZCGA62' = ACC, 
PP = 人 BA41,7 = 人 CBB1,( 塞 瓦 定理 的 等 价 形式 ) 
证 明 VRE AAH a, c ,使 其 合力 在 BB. 上 
选择 力 w ,五 ,使 其 合力 在 CC E.B a = - a' ,这 样 便 有 


sina:sin3 =lel:te | 
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图 1.13.5 


sin £: sing’ sibila | 
再 在 4 处 选择 " = ~ e,b' = - 5 ,显然 整个 力 系 合力 为 零 , 即 力 系 平衡 .因而 
b e 的 合力 作用 线 应 通过 BB, CC 的 交点 0, 即 通过 A41( 因 B1B,A14,C1C 
共 点 于 0) ,所 以 
sin Y : sin f =l ei:l b 1 


sina . sinf sny _ lal lèl lel _ 

从 而 siny’ sing’ sng lel lal lb l” 
lai lb lel 1 

lel lal Ibi ` 
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充分 性 ”车 上 式 成 立 ,总 可 以 找到 上 面 这 种 平衡 力 系 ,使 得 
sina _ lal sng _ bl siny _ tel 
siny T le lsina T le lysin TID 

进而 可 证 三 对 力 的 合力 作用 线 共 点 . 

例 8 ”如 图 1.13.6, 全 4BC 中 的 三 条 直线 AE, 
BD, CF 分 别 和 对 边 或 延长 线 交 于 E,D, FF, 它们 与 其 
余 两 边 夹 角 分 别 为 7,B';a,y';8,a'. 则 EF,D,FF 共 线 


eiis iE Sm d = 1.( 梅 温 达 其 定理 的 等 价 4 
形式 ) 
证 明 ”必要 性 ”选择 三 力 a,b,c ,使 
snp _ b siny _ c 
sina’ a’sinf ` b 
这 样 a + 上 作用 线 是 CF ,5 + c 作用 线 是 4E, 故 整个 力 系 合力 a+5+c 的 
作用 线 是 EF. 


由 于 力 5 ERREDH a + e 作用 线 也 过 D( 因 E, ,DD 共 线 ), 帮 BD 是 
a + e 的 作用 线 ,从 而 让 区 = 4 ,这样 便 有 
sne. Sng, sny -1 


sing’ sinf sin y 


充分 性 ” 若 上 式 成 立 , 按 上 所 取 力 系 0,5，e, 必 然 有 号 2 S -4 Mh a 
c 作用 线 是 BD ,从 而 D, E, F 共 线 ， 


二 ,运用 光学 原理 


几何 光学 中 的 费 尔 马 原理 \ 光 的 反射 律 . 光 的 折射 律 等 ,它们 不 仅 可 以 在 我 
们 解决 某 些 数学 问题 时 给 予 一 些 启示 ,甚至 可 以 在 求解 平面 几何 问题 时 提供 一 
些 方法 . 

例 9 如 图 1.13.7, 一 张 台 球 桌 形 状 是 正 
六 边 形 4BCDEF ,一 个 球 从 AB 的 中 点 己 击 出 ， 
击 中 BC 边 上 某 点 Q ,并且 依 次 磁 去 CD, DE, 
EF,FA 各 边 ,最 后 击 中 AB 边 上 的 某 一 点 , 设 
一 BPQ = 9, 求 8 的 取 值 范围 . 

解法 1 设 小 球 在 各 边 击 点 依次 为 P,Q, 
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RR,S,T,U,V. 根 据 信 射 币 等 于 反射 角 的 原理 ,有 ZPOB = ROC. X. ZB = 


BQ cQ g. €g _ DS _ ES _ FU 
LC J| 2. QPB o A RQC App = oR FIS, p = CR = DR ET = FT” 
AU 


AV ` 
为 不 失 一 般 性 , 设 正六 边 形 边 长 为 1,8@ = rM PB = 4,00 = 1- z, 
3 2-3% 


or L-z pRa Ei psoas LES s ae Pn S ,FT = 
2 2x 2x 
Se=2, FU = sx -2 AU = 3- 5a, AV = 5AE, 
2x > 


因 0,R,$,7, U,V 各 点 均 在 正六 边 形 各 边 上 ,得 不 等 式 组 ( 即 各 式 均 在 
(0,1) ARD RES < x < +. 


在 人 PBQ 中 ,BP = > 1,/pBQ = Dp, < BO < — $ ,由 余 驴 定理 可 得 PQ 


mm < po < VOl MERET QPR 的 区 


arcsin 2 3. <0 < arcsin 3 (3 
V7 v 
RE? ”利用 图 形 对 称 轴 反 射 , 反 射 S 次 如 图 1.13.7 所 示 , 可 求 BH = 


>=, BB. = 3Y3, 也 可 求 得 如 上 结果 .( 略 ) 


练习 题 1,13 


1. AD A A ABC 的 BC 边 上 的 中 线 ,EF 是 4D 上 一 点 ,BE 交 AC T F,AE : 
ED = 1:3, 求 4F : FC. 

2. 在 全 48C 中 ,D, 上 分 别 是 BC,C4 上 的 点 , 且 BD : DC = m: 1,CE ; 
EA = n: 1,AD 与 BE 28 F.3R Saar Æ Saa 的 几 售 . 

3, 线 段 AB 的 中 点 为 W ,从 AB 上 另 一 点 C 向 直线 一 侧 引线 段 CD, 令 CD 中 
点 为 N. BD 中 点 为 P,MN 中 点 为 0, 则 PQ 平分 4C. (参见 本 篇 第 九 章 中 例 1) 

4 从 三 角形 一 个 顶点 到 对 边 三 等 分 点 作 线段 ,过 第 二 顶点 的 中 线 被 这 些 线 
BARER z: yi reya Ra: y: 2.( 人 参见 本 篇 第 三 章 中 例 17) 

5. 设 41,B1, Ci Di, E), FI 是 任意 六 边 形 边 4B ,BC, CD, DE , EF, FA 的 中 
ARE: AA C E, fl AB,D F, 的 中 线 交点 重合 . 
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6, 在 全 4BC IBD AB, BC, C4 上 分 别 取 点 CA B RE MARS AS ` 


T pa 时 ,三 条 直线 cO, Mi, BR HRF-A. (EER) 
1 1 

7. 在 是 四边 形 ABCD BJ AB, BC, CD, DA 上 分 别 隘 点 K,L, M, N, HAK : 
KB = DM : MC = a ,BL : IC = AN : ND = B. 设 P 为 线段 KM 与 LN 之 交点 ， 
求证 :NP : PL = <,KP : PM = ñ. 

8.A ABG 是 正三 角形 , 求 满足 方程 XA? = XB? + XC? 的 点 了 的 轨迹 ， 

9. 直 线 1 与 已 知 公 4BC RH AB ,4C 相交 , 瑟 自 4 到 1 的 距离 等 于 从 B,C 到 
1 的 距离 之 和 .求证 :所 有 这 样 的 直线 通过 同一 点 . 

10. 求 证 : 若 多 边 形 有 若干 对 称 轴 , 则 这 些 对 称 轴 相 交 于 同一 点 . 

11. E, F; G, E AIEA ABCD 的 边 4D,BC 的 三 等 分 点 ;P, Q 分 别 为 
AB, DC 的 二 等 分 点 , 试 证 : EC, PH 被 PQ 二 等 分 ,而 PQ 被 EC, FH 三 等 分 . 

12. 设 a, p, y 为 锐角 A ABC 的 三 个 内 角 , 且 < 8 < 7. 求 证 ;sin 2a > 
sin 28 > sin 27. 

13.2 P 为 AABO 内 一 点 , 试 在 边 AB,BC,CA 上 分 别 求 点 0,R,S, 使 
PO+OR+RS+SP 最 小 ， 


P 靖 的 科学 是 了 为 好 业 而 而 的 科学 ,对 此 公共 从 之 避 几 行事 ， | 
i 这 该 是 多 么 不 恰当 啊 ! ] 
上 一 一 福 里 希 里 纳 斯 (Frischlinus，KN,) d 
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第 十 四 章 。 完全 归纳 法 ”数学 归纳 法 


一 .完全 归纳 法 


在 研究 事物 的 一 切 特殊 情况 所 得 到 的 共同 属性 的 基础 上 作出 一 般 性 结论 
的 推理 方法 ,叫做 完全 归纳 法 . 

有 些 平面 几何 问题 ,需要 运用 完全 归纳 法 米 求解 .例如 “网 周 角 的 度数 等 于 
它 所 对 弧 的 度数 的 一 半 ” 就 是 分 圆心 在 圆周 钊 的 一 条 边 上 ,在 圈 周 角 内 部 及 弛 
部 三 种 情况 研究 之 后 得 到 的 一 般 结 论 . 

例 1 BA A ABC 的 外 接 图 半径 为 丸 , 设 尸 为 人 4BC 内 任 一 点 ,试问 在 
A PAB,A PBC, A PCA 的 外 接 阅 中 ,是 否 存 在 半径 不 大 于 R 和 不 小 于 的 圆 . 

解 ”我 们 把 A ABC 分 为 锐角 和 非 锐角 三 角形 两 种 情形 来 研究 ， 

当 公 ABC 为 锐角 三 角形 时 : 


0) Z BPC = 180 -A © 
Z CPA = 180 -B © 
Z APB = 18% - C @ 


三 式 中 有 一 式 成 立 ,不 妨 设 @ 成 立 , 则 sin 人 BPC = sin 4. 由 正弦 定理 可 知 
ABPC 的 外 接 图 半径 等 于 只 ,此 时 命题 的 结论 是 肯定 的 ， 

(2) 若 加 , 轩 ,@ 式 均 不 成 立 , 则 全,@@,@@ 式 中 至 少 有 一 个 等 号 变 成 大 于 
号 (否则 , 若 三 个 式 子 的 等 号 都 变 成 小 于 号 , 则 BPC + 和 CPA + LAPB < 
SAP -(A + B + C) = 360,7), RI BPE > 180 - 4, 此 时 sin 人 BPC < 
sin 4, 从 而 A BPC 的 外 接 贺 半径 大 于 R. 

为 了 证 明 A BPA 与 A APC 中 必 有 一 个 外 接 贺 半径 小 于 卫 , 又 可 分 如 下 情 
J]: 


1) Z BPA 5 Z APG 中 有 一 个 为 非 钝 角 ,不妨 设 BPA < %°, WJ < C < 
Z BPA = %P, JII sin C < sinZ BPA $t A BPA 的 外 接 圆 半径 小 于 RR. 
2), BPA 与 人 4PC 均 为 钝 角 , 则 
9P < ZBPA <18p - C © 


gin? 完全 归纳 法 ” 数学 归纳 法 
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9 < LAPC < 187 - B © 

两 式 中 至 少 有 一 式 成 立 (否则 结合 人 BPC > 180 - 4 可 得 人 BPC + Z BPA + 
ZAPC > 360 ,矛盾 ) .不 妨 设 @ 成 立 , 则 sinc BPA > sin C, 歼 全 BP4 的 外 接 
圆 半径 小 于 R. 

当 A ABC 为 非 锐角 三 角形 时 ， 

不 妨 设 4 > 90, 则 人 BPC > A > 180 - 4, 于 是 归结 为 上 述 情 况 (2). 

综 上 所 述 ,可 以 归纳 得 到 结论 ,在 个 P48, 全 PBC, 公 PCA 的 外 接 圆 中 , 必 存 
在 半径 不 大 于 R 和 不 小 于 灵 RA. 

例 2” 设 凸 四 边 形 ABCD 而 积 为 1, 求 证 :在 它 的 边 上 (包括 顶点 ) 或 内 部 可 以 找 
出 四 点 ,使 得 以 其 中 任意 三 点 为 顶点 所 移 成 四 个 三 角形 的 面积 均 大 于 二 . 


证 明 ”考虑 四 个 三 角形 的 面积 SA ac, Sas: Saca Sa pap 中 的 最 小 者 ， 
不 妨 设 Sana 最小. 


(1) 若 Sana > $M A,B,C,D BARR. 


190 (DE Sama < FA Sano > FU CH ABCD 的 重心 , 则 B.C, p, G 
四 点 即 为 所 求 . 


OË Sana = 本 ,又 可 分 为 如 下 两 种 情形 


D 而 其 他 三 个 三 角形 的 耐 积 均 大 于 于 ,由 于 Sawe = 1 - Sac < + = 
Saacp, 赦 过 A 点 作 BC 的 平行 线 必 与 线段 CD 交 于 CD 内 部 一 点 


由 于 Same > 二 Sammas 放 Sasu > Sapu = $. RB Sanc = Sanu, 


Same = Same > 十 ,可见 E.A, B, C 四 点 满足 要 求 ,如 图 1.14.1(1). 


2) 且 其 他 三 个 三 角形 中 还 有 一 个 丙 积 为 二 ,不妨 设 Sao. = 二 ,如 图 
1.14.1(2), 这 时 , 因 Saps = Secot, 所 以 4D // BC. 又 因 Saase = Seaco, 故 知 
BC = 3AD. 


在 边 4B 上 取 虑 ,在 DC 上 取 点 有 ,使 4 = LAB, DF = 二 DC, 于 是 BF = 


工 3 
q (34D + BC) = 2 4. 因而 


Saer = Sarr = ` È sams > 3, sam = Sarme > Sarr > 1 
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(D 
图 1.14.1 
可 见 ,B,C,F 四 点 满足 要 求 . 
综 土 便 知 ,在 凸 四 边 形 ABCD 的 边 上 或 内 部 总 存在 四 点 满足 要 求 ， 
完全 归纳 法 实际 上 上 也 是 一 种 枚 举 的 策略 方法 . 


二 .数学 归纳 法 


在 与 自然 数 有 关 的 平面 几何 问题 的 证 明 中 ,数学 归纳 法 也 是 一 个 重要 的 证 
题 方 法 .数学 归纳 法 证 题 的 基本 步 又 是 : 

(1) 证 明 当 n = ma 时 ,命题 为 真 ; 

(2) 假设 当 nn = k(k> n, B k E N) 时 ,命题 为 真 ,证 明 n = k + BF, 
题 也 真 ; 

(3) 根据 (1) ,{2) 则 作出 结论 , 当 n > no, E n € N 时 ,命题 为 真 . 191 

例 3 W n € N,n > 2,#E A ABC tE ,#: AB = ndC 则 CC > nZ B. 

证 明 (1) 如 图 1.14.2, 当 n= 2 时 , 即 48 = 24C 时 ,延长 BC 到 B', 使 
CB' = 4C, 则 


ZB' = ZCAB' = Ñ ZAACB, AB < AC + CB' = 2AC = AB 
+E ZB < 人 B'. 从 而 ZACB = 2ZB' > 2⁄ B. 4 


(2) 假设 = 时 ,命题 为 真 , 即 当 4B = MC, 有 h 
C > KLB, IERIE CAB > ELB'. 当 n = k+ ` 
I 时 ,延长 BC #| B' {ECR = 网 C, 参 见 图 1.14.2, 则 — 


AB' < AC + CB' = (k + 1)AC = AB . B 
于 是 图 1.14.2 
B < LB,AACB = ZCAB' + LB > (k + 1)ZB' > (k + 1)ZB 
(3) 由 上 述 (1),(2) AMH n > 2 B n € Nz, AB = nAC,N| Z C > n/ B. 
例 4 圆 上 一 点 至 内 接 偶数 边 多 边 形 { 不 一 定 是 凸 的 ) 相间 诸 边 (所 在 直 
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线 ) 的 距离 之 积 ,等 于 该 点 至 其 余 诸 边 (所 在 直线 ) 的 距离 之 积 ， 

证 明 ”如 图 1.14,3, 设 4142…4zs 是 加 内 接 24 Z 
边 形 ,P IAHE- A P 到 直线 AA. AA... A) 
hznd1 的 距离 依次 记 为 di, d2, dya- 

(1) 当 n= 2B}, PRIA Aa, A2A3, AAs, AA ME ^ 
直线 的 距离 分 别 记 为 dys dz, dz, ds, 垂 足 分 别 为 Di, 
D, D3, D4. 由 Az, Di, P, D, WAH, P, D, A4, Da 
四 点 共 图, 有 


Z DsPD, = 180 - ŻA, Ad; = 
180 ~ Z D.A. D: = Z Di PD; 
PD,Ds = LPhshy = ZÀ AP = ZD,D,P 
AT AD,PD; t: A D, PD: W d, + da = d> ° da. 

(2) 假设 当 n = 天 时 ,有 didyedu- = dedo dy. H n = k+ 1 PP, TH 
内 接 2# + 2 边 形 分 为 两 部 分 ,一 部 分 为 内 接 2k 边 形 4 42…428, 另 一 部 分 为 内 
接 四 边 形 A Anar Aa ARA RBRB RRA AERE, A die dyte 
da-i = dy: da> + daa d Rd dya = du daa JEP d H P B) A Aa 
BERE dit dy. e daa = d>: da tee t dante 

E01), (2) WH n > 2 B n ENH AERE. 

由 上 述 两 例 , 我 们 可 以 看 到 :在 运用 数学 归纳 法 证 平面 几何 问题 时 ,第 一 步 
的 证 明 不 仅 第 二 步 的 论证 起 到 铺垫 的 作用 ,还 为 第 二 步 的 论证 提供 了 模式 或 程 
式 ， 


练习 题 1.14 


用 完全 归纳 法 求解 下 列 问题 ， 
1. M 0 与 圆 0' 相交 于 P,@, 过 @ 任 作 一 直线 交 两 加 于 4,B, 则 人 4PB = 
Z 0P0'. 


2. 设 M, NAFELEII3NAB , AC 的 中 点 , 则 三 直线 AB, AC, MNR- JE = 


角形 . 
3. 平 面 上 任 给 5 个 相 异 的 点 ,它们 之 间 的 最 大 距离 与 最 小 距离 之 比 为 4, 求 
证 :A > 28in54?, 并 讨论 等 号 成 立 的 充 要 条 件 ， 

4. 在 全 ABC 中 ,P 为 边 BC 上 任意 一 点 , PE // BA, PF // CA, Sase = 1, 
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求证 ;SAsgpr,Sepcg W Sorar 中 至 少 有 一 个 不 小 于 了 

5. 三 圆 两 两 相 交 , 每 两 图 的 两 个 交点 连 一 直线 ， 则 这 三 条 直线 平行 或 基点。 

6. 已 知 4 和 她 是 定 圆 上 的 两 个 定点 且 二 者 不 是 对 径 点 , 好 是 一 条 变 直 线 ， 
试 求 直线 AX 与 BY 之 交点 的 轨迹 . 

用 数学 归纳 法 证 明 下 列 问题， 

7. 贺 内 接 偶数 边 凸 多 边 形 相间 诸 角 之 和 等 于 其 余 各 角 之 和 、. 

8. 从 一 点 路 作 多 边 形 4142…4, 各 边 所 在 直线 4142, 4243，…, Anht HER 
Ë MB, MB, ,MH,, 求 证: 

4 三 + ABl+ t A = AHi t AB) + + AH, 

9. 求 证 :可 将 任 一 正三 角形 分 割 成 n 个 等 豚 三 角形 . 

10. 试 证 ;对 任何 自然 数 n > 6, 每 一 个 正方 形 可 以 分 成 4 个 正方 形 ， 

11. 求 证 ;n(n EN 且 n>>2) 个 正方 形 经 过 有 限 次 剪 拼 , 一 定 能 够 拼 成 一 个 
大 正方 形 . 
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r 档 拉 图 说 ;“ 上 帝 在 不 断 地 制作 几何 图 形 。” 1 
PRLR Plutarch) Í 
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194 方向 和 各 种 思路 . 


求解 一 个 问题 的 重要 成 绩 是 构造 出 一 个 解 题 计划 的 思路 . 
一 一 法 利 亚 (Palya) 
解 题 的 成 功 要 靠 正确 思路 的 选择 ,要 靠 从 可 以 接近 它 的 方向 去 攻 
击 堡 笃 .为 了 辨别 哪 一 条 思路 正确 , 哪 一 方向 可 接近 它 ,就 要 试探 各 种 


I 

I! 

| 

i 

: 

L — RAEC Polya) Í 


— 


数学 题 构造 复杂 ,变化 多 端 ,特别 是 某 些 平面 几何 问题 ,涉及 的 点 线 位 置 及 
数量 关系 常常 难以 建立 直接 联系 ,解决 问题 的 思路 主线 不 易 一 下 子 抓 住 ,需要 
解 题 者 对 扑朔迷离 的 表象 进行 由 表 及 里 ,去 伪 存 真 地 分 析 、 加 工 改 造 ,从 不 同 的 
方向 探索 ,以 不 同 的 角度 审视 ,在 广阔 范围 内 选择 思路 ,在 多 数 情 形 下 ,求解 一 
个 问题 时 陷 人 困境 的 主要 原因 可 能 是 思路 狭窄 ,只 想到 用 某 一 方面 的 知识 和 某 


一 种 方法 来 解决 ,这 就 无 形 中 给 自己 画 地 为 牢 ,致使 解 题 思路 、 


方法 选择 不 当 ， 


主要 标志 就 表 


措施 繁琐 或 举 步 艰难 如 入 山 重 水 复 之 境 . 解 题 能 力 较 强 的 人 ， 
现在 思路 开阔, 思维 灵活 ,考虑 到 更 多 的 知识 和 方法 ,展现 在 他 
条 ,即使 暂时 受挫 ,也 会 马上 柳 镜 花 明 , 别 有 洞天 . 


恨 前 的 是 坦途 条 
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第 一 章 ”线段 相等 问题 的 求解 思路 


求解 线段 相等 问题 是 以 证 明 两 线段 相等 为 基础 的 ,证 明 线段 的 和 、 差 、 售 、 
分 问题 的 基本 思路 是 化 归 为 证 明 两 线段 相等 的 问题 . 

证 明 两 线段 相等 常 可 从 如 下 角度 去 考虑 

从 骨 考 虑 ;在 同一 三 角形 中 等 角 对 等 边 ,在 同 加 或 等 团 中 等 圆周 角 对 等 弦 、 
等 图 心 角 对 等 弦 . 

从 线 考虑 ;线段 中 牌 线 上 的 点 到 线段 两 端点 的 距离 相等 . 角 的 平分 线 上 的 
点 到 角 的 两 边 的 距离 相等 .平行 的 两 直线 问 的 距离 相等 .关于 某 直 线 ( 或 某 点 ) 
对 称 的 两 点 到 直线 (或 某 点 ) 的 距离 相等 , 圆 的 垂 径 平分 弦 相 等 .两 圆 的 内 (或 
外 ) 公 切线 长 相等 .从 一 点 向 圆 引 的 两 条 切线 长 度 相等 . 

从 形 考虑 :全 等 形 的 对 应 边 相 等 .特殊 多 边 形 中 的 边 与 边 , 边 与 对 角 线 ,对 
角 线 与 对 角 线 之 间 相等 .和 差 , 们 分 (例如 ,直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 等 于 舍 边 
的 一 半 , 合 30° 的 直角 三 角形 的 斜 边 是 30* 角 所 对 边 的 两 倍 ) .三 角形 、 梯 形 的 中 
位 线 与 底 边 的 关系 .平行 四 边 形 的 对 边 相 等 ,对 角 线 互相 平分 等 等 ， 195 

从 计算 考虑 :可 直接 计算 两 线段 相等 ,可 通过 等 量 代 换 转 算 .可 利用 比例 
式 , 等 积 式 转 算 .还 可 利用 一 系列 定理 、 公 式 ,例如 边 比 定理 , 张 角 公式 等 等 . 

从 运用 方法 考虑 :可 运用 反 证 法 \ 同 一 法 ,面积 法 , 割 补 法 等 等 一 系列 基本 


方法 . 
下 面 举 例 介绍 求解 线段 相等 问题 的 若干 思路 ， 
p E c 


一 .注意 到 三 角形 中 等 角 对 等 边 va 


例 1 如 图 2.1.1, 正 方形 4B8CD 中 ,EE 是 CD 的 中 
点 ,F 是 D4 的 中 点 ,连接 BE 与 CF 相交 于 PP, 求证 : 
AP = AB. 

思路 i BF, 易 证 Rt 会 BCE 2 Rt 人 CDF, 可 得 4 2 
Z CFD = ZABP, 从 而 F,A,B,P WASIA, 所 以 图 2.1.1 
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LAFB = ZAPB.RuS BCE 2 RABAF, 所 以 有 ZABP = ZAFB, 于 是 
人 LAPB = 4BP, 故 4P = AB. 
例 2 (参见 第 三 篇 第 一 章 定理 11) 如 图 2.1.2, 设 1 为 4 
AABE 内 切 圆 圆心 , 而 与 点 4 不 同 的 点 D 是 直线 机 与 
A ABC 外 接 圆 的 交点 ,求证 :DB = DC = DI. 
思路 EE BI,H ZBAD = 人 0C4D 有 BD = DC. 又 因 


LBD = ZBA! + ZABI = 42BAaC LIB PAZ 
D 


IBD = LIBC + LDBC = + ZABG + LDBC 


图 2.1.2 
而 LDBC = ZDAC = BAC 


则 LIBD = YZABC + T ZBAC 
所 以 人 BID = 人 IBD. 所 以 DB = 下 .由 此 即 证 ， 


"5 二 .注意 到 特殊 多 边 形 的 性 质 


例 3 如 图 2.1.3, 求 证 :如 果 圆 的 内 接 四 边 形 的 两 条 D 
HARTEMEE, WANARA- WPRHRRETF ， 
MOINA ER. 

E KUE FE = 0G, #Æ AABE 中 ,人 4EB 为 直角 ， 
PEVA Z EAB + Z EBA = 90. 同 理 ,GHC + Z GCH = %P. 
由 于 ZEBA = 人 CCH, 因此 ZFAB = 人 GHC. 又 因为 B 
AF = BF = KF, ZEAB = ZAEF B. Z GHG = Z EHO, ii 
LA ZAEF = Z EH0 , EF // 60. 同 理 EG // FO. 于 是 
EGOF 是 平行 四 边 形 , 故 FE = 0G. 

例 4 ”如 图 2.1.4,4D 是 人 4BC 的 中 线 . 过 DC 上 
任意 一 点 下 作 EG /4B ,与 4C RAD 的 延长 线 分 别 交 
于 G6 和 E, FH / AC 交 4B 于 也 ,求证 :HG = BE. 

思路 ”延长 4E 至 4', 使 DA' = 4D. 则 4B4'C 为 
平行 四 边 形 ,有 4B = 4C. 由 有 4C 有 8 = 46, 


又 4GFH 是 平行 四 边 形 , 则 4G = HF. F Ag = H, 


FOE BRAT RA — WERDE 


又 由 HF y) ac AiE = BH apię = 2E AT EG = BH, 3 EG // BH, 则 


BEGH 是 平行 四 边 形 , 故 HG = BE. 
三 .注意 到 全 等 三 角形 的 对 应 边 相 等 


例 5 ”如 图 2.1.5, 已 知 人 ABC 为 等 边 三 角形 ,延长 E 
BC 到 nD ,延长 BA 到 E, 并 且 使 AE = BD ,连接 CE,DE. 求 
证 :CE = DE. 

思路 ”在 BD 的 延长 线 上 取 点 了 ,使 DF = BCI 

BE = BA + AE = BC + BD = DF+BD = Br £ 
又 LAB = 6P, W] A BEF HHHH + Eu uE A BCE 
£2 AFDE. $ CE = DE. 图 2.1.5 

此 例 还 可 在 AE LRA C, 使 得 EÇ = BC. HìiE A CAE 2 A EGD 8 CE = 
DE. 

例 6 如 图 2.1.6, 在 全 4BC 中 ,4B < AC < BC, 点 D 在 BC 上 ,点 EE 在 BA 
的 延长 线 上 , 且 BD = BE = AC. A BDE 的 外 接 图 与 公 4BC 的 外 接 圆 交 于 点 ， 
求证 : BF = AF + CF. 
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图 2.1.6 


思路 1 如 图 2.1.6(1), 延 长 4F 到 MM, 使 FM = CF ,#KUE AM = BF 考虑 到 BD 
= 4C, 连 CM, FD, RRE A BFD 2 人 AMC. 由 于 全 EBD, 人 MFC 都 是 等 腰 三 角形 ; 且 
<EBD = 人 MFC( 因 4,F,C,8 共 图 ), 则 人 人 FMC = 人 BED = 人 BFD. 由 此 即 证 . 
思路 2 如 图 2.1.6(2), 在 BF 上 截取 BG = 4F, 连 DG, M ABCD 2 
AAFC,# GD = FC, 余 下 只 需 证 GD = 6F. 由 于 人 人 BDG = ZACF = ZABF = 
EDF ,所 以 人 CDF = 人 BPF = ZBED = 人 BFD, 由 此 即 证 . 


H-E 纵 壬 相等 问题 的 求解 思路 
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四 .注意 到 贺 中 的 等 弧 ( 圆 周 角 ) X13832 


例 7 试 证 (图 略 ) :车 凸 六 边 形 ABCDEF P, Z BCA = 人 DEC = ZAFB = 
LCBD = LEDF = LEAF. J} AB = CD = EF. 

思路 IN BCA = ZAFB,ÚMI A,B,C, FEA. 

同 理 B,C,D,E 和 DD,E,F,4 也 分 别 共 圆 . 

如 果 这 三 个 圆 是 不 相同 的 , 则 三 条 公共 弦 BC , DE, FA 必然 互相 平行 或 交 
于 一 点 ,对 于 凸 六 边 形 ABCDEF 是 不 可 能 的 .因此 , 必 有 两 个 加 重合 .从 而 六 项 
点 必 共 国 , 由 一 BC4 = Z DEC = Z FAE $A, CTIE AIIE AB, CD ,ErF 必 相等 . 


五 .注意 到 线段 中 垂 线 、 重 径 分 弦 等 性 质 


例 8 ”如 图 2.1.7, 已 知 圆 0, 5A 0, 相交 于 WA 
A,B, MN 垂直 48 于 4 且 分 别 与 圆 0,, 圆 0 / 
XF M.N: P 为 线段 MN 的 中 点 , ZAOQ = ! | 
ZA0,0;,0i, 0; 分 别 在 圆 01, 圆 0, E. RE: v: 
Po = PQ;. 85S 


思路 由 
LABH = $2400 


—AB0 = 18p - ZANQ = 180 - $4020: 
R ZA0.0, = ZA0,0, # 
LABQ1 + Z ABQ; = 180 

从 而 Qi, B, Q, 3826.3 MQ, N0,,H MN | AB,# ZMAB = 9p = 了 人 NB, 从 
Ti ZMQiB = ZNQ;B = 9%P,Ë) 0102NM 为 直角 梯形 ,其 > 
中 位 线 PC 是 腰 010; WPR, M PO, = PQ.. SO 

例 9 ”如 图 2.1,8, 在 线段 4C 上 任 取 一 点 B8, 分 别 以 线 4 ACE 人 
EL AB, BC 和 4C HEEM 0,, M O, , Bl 0. 过 且 点 任 作 \ 
一 直线 ,与 圆 0 相交 于 点 P 和 0, 与 贺 0, RE 0: 分 别 相安 
PA RMSEA: PR = QS. 

思路 考察 A0,R0 Rl A0,S0. 由 L001R = 图 2.1.8 
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Z00,S(0,R // 0,S),0,R = 00, FE 1 半径 ,010 = 025 等 于 圆 0; 半 
径 , 知 此 两 三 角形 全 等 , 则 OR = 05. 作 PQ 的 垂 线 08, 则 有 RH = SH 及 PH = 
QH. 故 PR = 03. 


六 .注意 到 成 比例 线段 间 的 数量 关系 


例 10 如 图 2.1.9, 公 4BC 与 人 4'B'C' 其 各 边 交 成 六 人 
边 形 DEFGHK,B. EF // KH, GH // DE, FC // KD,KH - „x 
EF = FG- KD = DE - CH > 0, 求 证 :人 4BC, 人 4'B'C' 均 y 
为 正三 角形 . 

BR S BFB'K 是 平行 妈 边 形 , 则 É 

KH - EF = KB' - HB’- EF = ¥ 
(BF - EF) - HB' = BE - HB' 
FG- KD = B'F - B'C - KD = 
(BK - KD) - B'G = BD - B'G 
由 已 知 ,有 BE- HB' = BD - BGC= DE - HÇ 
又 由 三 对 平行 线 易 证 人 BDE o A B'Hg AABC O A A'B'C' WI 
BE _ BD _ DE 
B'H ` B'G HC 
从 而 BE- B'H _ 20-8 c _ DE — HG 
即 BH = B'G = HG. 故 公 B'HG 为 等 边 三 角形 ,由 此 即 证 . 

例 11 如 图 2.1.10, 在 入 4BC 所 在 的 平面 上 取 一 点 L 
P(P RUE AABC RRCD E), P #FBMEBC, AC 与 中 线 m% 
CE( 或 其 延长 线 ) 的 垂 线 , 这 三 条 重 线 顺 次 与 高 线 CD( 或 K) 

其 延长 线 ) ZT K,L,M 三 点 . 试 证 ; KM = LM. 

BO BA A PKM 5 A CBE,A PLM 与 人 CAE 的 < 
对 应 边 互 相 垂直 , 则 A PKM o ACBE,A PLM % 

A CAE. 设 4,p 分 别 为 这 两 对 相似 形 的 比例 系数 , 则 PM 了 F 
= ACE, KM = 4BE, PM = aCE,LM = pAE, 易 得 4 = p, 
而 BE = AE. 故 KM = LM. 


图 2.1.80 
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七 .进行 计算 . 代 换 等 来 转换 求解 


例 12 ”如 图 2.1.11, 设 人 4 是 全 48C 中 最 小 的 内 角 , 点 A 
8 和 C 将 这 个 三 角形 的 外 接 圆 分 成 两 段 弧 . 设 上 是 落 在 不 合 
4 的 那 眉 狐 上 自 不 等 于 B 与 C 的 一 个 点 .线段 48B 和 4C HE ¿ 
直 平 分 线 分 别 交 线 段 A 于 V 和 到 ,直线 BV ACW HXTT. 
证 明 : AU = TB + TC. N. 

证 明 WER, AAA VERRA W ER 
上 ,所 以 人 VAB = Z VBA. XA ZA j: A ABC 的 最 小 内 角 ， 
B. ZVAB = ZUAB < Z CAB WË 

VBA = ZVAB < Z CAB < ZCBA 

EI VÆ Z ABC PIRR. FI, W # Z ACB 内 部 . 

设 人 U4B = a, 则 人 VBA = a. 下 面 用 人 4A, 人 LB, 人 LC 分别 表 示 Z CAB, 
ABO, Z BCA WA 

ZCAU = LA - a,ZCBT = ZB ~a 

为 WW 在 线段 4C 的 中 垂 线 上 , 册 

ACW = ZCAW = ZÀ -a,ZBCT = ZC - LACT = ZC +a - LA 


图 ?2.1.11 


于 是 ZBIC = 18P - (LB-a)- (ZC + a = ZA) = 
180 ZB- ZC + ZA = 2⁄A 
BC TB Tc 
在 人 BCT 中 ,有 机 BTC = Sw ZTB = sin ZTB 
注意 到 LB -a = 80 —- (ZC + a + ZA) 
有 TB + TC = S rein LTCB + sin Z TBG) = 
Elsie +a ~ À) +sin(B - a)] = 
BC * sin( C + a) 


sin4 


设 A ABC 的 外 接 圆 的 半径 为 尺 ， maže = RR, 有 
TB + TC = 2R + sin( C +a) 
连接 CU, 由 4,B,U,C 四 点 共 图 ,可 知人 BCU = 人 BMD = a Ë LACU = 


LC + &. 在 公 ACU 中 使 用 正弦 定理 ,有 AU = 2R > sin(C + a), $ AU = TB + 
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TC. 

例 13 如 图 2.1.12, 设 六 ,已 及 下 分 别 是 人 4BC 的 边 A 
AB, BC Æ CA für X, BDC R ADC 的 角 平 分 线 分 别 交 
BC 及 AC TAM, N, ER MN 交 CD 于 点 0, 设 E0 RFO 
分 别 交 AC 及 BC 于 点 P 及 Q. 求 证 :CD = PQ. N 


BM _ DB AN _ AD g © 
思路 。 由 角 平 分 线 定理 得 % = DONE = 了 而 人 SY》 
BM _ AN ry 48 AC, 
AD = DB, 故 ypc = ye WE MN // AB, By = CN = 图 2.1.12 
BC BM _ DB, 
cr Bue = DC 得 
DB+ DC _ BM + MC BC _ AB 
De 7 MC "MCMV 
lap. „DB+DC 2EF 
X EF = 34B = DB. 所 以 DG = yN 
B1VYaUO L2 
EF t DC 7 MN 中 


分 别 就 A CMN 对 直线 EP 和 FP 应 用 梅 氏 定 理 
CP OM CE _ CE CQ _ ON. FC _ FC 
PN ` ON ` ME ` ME'QM ` OM ` FN "` FN 
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Xr EF AB W ACE = EC wO E EPQ. | 
于 是 ,四 边 形 POEF ENE, 0 为 其 对 角 线 的 交点 ,由 此 吻 推 得 
1 1 2 
EF * PO = MÑ @ 


最 后 ,比较 中 ,加 即 得 cp = pQ. 


八 . 注 意 运用 边 比 定理 、 张 角 定理 等 求解 


WEER: OABC 和 公 4A'B'C' 各 顶点 所 对 的 边 为 a,5,c Ma, b, e A 
a _ sinÀ .如 .snB -sm4 , c .sinC( 还 有 两 式 可 类 推 , 略 ) 


a "sin À” ` ` sim B “sin À' ` C ` sin C 

KAE DÆ AAB 的 BC 边 上 任 一 点 , 则 
BD _ AB sin Z BAD 
DE 7 AC - sin Z CAD 


RATERMENKA M. 
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例 14 如 图 2.1.13, 将 圆 0 的 弦 48B 向 两 方 延 
长 至 C,D, 使 4C = BD, ÀX C,D 3| B] o 的 切线 


思路 由 CE = CA- CB,DF2 = BD - DA. 而 
CA = BD, 则 CB = DA PRU, CE = DF. 3 ZCEP + 
LEFD = 189, 则 sin ACEF = sin Z EFD fE. ACME 
#LADMF 中 ,运用 边 比 定理 
CM _ sin CEF CE sin ZEMC 


DM = sin ZEFD ` DF ` sin ZFMD = | 
EU CM = DM, 所 以 AM = BM. 
例 15 如 图 2.1.14, 设 加 0 是 人 4BC 的 BC 边 外 的 旁 切 Á 


,也 , 忆 ,下 分 别 是 圆 0 5 BC, CA 和 4B( 或 延长 线 ) 的 切 点 ， 
若 0D 与 EF 相交 于 K. 求 证 :AK 平分 BC. (参见 第 一 篇 第 十 i 
章 例 13) #—— Cs 


BE bE, B, F, O0, D3, M ABC = LF0D = | ``Z£ 
9, 同 理 , 人 ACB = DOE = g. 
在 人 4BC PAAR = SB, XE AAFE 和 人 0FE 中 ， 
" 2.1.14 
运用 张 角 定 理 得 图 
FK _ AP.sina _ sine FK _ OP'sing sing 
KE = AE- sinf " sin B'KË = OE- sin $ 7 sin ó 


即 sina _ sin 0 


sin Ë “` sin # 
F A ABC 中 ,由 张 角 定理 
BM AB'sing sing, sina 1 
MC 4C'sinp sin sinf 7 


所 以 BM = MC, 即 AK FBC. 


九 . 运 用 结论 “梯形 两 厢 延 长 线 的 交点 与 对 角 线 交 点 的 连 线 
平分 上 下 底 ” 证 线段 相等 


梯形 的 这 条 性 质 , 实 际 上 就 是 第 一 简 第 一 章 选 择 型 分 析 法 中 例 1 的 结论 . 
由 此 结论 ,可知 在 梯形 中 ,一 条 直线 如 果 具 有 下 列 性 质 之 二 ;1) 过 两 腰 延 长 线 
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的 交点 ;2) 过 两 条 对 角 线 的 交点 ;3) 过 上 底 中 点 ;4) 过 下 底 中 点 . 则 此 直线 就 具 
有 其 余 二 性 质 . 


例 16 如 图 2.1.15, 在 局 48CD 中 ,E,F 分 别 为 4 DN 
BC, CD 的 中 点 , 连 4E,4F 交 BD T G, H 3RAE: AE, SS 
AF 三 等 分 BD. BE 


证 阴 ERR EF 交 48,4D 的 延长 线 于 订 ,NT， 几 一 
则 BD // MN , W216 BMFH , GEND 都 是 梯形 .由 已 知 
不 难 证 得 人 DFN 2 ACFE 2 人 BME, 从 而 ME = 
EF = FN, 在 二 梯形 BMFH, GEND 中 ,运用 上 述 结论 ,得 BG = GH = HD. 


十 ,注意 到 面积 方法 的 运用 


例 17 如 图 2.1.16, 设 ABCD 是 两 组 对 边 
皆 不 平行 的 止 四 边 形 . 48 与 DC, DA 与 CB 的 延 
长 线 分 别 交 于 E, F; M,N 分 别 是 4C,BD 的 中 
点 . 试 证 ;MN 的 延长 线 平分 EF. 

思路 连 AP,MHP,AM,AHB. 取 4B8 中 点 C， 
连 GF, GM, CN, 则 GM // BC, GN // 4D, 所 以 
Saron = Saem Saren = Saacn. HELL Sioun = 
Sarm VE LDKC = p(K 29 AC 55 BD RA) M 


Sa = FAM BN © sin p = E Saco 


图 2.1.15 


则 Sarun = F suo. FE, Saon = L suo PA Sarm = Sarm. TÈ EH = 
FI( HE , IF 分 别 为 A EMN, A FMN 的 高 ). 

延长 NM ZEF 于 ,得 Same = Samp. 由 于 等 积 公 FMP 与 人 EMP 共 顶 
点 M EUR PF 5 PE dti FP = PE. 


十 一 .注意 到 其 他 方法 的 运用 


例 18 如 图 2.1.17, 设 公 4BC 的 两 边 48 与 4C 上 截取 4D = AE. 连 接 CD 
43 BE ZTF, 8 A BDF 13 A CEF 的 内 切 圆 半径 相等 .求证 :全 4BC 为 等 腰 三 角 
形 . 


第 一 章 绩 眉 相等 问题 的 求解 居 路 ` 
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思路 ” 设 公 BDF 与 人 CEF 的 内 切 圆心 分 别 为 4 
O01 和 05. 圆 01 与 DF 相 切 于 G6. 圆 0; 5 EF ABU T R. 
连 0,D, 01E, DE, 01G, 0:8, 0LF, OF. W| A 0 FG 
2 A0,FH, Ùk FG = FH. 又 因 公 4DE SEE, 所 以 
ZBDE = 人 CED. 若 能 证 明 DF = EF, M) A BDF 2 
ACEF, $ AB = AC. 

下 面 用 反 证 法 证 明 DF = EF. 不 妨 令 DF > EF, $ 
推出 人 DEF > 人 EDF. 因 此 人 BDF > 人 CEF. 但 由 


GF = FH S DG > HF, 所 以 在 RA 0,GD 与 图 2.1.17 
RA 0; EH 中 有 
1 0G OH 1 
tan ZZ BDF = pç < HE = tan y Z CEF 


因而 Z BDF < 人 CEF ,所 得 矛盾 说 明 DF = EF, 故 AB = AC. 

注 :将 此 鲍 中 的 条 件 “ 截 取 AD = 4E” 改 为 中 线 BE, CD EXT F, WAG 
学 通报 》 问题 253. 此 时 注意 到 下 为 重心 , 则 Sacre = 8$Aapp. 又 内 切 圆 半径 乘 半 
周 长 为 其 三 角形 面积 ,有 BD + FG = CE + FK(R0B82. 1.17) HH RA GFO Q 
RtA KF0, Í$ FG = FK, 所 以 BD = CE, 即 证 . 


练习 题 2.1 


1. 正 人 48C P, P HAB 中 点 ,@ 为 4C 中 点 , 尽 为 BC 中 点 ,六 为 RC 上 任 一 
点 , 公 PMS 为 正三 角形 且 4 ,BC 与 3,P, 形 均 成 道 时 针 顺 序 排列 ,求证 : RM = 
Qs. 

2. Æ AABC h, Z CHEM, ZA = 30. 43L AB, AC 为 边 在 人 4BC 的 外 
侧 作 正 AABE 和 正 AACD, DE 与 48 ZF F. RWE: EF = FD. 

3. 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 ,经 过 其 项 点 4 , 召 以 及 两 条 对 角 线 交 点 作 一 圆 ， 
该 圆周 与 边 BCT A E REA AE = 4D, 则 有 CE = CD. 

4. 已 知 五 边 形 ABCDE 中 ,人 ABC = ZAED = 90. 人 BAC = 人 EAD,M 为 
CD 中 点 .求证 :HB = ME. 

5.B NAC 上 一 点 , 且 AABE,2 BCF 为 等 边 三 角形 , 连 EC, AF 3 BF, BE 
于 AN,M. 求 证 : BM = BN. 

6. 给 出 以 0 为 顶点 的 角 和 与 其 两 边 分 别 切 于 点 4,8B 的 圆 ,从 点 4 引 08 的 
平行 线 交 圆 于 点 C ,线段 0C SARTA E, 直线 AE 与 08 XTA K.: RE: 
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REEDE 


OK = KB. 


7. 在 等 腰 直 角 公 48C 的 直角 边 C4 和 CB 上 ,分 别 取 点 五 和 已 ,使 CD = CE, 


AA DAC 向 直线 AE 作 垂 线 并 延长 ,分别 交 AB 于 点 KX 和 上 .求证 : KL = LB. 


AH ŽE: 


8. BAAB, CD EMO WEZ, p EWA LIE—A, PM L AB FM. PN, 
EAT CD, EEX N, H.RUE:MN = AH. 
9.3 OABC 内 接 于 圆 0, 过 4B 中 点 P 作 PQ | AC T. Q, PR L. BC T R. Ù 


C 作 切 线 MN, 作 PS | MN 于 5, 连 QR 3 PS 于 E, 求 证 :QE = RE 


10. 锐 角 A ABC 的 高 交 于 点 0 ,在 线段 OB 和 0C ERA B 和 C, 


ZABIC = 人 4C18 = 9 .求证 ;48 = AC, 


11. BC ÈRO 的 直线 ,AD 是 切线 ,DD 为 切 点 ,在 4C 的 延长 线 上 , FE 上 AB 


+ E, HIE Saa = Saxer. 求 证 :AE = AD. 


F, FG WJ 


12. Ë 3 E AEA NIZAB 和 CD 的 交点 ,直线 EF // CB , 交 AD 的 延长 线 于 
于 6G. 求证 : EF = FC. 
13, 圆周 与 凸 五 边 形 ABCDE 相交 于 点 41,42,B1,B2,… E1, E... 已 知 


AA, = A2, BB, = BBCC = CC,,DD, = DD;. 证 明 : EE, = EE;. 


14. 设 UV ÆR O HIIR, 是 UF 的 中 点 ,48 和 CD ERM 的 另 两 条 弦 , AC 


和 BD 交 UV 于 P,Q. 求 证 :PM = MQ. 
15, 设 0, 五 分 别 是 锐角 公 4BC B| 
上 截取 AE = 40. 试 证 : DE = AE. 
16. 在 公 4BC 的 两 边 48,4C 上 分 区 
交 于 了 ,求证 : 若 BF = CF, 则 4B = A 
17, AABC 中 ,AB = AC, ALBMC = 
使 得 OPC = 4? 并且 PO = BC. 求 证 
18. 锐 角 A ABC 中 ,已 知 Z BAC = 
心 ,重心 .求证 :07 = IH. 


Eb, E AB LRAD = AH, TEAC 


截取 4D,4E ,使 4D = 4E, 连 CD, BE +A 
c. 

30. 在 边 AB 和 AC LARRA MP, 
E:BC = CQ. 

60 ,7 0, 吾 分 别 为 A4BC 的 内 心 ,外 


19. A ABC 的 三 条 中 线 分 别 为 4 , BE, CF ,重心 为 CG, 全 DGL, 公 FCM 为 


正三 角形 且 FGM , GDL 均 按 道 时针 排 列 
角形 . 


,六 为 BC 的 中 点 ,求证 :全 LMN 为 正三 


20, 从 全 4BC 的 顶点 4 引 三 条 线 :人 4 的 内 、 外 平分 线 AM, AN. AK 是 


A ABC 的 外 接 圆 的 切线 ,点 M, K,N 依 
21. 证 明 在 锐角 公 4BC 内 存在 一 点 
下 ,恰好 是 一 个 正三 角形 的 三 个 顶点 . 


次 排列 在 直线 BC 上 .求证 :HK = KN. 
,使 得 己 向 各 边 所 引 委 线 的 垂 足 书 , 刀 ， 
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22. 以 0,, 0, 为 圆心 的 圆 分 别 为 51, 9 ,它们 相交 于 A, B 两 点 ,射线 0, B 
交 8 于 另 一 点 ,射线 028 交 51 F53— P E, ii B SI MN // BF 分 别 交 8 S, 
FM, NARE: MN = AE + AF. 

23. 过 圆 外 两 点 Cu, C, PAIE SEE C141, Ca4a, C B1» C, B (Ar. A2; 
B1, B; 为 切 点 ). 若 4181 和 AB, 相交 于 圆 内 点 P it PEAB // C, C, RIE: 
PA = PB. 

24. 在 正 公 4BC 中 ,E,F 分 别 在 BC,AC E, EAF = CE. 设 BF, AE 相交 于 
D,AM | BF 于 M,BN | AE 于 NN. 求 证 ;CD 平分 MN. 

25. 梯 形 ABCD KPII BA , CD 延长 线 交 于 0, 过 0 作 0E // DB, 作 OF // AC 
分 别 交 BC 所 在 直线 于 记 ,F. 求 证 : BE = CF. 

26, 梯 形 ABCD( BC // AD) 的 两 对 角 线 交 于 及 ,分 别 以 两 腰 为 直径 各 作 一 
圆 . 若 K 位 于 这 两 圆 之 外 ,求证 :由 天 向 这 两 图 所 作 的 切线 长 庆 相 等 . 

27. ,分别 是 4B8CD BJ AB, CD ERA, AF XED G, ECZ FB FH, 
Æ GH 并 延长 交 4D FL, BC FMRE: DL = BM. 

28. 在 全 4BC 中 ,CC = 9 分别 以 DC, CE 为 斜 边 作 等 腰 直 角 A ADC, 
ABCE. BD RAC 于 F,AE 交 BC 于 CG. 求证 :CF = CG. 

29. AB EBO 的 直径 , PA, PC 是 圆 0 的 切线 ,C 是 切 点 ,CD 上 AB TD, PB 
交 CD FERE: EC = ED. 

30. 设 也, 下 分 别 是 人 4BC WA BC, AB ERIR, AD, CE RT F, BF, DE 交 
于 G6, 过 G 作 BC 的 平行 线 分 别 交 4B ,CB ,4C FM,H, N. RIE: GH = NH. 

31. 在 人 4BC h,D,E,F 分 别 是 AB,BC,AC 的 中 点 ,DM,DN 分别 是 
全 CDB P A CDA 的 角 平 分 线 ,MN XCD F O, EO, FO 的 延长 线 分 别 交 AC, BC 
于 Q,P. 求 证 : PO = CD. 
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第 二 章 ”角度 相等 问题 的 求解 思路 


求解 角度 相等 问题 也 是 以 证 明 两 角度 相等 为 基础 的 ,证 明 角 度 的 和 、 差 、 
倍 、 分 问题 的 基本 思路 也 是 化 归 为 证 明 两 角度 相等 的 问题 . 

证 明 两 角度 相等 常 从 如 下 用 个 方面 考 不 : 

从 角 考 虑 ;直接 计算 .等 量 代 换 .在 同一 三 角形 中 ,等 边 对 等 角 等 . 

从 线 考虑 ; 角 的 平分 线 的 定义 及 判定 .平行 线 中 的 同位 角 ,内 错 角 等 . 

从 形 考虑 :全 等 形 的 对 应 角 . 相 似 形 的 对 应 角 . 圆 中 圆周 角 Mo 
及 相互 关系 .特殊 多 边 形 中 的 有 关 角 等 . 

从 计算 考虑 :利用 三 角 函数 式 计算 等 间接 计算 . 

从 运用 方法 考虑 :可 运用 面积 法 、 割 补 法 、 同 一 法 、 三 角 法 、 解 析 法 、 儿 何 变 
换 法 等 . 

平面 几何 中 的 线段 和 角度 问题 ,宛如 部 郁 匣 敬 , 革 无 际 沽 的 森林 ,构成 了 梳 
繁 呈 茂 ,生机 勃勃 的 几何 度量 问题 林海 . 这 两 类 问题 总 是 相互 联系 ,相互 作用 ， 
相互 依存 ,相互 制约 着 的 ,因而 这 两 类 问题 的 求解 思路 ,也 是 相互 利用 ,相互 关 207 
联 的 . 

下 面 举 例 介绍 求解 角度 相等 问题 的 若干 思路 . 


一 .注意 到 金 等 多 边 形 的 对 应 角 相等 


例 1 如 图 2,2.1, 在 梯形 ABCD 中 ,已 知 对 角 
线 4C 与 腰 BC 相 等 ,M 是 底 边 48B 的 中 点 , 工 是 边 DA 
的 延长 线 上 一 点 ,连接 LM 并 延长 交 对 角 线 BD 于 4 
AN 3RIE: ZACL = Z BCN. 

思路 V CLXABTE, EK CN Z AB +*F,/ 
延长 LN 3 DC 的 延长 线 于 K, 则 全 Ew A LDC, 


图 2.2.1 
人 MM o ADK. MAE = M AM y ABFN 
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n ADCN,ADMN V A DKN , BIB = s x -而 AM = BM, 所 以 AE = 


BF.X. AC = BC,ZCAE = 人 CBF, 所 以 A A CBF, fk ZACE = 
LBCF.BB Z ACL = Z BCN. 


二 .注意 到 相似 多 边 形 的 对 应 角 相等 


例 2 ”如 图 2.2.2, 设 图 内 接 锐 角 公 4BC, 过 从 B,C 为 切 


点 的 切线 相交 于 点 N, 取 BC 的 中 点 M. 试 证 :人 BAM = 
LEAN. 
BE 设 AN 交 贺 于 K, 连 BK,CK. 易 证 AABN EF 


ABKN, AACN 全 CKN. 从 而 
AB AN AN £ P 
BK ` BN ` CN ` 
所 以 AB* CK = AC + BK. AEEA 
ÀK ° BC = AB + CK + AC + BK 图 2.2.2 
Hl AK > 2BM = 2AB - CK 
所 以 AK - BM = AB - CK 


må -BM X ZABM = ZABG = LAKC, 所 以 人 4BM © AAKG. Ë 
LBAM = X KAC = Z CAN. 


三 .注意 到 特殊 多 边 形 (如 等 腰 三 角形 .等 腰 梯 形 . 平 行 四 边 
形 等 ) 的 性 质 


例 3 如 图 2.2.3, 已 知 ;4D 是 锐角 A ABC 的 高 ,0 是 & F 4 E 
AD 上 任意 一 点 . 连 BO, CO 并 分 别 延 长 交 4C ,48 FE, F.E 
DBE,DF. 求 证 :人 EDO = FDO. (参见 第 一 篇 第 十 三 章 中 
例 13) 

思路 ”过 4 作 PQ / BC, 与 CF, DF , DE , BE 的 延长 线 


B D C 
分 别 交 于 o. p.p. PAME = AE o AR A 0 
斯 ,于 是 有 
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AE' > BC = AP' DC = AQ ° BD. 


AE _ AP _ AQ 
BD = FB = BC' 则 有 


AF' BC = AQ + BD 
T AE' = AF' Ti DA L E'F' $ ZEDO = Z FDO. (ADEF RSEZAW) 
例 4 如 图 2.2.4, 位 于 同一 平面 内 的 正 
AABC,A CDE 和 人 EHK( 顶 点 依 逆 时 针 方向 排 
列 ), 丙 两 有 公共 顶点 C 和 E, 并 且 D 为 4K 的 中 点 . 
求证 :DBH = 人 BDH. 
思路 E BE(R8EKO) 3 AD T G. 将 Ac 以 
C 为 中 心 旋转 6, 至 ACE 位 置 , 则 两 三 角形 全 
等 , 且 AD 与 BE 相交 成 6, 则 ZACE = GP = 
LKHE, MVA K, H, E, G MARAE CEBE E, 图 2.2.4 
则 由 一 ECK = 60 = 入 EHK, 此 四 点 也 共 圆 ). 从 而 BEH = 一 DKE. 再 由 
BE = AD = DK E HE = HK 有 ABEH 2 ADKH, 从 而 BH = DB, 故 
Z HBD = Z BDH. 
例 5 在 四 边 形 ABCD 中 ,4B // CD,Z DAC = 2 Ç 
芝 4CB,F 是 4D 上 一 点 ,5 是 BC 上 一 点 , 且 DF = BE, p 
Æ EF,CF,AE. 如 图 2.2.5. 求 证 :ACF = 人 CAE. 209 
思路 ”在 四边 形 ABCD 中 ,因为 Z DAC = ZACB, 
所 以 AD WBC, 即 知 ABCD 是 平行 四 边 形 , 故 有 AD = 4 E 
BC, X DF = BE, M] AF = CE, AF // CE, 所 以 四 边 形 W 2.2.5 
AECF 是 平行 四 边 形 , 则 FC // AE, ZACF = Z CAE. 


四 .注意 到 角 的 平分 线 定义 与 性 质 及 多 边 形 内 心性 质 求解 


例 6 如 图 2.2.6, 志 4BCD 中 ,FE 为 4D 边 上 一 点 ， 为 48 边 上 一 一 点 , 且 BE 
= DF, BE 与 DF XF GRUE: Z BGC = Z DGC. 


E D 
思路 E CE,CF. fE CM BE 于 M,CN L FD T | ze 
F} 


Nh 


Sas = Socn = Sacr 


所 以 CM = CN,$ 人 BCC = 人 DCC.( 角 平分 线 的 图 2.2.6 
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定义 ) 

例 7 如 图 2.2.7, 设 0C RNS HRR, S 
知 以 0 为 圆心 的 器 $: 与 0C 相交 于 点 了 .点 也 不 与 
A C 重 合 , 且 贺 $3, 与 圆 $1 相交 于 点 4 利 B. 证 明 : 
DC 平分 人 4CB， 

思路 ” 连 AB,4D,08B. 由 BAC = ZBOC, 


LBAD = 1 ZB0D = --- ZB0C = Ñ ZBAC. l 
AD F3} Z BAC. 
同 理 , BD 平分 4BC. 从 而 D 为 全 4BC 的 内 心 , 故 pc 平分 人 4CB. 
例 8 如 图 2.2.8, 已 知 全 48C ,点 M 在 A 
BC 上 ,点 有 在 边 BC WEKRE E 


天 MO M C 3⁄4 M; 


分 Z BAC. 图 2.2.8 
思路 ”车 AM DE BAC 的 平分 线 , 设 
AMY AMi 分 别 是 其 内 外 角 平 分 线 , 则 人 MYAMY = 9P REEE = ER M 
BG _ BC +2MZC 


MC M/C 


图 2.2.7 


MB MB 
又 由 是 设 和 5 = yc Hl 
BC _ BC +2M,C 
MC MC 
由 上 述 两 式 ,可 知 若 MC < M1C, 则 
BC+2MyC BC+2MC 
MC < MO 
EÜ M3C © BC < MyC BC, 所 以 M.C < MyC. 
于 是 人 MYAM2 > ZM AM, = W.F. 
同 理 ,车 MC > MyC, 导 致 ZMUAM < 90? ,矛盾 . 故 结论 获 证 . 


五 .注意 到 圆 中 的 凡 类 角 间 的 关系 


例 9 如 图 2.2.9, 已 知 在 凸 五 边 形 ABCDE TE , Z BAR = 3a , BC = CD = 
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DE,B, Z BCD = Z CDE = 180 - 22 3R3E: BAC = Z CAD = <DE. 
思路 Æ BD,CE, MA ABCD S ACDE, 所 以 
Z CBD = 人 CDB = Z DCE = 人 DEC = a, X. Z BCE = 
(180 ~ 2a) ~ a = 18p -3a, 及 人 BAE = 3a, M] A,B,C, B| 
E WARA. FÆ, A. B,D, E30, ik A,B,C,D 共 圈 . 而 \ 
BC = CD = DE, 于 是 人 BAC = Z CAD = Z DAE = a. 
例 10 如 图 2.2.10, AD, BE 与 CF 分 别 为 锐角 2 ABC 
三 边 上 的 高 . P,Q 分 别 在 DF, EF E. 证 明 : 车 人 P40， 
DAC 同 向 相等 , 则 4P 平 分 一 FPC. 
思路 延长 PP 到 R, 使 FR = FQ. 易 知 
LPAQ = LDAC < Lore EER ADPE = 
FRQ = Z FQR 
从 而 P,0,4,R 四 点 共 圆 . 所 以 ZAPR = LAQR, 
APQ = LARQ. BT Z FRQ = LDFC, 有 RO/ FC, £ 
知 AF 上 RQ, 亦 知 AF 垂直 平分 RO, 所 以 ZAQR = 
Z ARQ. Ë ZAPR = 人 4PQ, 即 4P 平 分 人 FPQ. 


六 .运用 计算 或 转换 求解 211 
例 11 如 图 2.2.11, 两 图 相 切 (内 切 或 外 切 ) 于 点 P. 一 直线 与 两 圆 之 一 相 


切 于 4 而 与 男 一 萝 交 于 B,C. 证 明 :直线 PA 是 BPE 补 角 的 平分 线 (在 外 切 
时 ) 或 是 人 BPC 的 角 平 分 线 (在 内 切 时 ). 


图 2,2.11 
思路 ”在 外 切 时 , 设 公 切线 与 4C 相 交 于 E, 令 人 BPE = a, 人 EPA = B, 
<BCP = a, LEAP = B, 因 此 
LAPC' = ZACP + LCAP = a + B = LBPA 
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故 PA 是 Z BPC 补 角 的 平分 线 . 

EARR RAURI BC 的 延长 线 相交 于 E, 令 人 APE = a, Z CPE = B, 
JJ Z EAP = a,LCBP = 8, 故 LBP4 = a - B = LAPC. 故 PA 是 人 BPC 的 
平分 线 . 

例 12 如 图 2.2.12, 已 知 4 为 平面 上 
两 半径 不 等 的 圆 O, MA 0; 的 一 个 突 点 ， 
两 外 公 切 线 P. P., Qi Q, 分 别 切 商 圆 于 
Pi, Py, Qis Qoi Mi, MAR P10Q1, P.Q> 
的 中 点 .求证 :人 0140; = MAM. ( 参 
见 第 一 篇 第 七 章 中 例 27) 

思路 ”两 圆 大 小 不 等 ,它们 的 两 条 公 
切线 必 相 交 于 一 点 0, 且 01,0,,0 共 线 . 

连接 04,01P1, 因 为 O PI = 010… 0M, Ti 014 = OPi Kk 0A? = 
0,0 .01M1, 从 而 知 人 O14M1 人 004. 

同 理 全 0,AMs ° AOA. 

所 以 ZO14Mi = L4001 = Z 0,AM, Ë Z 0,40, = Z M.AM,. 


七 .注意 到 三 角形 内 角 平分 线性 质 定理 的 逆 定 理 求解 


例 13 ”如 图 2.2.13, 在 矩形 ABCD 内 ,MM 是 p p c R 


W 2.2.12 


上 到 一 点 P, ER PM 与 4C 交 于 点 Q. 证 明 ， 
LONM = LMNP. 

BR EKON 与 DC 的 延长 线 相交 于 RR. 设 图 22.13 
MN 与 4C 交 于 0, 则 MO = ON, 从 而 由 MN // PR 
有 PC = CR, X NC | PR, 则 PN = NR. 于 是 PM: MQ = RN : NQ = PN: NỌ. 
由 角 平 分 线性 质 的 道 定理 知 MN 平分 PNO, $k 人 QNM = 人 MNP. 

例 14 ”如 图 2.2.14, PA, PB, PC, PD 的 长 分 别 为 a,5,c,d, 且 十 + 二 = 小 
+ 十. 又 AB, CD 相交 于 .求证 : PQ 平分 CPD， 


EE APCD 的 三 边 被 直线 408 所 截 ,由 梅 氏 定理 有 雏 "09. pP = 1 
即 
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a .CO.2-8_1 À 
a-e QD b = 
N CQ bla- c) G q 
所 以 QD = ald- b) a 
由 二 + 十 = Ñ + RARR obod 83848 
bdla ~ c) = ac(d = b) ? 
即 b(a- e) 图 2.2.14 
a(d- b) 7 P": 
AMEC = 区 .由 三 角形 内 角 平分 线性 质 定理 的 首 定 理 知 PQ 平分 Z< CPD. 
八 . 运 用 三 角 阔 数 关系 式 求解 


例 15 如 图 2.2.15, 0 为 凸 五 边 形 4BCDE 内 一 点 , 且 


可 
1 = 42,43 = Z4,Z5 = Z6,Z1 = LA8. 求 证 :A9 与 
¿10 相等 或 互补 . k B 
思路 1 。 由 正 至 定理 得 ~ 
OA oB OB L Yy 


sin 10 7 sin Zi 7 sin Z2 7 


oc o opD oop. 图 2.2.15 213 
sin Z3 7 sin Z4 7 sin Z5 sn Z6 7 
OE OE 04 


sin L7 7 sin (8 7 sin Z9 
从 而 sin <10 = sin 9, 故 X9 与 Z 10 相等 或 互补 . 
思路 2 ”由 面积 公式 得 


SA408， SApoc * Sagon * Sapoe * Sago = 


Saaop " Sapoc * SŠacop * Sapo * Sara 
即 二 04 ， OB + sin Z1 +: ton. BC » sin Z3 + Loc. OD .sin Z5 + 去 0D 


DE - sin £7: LOE + AE + sin Z9 = TB - AB - sin 210- 40c- BC + 


sin £2- Lon. CD > sin Z4 ` tor. DE + sin £6- tos. AE > sin <8 
得 sin 2. = sin Z10.# 人 9 与 10 EREA, 
例 16 DD 为 人 4BC 的 BC S = a, 求证 :4D 是 LA 的 平分 线 ， 
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思路 ”此 题 可 运用 三 角形 内 甫 平分 线 性 质 的 逆 定 理 获 征 ,这 里 车 运用 引 
角 公 式 也 可 简洁 获 证 ， 
ERRARE pe = Cs ADAC -外 
即 有 sin Z BAD = sin L DAC Mi Z BAD + Z DAC < 18p. 故 人 B4D = ZDAC, 
即 AD 是 人 4 的 平分 线 . 
下 面 的 问题 要 用 到 两 个 定理 . 
边 比 定理 :在 全 48C 和 AARC 中 ,a,byc 及 四 :ce 分 别 表示 ZA, 
ZB,ZC ER ZA, LB, ZC 所 对 的 边 , 则 
a smA b snB' an4 c smC 
a snd b sinB sn4 ¢ sinC 
(还 有 两 式 略 ) 
等 角 定 理 ; 在 和 全 48C fl AAB'C 中 ,车 
sin A : sin B : sin C = sin À! : sin B' : sin C* 
则 4 = A,B = B',C = C (参见 第 一 简 第 六 章 例 17 后 的 推论 2)) 
例 17 RA. 
思路 ”可 证 AB EEF M M(B HARARE), M 
ZAMM, = LAM202 = 180 ~ LAMI1O1 
# AAO, M, f A A0>Ms 中 ,由 边 比 定理 
O IM, _ sin LOAM, „QA sin Z AM;0, _ O14 : sin LOAM; 
O,M, sin Z 0;AM, ` OA ` sin ZAM, 0, ™ OA : sin Z 0AM, 
X OP, / 0,P,, MP // MPa A RtA 0,M P, ° RA OM Pa. 
nar s T = hig sin Z O)AM, = sin Z Os AM. 


BIL LOAM, = L 0,AM3, $k Z 01A0; = ZM AM. 


例 18 如 图 2.2.16, 在 等 边 凸 六 边 形 ABCDEF Ba < 
中 ,4+ 人 LC+LE = 人 B+ 人 D+ 人 E. 证 明 :相对 4 A 
的 顶点 4 和 LD,LB 和 LE,LC 和 LP 相等 .( 参 Np nr 
见 第 一 篇 第 四 章 中 例 1) F e È 

思路 BZA =2a, LC =20, ZE =271, 则 图 2.2.16 
Ha + Ë + Z = 180, A apy ARATE 
AD'F'B', 


又 a 是 六 边 形 边 长 , 则 A DFB 的 边 等 于 2a - sin a1,2a * sin 1,2a ° sin 71. 
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如 果 用 a,8,Y 表示 < DFB 的 内 角 , 由 正弦 定理 有 
BF : BD : DF = sin a : sin ĝ : sin Y 
由 此 ,有 sin a) : sin B, : sin Y; : = sin a : sin ĝ : sin y 
由 等 角 定 理 ,al = ,pi = B, = 7Y. 因 此 ,六 边 形 的 对 角 相 等 .因为 ,例如 
MA Z D 等 于 a 与 B 的 余 角 及 y, 的 余 角 之 和 , 即 得 2al = ZA. 


九 . 运 用 几何 变换 (平移 .对 称 .旋转 .相似 .位 似 ) 求解 


例 19 见 例 11. 

BR BEU PARLARS CREIRA XAS -AAA 
变换 ,在 这 个 变换 下 ,点 B 与 C 分 别 变 为 直线 BP 与 CP ERAB , C. AA 
Bl4 与 弧 C4 相 等 , 即 圆周 角 < B'PA Eš Z C'PA 要么 相等 (在 内 切 时 ) ,要 么 互 为 
补 角 ( 在 外 切 时 ) ,在 这 两 种 情况 下 , 直线 PA 分 别 是 人 BPC 或 人 BPC' 的 平分 
线 . 


十 .运用 其 他 方法 求解 


例如 ,对 于 例 这 ,可 运用 反 演 变换 法 求解 (参见 第 一 篇 第 七 章 中 例 27). 对 
于 例 3 也 可 运用 坐标 法 (参见 第 一 篇 第 作 章 中 例 1) 利 面积 法 求解 (参见 第 一 篇 215 
第 三 章 中 例 13). 

例 20 如 图 2.2.17,48BCD 为 正方 形 ， 
BE // AC, AC = CE. EC 的 延长 线 交 8B4 的 延长 
RF FF. 求证 :APE = ZAEF. 

证 明 ”以 C 为 原点 ,BC 所 在 直线 为 虚 轴 
建立 复 平面 , 设 4 = -1+i,sp = i,zg = x+ yl, 
则 BE Biz + (y - Di,AC 对 应 1 i hH BË, 


FARRER AT = Y= l g cE = 4C 有 8225 


m + + RCP SDI + i Cb BR + 5) + + - yi. €F SÈ 
共 线 得 

— L. 
(4) 4a- 


平面 几何 证 明 方法 全 书 


216 


AT =- (2443) r = -2-43 +i RAPRA (3) + 1 (= 1-3), 
H I4F 12 =4+2/3 = | AË 4k ZAFE = 人 AEF. 
练习 题 2.2 
1. 在 人 4BC 中 ,4C = BC, ZACB = %P, D EAC F— R, B. AE EHTED 


的 延长 线 于 E, 3 AE = + BD.3RIE: BD 平分 /4BC. 


2. 在 等 边 全 4BC 的 BC 边 上 取 虚 D, 使 BD; DC = 1:2,fE CH LAD, HH 
EE, Hi BH. 求 证 :人 DBH = ZDAB. 


3. 在 全 48C MARRA M, BMC = 90 + + Z BAC, BIRER 
AM 过 A BCM 的 外 心 .求证 : CM 平分 人 4CB. 

4. 在 公 4BC 的 边 48,BC 和 4C 上 分 别 取 点 D,E 和 FF, 使 得 DE = BE, 
FE = CE. RIE: AADF 的 外 接 圆 的 圆心 位 于 Z DEF 的 平分 线 上 . 

5. 从 圆 O 外 一 点 已 作 圆 的 切线 PA 和 PB, 切 点 为 4,B, 连 AB, OP XFM, 
过 可 任 作 一 弦 CD. 求 证 ;OP 平分 Z CPD. 

6. 梯 形 4BCD,4B // CD,AB > CD,K,M AIIE AD, CB 上 的 点 ,已 知 
人 LDAM = 人 CBK. 求 证 :人 DMA = Z CKB. 

7. 设 了 为 锐角 A ABG 内 一 点 ,人 47B = 和 BTC = 人 CT4 ,M,N,P 分 别 是 
T 在 边 BC, C4,4B 上 的 投影 , 记 2 MNP 的 外 接 圆 与 边 BC, CA, AB 的 另 一 交点 
为 M.N. Pi RE:AM MP, 是 等 边 三 角形 . 
8. 圆 o, 5) 0, 外 切 于 点 P, Q 是 过 P HAREE, QAB 和 QDC 分 
JEA O, 与 圆 0, KHAR, P 在 48B,4D,DC 的 射影 分 别 为 E,F,C. 求证 ， 
LBPC = ZX EFG. 

9. 在 等 腰 直 角 公 ABC 中 ,人 4 = 90,D 是 4C 的 中 点 ,AE L BD, AE REK 
线 交 BC FF, E DF ,求证 :人 4DB = Z FDC. 

10. 在 四 边 形 ABCD 内 有 一 点 用 ,使 得 4BMD 是 平行 四 边 形 .求证 ; 如 果 

CBM = LCDM ,那么 人 ACD = Z BCM, 

11. 在 正 2n 边 形 414>…45, WILA Aa 和 Arda 上 分 别 取 一 点 天 和 六 ,使 得 

KANN = g WUE: NA, 是 Z KNA, 的 角 平 分 线 . 


12. 已 知 两 圆 内 切 于 点 M, 设 大 圆 的 纺 AB 切 小 圆 于 点 T. 证明: MT 是 
Z AMB 的 角 平 分 线 . 
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13. M, N AIEE ABCD 的 边 4D ,BC 的 中 点 ,在 CD 的 延长 线 上 取 点 也， 
PM 交 对 角 线 4C FORE: NM 平分 Z PNQ. 

14. 设 凸 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 4C , BD ZFM, ILA M E AD 的 平行 线 分 
别 交 AB, CD + E, F ,28 BC 的 延长 线 于 0,P 是 以 0 为 圆心 以 ON 为 半径 的 图 
上 一 点 .求证 :人 OPF = 人 OEP. 

15. 在 口 48CD 内 有 -点 P, 若 Z PBC = 人 PDC, 求 证 :人 PCB = Z PAB, 

16. CAN 0 中 两 直径 AB, CD, M3 AG, BE, Z CD 于 M,N, RE: 
LMEN = LMCN. 

17., 在 一 条 直线 ;的 一 侧 画 一 个 半圆 r,C,D 是 + 上 两 点 ,r 上 过 C 和 DD 的 切 
线 分 别 交 ! 于 中 和 4 ,半圆 的 圆心 在 线段 BAE. ERREA HBD HZA, FIE 
LER, EF L 14. 求证 : EF 平分 二 CPP， 
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I 学 一 样 ,两 者 均 可 用 数学 方法 天 处 理 。 几 何 学 是 慑 简单 的 自然 科学 , 它 

| 的 公理 都 是 那些 经 由 经 验 窒 验 , 并 在 误差 范围 内 认可 的 惫 理 吓 律 的 本 
EE 
B — k, B 3.539(Bscher, Marime) ` | 


i 
i 
i 
: 
i! 
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第 三 章 ”直线 平行 问题 的 求解 思路 


平面 几何 中 ,两 直线 平行 是 两 直线 间 的 一 种 特殊 位 置 关系 ,直线 平行 的 问 
题 是 平面 几何 中 与 求解 线段 相 等 、 角 度 相 等 问题 一 样 是 一 类 既 基 本 而 又 能 展示 
众多 知识 .方法 技巧 的 常见 问题 ， 

论证 两 直线 平行 , 常 从 如 下 几 方 面 着 手 . 

从 角 考 虑 :通过 证 被 第 三 条 直线 截 得 的 同位 角 相 等 \ 内 错 角 相等 同 旁 内 角 
互补 等 来 确定 两 直线 平行 . 

从 线 考虑 :通过 证 两 直线 同 重 直 (或 同 平行 ) 于 第 三 条 直线 来 确定 两 直线 
平行 ， 

从 形 考虑 :通过 证 两 直线 上 的 线段 是 某 些 特殊 图 形 ,如 平行 四 边 形 的 一 组 
对 边 ,三 角形 或 梯形 的 中 位 线 和 底 边 等 来 确定 两 直线 平行 ， 

从 比例 式 考虑 :通过 证 对 应 线段 成 比例 来 确定 过 对 应 分 点 的 直线 平行 . 

从 有 关 结 论 来 考虑 ;在 有 关 图 形 中 ,有 一 些 美妙 的 结论 ,如 同 贺 中 夹 等 弧 的 
两 嘴 ( 或 一 纺 与 一 切线 ) 平行 .过 相交 (或 相 切 ) 两 圆 交点 的 制 线 交 两 贺 于 四 点 ， 
同一 贺 上 的 两 点 的 弦 互 相 平 行 . 

还 可 从 运用 其 他 方法 方面 考虑 :诸如 面积 法 ,几何 变换 法 .向 重 法 等 . 

下 面 举 傅 介 绍 求解 直线 平行 问题 的 若干 思路 . 


一 .注意 到 内 错 角 相 等 


例 1 如 图 2.3.1, 自 圆 0 外 一 点 4 引 切 线 , 切 点 为 4 M B 
8B8, 过 AB PAM 作 割 线 交 加 于 C,D, 连 AC, AD 又 交 £ 
圆 于 E,F.3RIE:AB // EF. 
思路 HMA? = MB? = MC MD, 可 证 AMC 中 h 
ADMA, HILA Z CAM = X CDA. X. Z CDA = Z CEF, 
JZ CAM = 人 CEF( 内 错 角 ),4B // EF 即 可 证 . 图 2.3.1 
例 2 如 图 2.3.2, 在 全 4BC 中 ,ACB = 9, CH L AB, CE 2F ZACH; 


第 -篇 _ 慌 得 诸 子 "兵法 "一 一 热 悉 基本 思路 


AD = DC ,DE 和 CH 的 延长 线 相 交 于 点 下 ,求证 :BF // G 


Ç 
s ZN 
Em hopan EH aA — 


AE © CA z 
ZBCH W N 
BCE = ZBCH + ZECH = ZA + ZACE = LBEC 
F 
从 而 BE = BC. 又 由 人 4CH 人 CBR 有 组 - E f 图 2.3.2 


CG / AB ED WE R G MEE = ZH Hi AD = DC S1CG = AE, AT 


FH EH CH _ BH _ BH 


FC ` AE © CÁ ` BC ` BE 
m 器 aw 
H] ABFH o 人 ECH, 从 而 Z BFH = Z ECH,BF // CE 即 证 . 


二 .注意 到 同位 角 相 等 


例 3 如 图 2.3.3, 已 知 图 0 为 人 4BC 的 外 接 


Q, R AIJ HTAC, AC, AB HPA, PR $5 AB ZF D, PQ KNX 219 

与 4C XF E. WIE: DE // BC. È 和 

思路 ” 连 4P, B80,CR. 易 知 它们 共 点 于 OABC 的 

PGI. ÆRE D, 1, EIRA Z ADI = 人 A4BC 即 有 DE // LAN A 

BC. NY 
由 人 PRC = LBAP H A,R, D, I RRE. P 
FI, E, Q, A 四 点 共 圆 . 连 4R,40 , 则 823.3 

AED + ZARD = 180, ZAIE + ZAQE = 180 

而 人 AQE + LARD = 180 WA ZAID + ZAIE = 180, $k D,1, E 共 线 .由 

ZADI = ZARI = -4BC, 即 可 证 DE // BC. 

例 4 ”如 图 2.3.4, 设 P 为 全 ABC WEE IBE WE— A, h P HEPD 上 
BC, PE | AC, PF L AB. tD HE E F, D,E ZARR; Ti H 28 A ABC HE 
心 , AB HEKRZAT H , 交 BC 于 加 ,延长 PD EP, iE PD = P'D. 求 证 : 
HP // EF. 

思路 EE CH',M] ZA'CH' = Z BAH' = 人 BCH, 从 而 HA' = H'A'. 
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Ë EF 5 HH 33 M.EE PC,PH', 则 由 已 知 PP | 
BC, HH' | BC, PD = P'D, HA' = H'A' £ PH' 与 PH 关于 
BC 对 称 , 从 而 有 人 PH'H = Z P'HH'. 

X LPR'H = ZPCA,ZPCA t ZCPEER, B P.C, 1 
E, D3, # CPE = Z CDE , Z DMA 5 Z CDE ER, M F 
Tü ZDMA = Z PCA = ZPIPH = ZP'HR ,MHP' // EF 
可 证 . 图 2.3.4 

注 : 注 此 题 中 的 三 角形 外 接 圆 上 任 一 点 到 三 边 所 在 直线 上 垂 足 是 共 线 的 ， 
常 称 为 垂 足 线 ,或 西 姆 松 线 . 


三 .注意 到 两 直线 与 第 三 条 直线 都 垂直 (或 平行 ) 


例 5 如 图 2.3.5, 在 全 4BC H, BD, CE 为 高 ,PC 
分 别 为 ED,BC 的 中 点 ,0 为 外 心 .求证 ; 40 /FG. 

思路 ”过 4 作 圆 0 的 切线 47, 显 然 B,C,D,E 共 
圆 , 则 


LTAC = LABC = ZADE 
故 47 // ED. 
而 40 | 47, 则 40 L 本 .又 6 为 BC 的 中 点 ,有 


DG = BC = EG, EF = FD 
则 FC | ED. 由 此 可 证 40 // FG. 


例 6 ”如 图 2.3.6, 在 公 A4BC 中 ,引出 高 线 AE,BM 和 Ç 
CP. 已 知 EM // AB, EP // AC. 求 证 :MP // BC. 

思 踏 ” 设 BM 与 CP 428 B, H 28 A ABC E E C 
©. X. EM // AB, EP // AC, 0} H +B A PEM WIED, JA 图 2.3.6 


而 AE | PM, 故 MP // BCEE. 


四 .注意 到 两 直线 上 的 线段 构成 平行 四 边 形 的 一 组 对 边 


例 7 如 图 2.3.7, 在 正方 形 ABCD 内 任 取 一 点 E, 连 AE, BE £ AABE 外 
分 别 以 AE. BE 为 边 作 正方 形 4EMN 和 EBFC. 连 NC,4F, 求 证 NC // AF. 


SOA BEHT RA — MELAR 


思路 ” 连 ND,CF, 即 知人 BFC 2 A BEA 2 
ADNA, M] FC = EA = NA,Z CBF = ZEBA = 
LADN,BF = BE = DN,Z FBA = Z CBF + % = N 
Z NDA +9 = Z NDC. TJ ANDC @ A FBA , ll 
有 AF = CN, 从 而 AFCN 为 平行 四 边 形 , 故 NC // 
AF. 


例 8 ”如 图 2.3.8,P 为 人 4BC 外 接 圆 上 一 点 ,P 点 的 重 
足 线 交 底 边 8C 于 , 交 重 高 AD FK, H 3 A ABC 的 重心 . 
求证 :PK / LH. 

BR É PHSIERRLIKEFS, KEAC FM EK 
AD RAFF, Æ PF ZKL FQ, X BC TG, P,C, L, M3 
RJ, 8 Z MLP = ZMCP = LAFP = ALPF, 从 而 OP = QL, X 
即 Q 为 RIA PLG 的 斜 边 PE 的 中 点 . 连 HC, H Z DFC = 
ZABC = LDHC 有 HD = DF,ZHGD = ZDGF = 图 2.3.8 
Z LGP = ZQLG,WI HÇ // KL, SQ E: A PHG KIPR. M 
T HS = SP. X. PL // KHA Z PLS = Z HKS & Z PSL = Z HSK,WJ APSL 2 
全 HSK, 从 而 PL Z KH, 即 PKHL 为 平行 四 边 形 , 故 PK // LH BYE. 


五 .注意 到 两 直线 上 的 线段 是 三 角形 (或 梯形 ) 的 中 位 线 与 221 
Kil 


例 9 如 图 2,3.9, 设 BP,CO 是 全 4BC 的 内 角 平 A 
A, AH, AK 分 别 为 4 至 BP, CO 的 重 线 .证 明 ;RH // Z 
i N 


BC 
BR ERAKXBCFK IEK AH3EBC F, N 
由 题 设 知 六 ,下 分 别 为 4K' AR 的 中 点 ,由 此 即 证 KHP K w c 
4 BC. 图 2.3.9 

例 10 在 以 4B 为 直径 的 半圆 周 上 上 顺 次 选取 C， 
D,E, F LS E CD = DE = EP REER AC, BD 相交 于 P, 直 线 AE, BF 相交 
于 @, 求 证 : DE // PQ. 

思路 设 丸 为 直线 4D 与 BE 的 交点 ,8 为 48 5 BP 的 交点 , 固 BC RAR 
于 了 , 连 CE,TS,PR,RS,PT. 


— 平面 几 柯 证 明 方 法 全 书 _ 


要 证 明 本 题 ,只 需 证 明 D,E 分 别 为 PS , 08 的 中 
点 即 可 ,为 此 需 先 证 RPTS 为 平行 四 边 形 . 
由 CD = DE 可 推出 Z TBS = 748, 人 RAP = 
人 RBP ,因而 有 4,B,S,7T 共 圆 , 4,B,R,P 共 圆 . 于 
Æ Z RTS = 人 PH = 人 PR4, 则 PR /TS( 思 路 1). | 
又 可 证 $,T 分 别 为 AARB,A APB 的 重心 , 则 PT | 
RS( 思 路 .从 而 RSTP 为 平行 四 边 形 , 即 知 p 为 PS 
的 中 点 , 同 理 可 证 E 289 QS 的 中 点 .由 此 即 可 证 DE // PQ. 

此 例 也 可 从 同位 角 考 虑 ;由 CD = DE = EF í ZPAQ = 人 PBQ, 从 而 4， 
8B,0,P 共 圆 , 则 人 PQ4 = Z PBA = 人 DEA, 由 此 即 知 DE // PQ. 


六 .注意 到 三 角形 一 边 的 平行 线 的 判定 定理 或 平行 线 分 线 
县 成 比例 定理 的 逆 定 理 


例 11 如 图 2.3.11, 在 公 4BC 的 边 4B,BC,C4 上 分 别 4 
取 点 M, K, L,{Ë MK // AC, ML // BC, 令 BL 与 MK 交 于 P， N. 
AK I ML 交 于 ,求证 : PO // AB. SEN 
BR HERA 
KEPLEK BM _ KQ L £ ç 
PH ` KC MA QA 图 2.3.11 
故 PQ / AB 可 证 ， 


例 12 如 贺 2.3.12, 在 给 定 的 不 等 边 和 4i4a4: 中 ,用 
B; 表示 顶点 4; 关于 由 顶点 入 引出 的 角 平 分 线 的 对 称 点 ， 
其 中 i,j 取 值 1,2,3. 证 明 : 直 线 BuBa, BaBa BaBa A 
互 平行 . 

EA AC 是 人 42414s 的 平分 线 . 因为 线段 
4243 关于 直线 41C1 对 称 的 线段 是 Ba B31, 所 以 直线 4243 
与 BaBa 交 于 点 C1, 由 角 平 分 线性 质 得 到 414, : AA = 
CAA; : C14;3, 因 此 

Boli _ BoA- GA; Ahs- Ci4 442 
Balı © BAs - Cid3 Aih3- Cid 4143 


第 二 篇 ， 懂 得 诸 子 " 兵 法 "一 MEERE 


BBC, AAA 
其 中 用 到 Bly42 = 4142, Buds = Aida. Epa C, = BAs 


H ABgC By 中公 BC1Ba, 所 以 BnBa / BaBy. 同 理 BaBy // 
BuBa. 

注 :此 例 中 还 可 证 BBa, BaBa, Bw Bx HEAT AAAA 的 外 心 与 内 
心 的 连 线 . 

例 13 如 图 2.3.13, 给 定 公 48C, 在 边 AB,BC, CA 上 


ACi BA! CB 
分 别 取 点 C1,41, Bi, 使 和 TB = + = JA = 1 再 在 
AAB.0. 的 过 四 BBO CA, 上 分 别 取 点 C2, Az, Bs, 使 
sadil Bids _ C.B, y E A c 
GB = 0, = på, = n: 9:40 / AC, CB, / 
CB, BA // BA. 图 2.3.133 


思路 $ B, f#E BF / CB 22 BC, * F, 2 BC T E. BE = 


GF CErpn-l n-z 
TAC Ma. 和 W: ,从 而 求 得 
BE = AG 


T +e 


4 
BJ BE = lah. TERT s: = = GHEIBB B.C, // FB1. 而 FB, / BC, 223 


故 可 证 C,B, // CB. 
同 理 ,可 证 42Ca / AC, B,A, // BA. 


E ERARA h SF B.G aH Ro 
线 ) 平行 的 事实 


例 14 设 忆 是 人 4BC 的 外 接 贺 上 一 点 ,P4', PB'， 
PC 分 别 平行 于 BC, CA. AB ZRF ABC. REAA // p 
BB' / CC'， 

思路 IH PP / AC APO = PAH PC / ABR À 
PA = 6B, 从 而 BC = BC , 即 BB' // CC. 

EJH ANV // BB',BHUE. 

例 15 如 图 2.3.15, 加 上 有 四 点 A.B, M,N, 由 点 M 


图 2.3.14 
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下台 M41 和 和 MB, 使 它们 分 别 和 直线 NB 和 NA 垂直. 证明 : P 
44 // BB... 

BR HERA 

B,N + AM = BA + RMAMB+ NH = BM + AN 


从 而 有 NW = BIN + (AAY + AB + BM) - BiA = 
BM + (AA + 4B, + BIN) - AB 
WĀÈ = 4B1, 故 AA, // BB, WHE. 


八 ,注意 到 过 相交 (或 相 切 ) 两 圆 交 点 分 别 作 割 线 交 两 圆 于 
四 点 ,同一 圆 上 的 两 点 的 弦 互 相 平行 的 事实 


例 16 H AABC 的 外 接 圆 0 上 一 点 P, 引 三 边 或 TTN 
其 延长 线 的 垂 线 PL, PM, PN 分 别 交 BC TL, Z ABF 
M,Z CA FN, ZE 0 分 别 于 4 ,8 ,C .求证 :44 y 
BB/ CC. ál 

思路 EA LMN 为 其 垂 足 线 ,由 P. L. B, M 3 JN 
图,BC, PC' 是 过 两 相交 图 交点 的 两 条 制 线 , AM IM CPUs A 
/CC' .同样 , P4' , BA 是 过 丙 相 交 圆 交 点 的 两 条 着 线 ， ° 
也 有 PH // AN WAA Y CC. 图 2.3.16 

又 P,M,N,4 共 圆 ,于 是 ~4MN = 人 APN = Z ABB' ,从 而 38' // LN, $% 
A'A // B'B Y CC. 

例 17 如 图 2.3.17, 已 知 在 凸 四 边 形 ABCD 
中 ,直线 CD 与 以 48 为 直径 的 圆 相 切 ,直线 AB 与 
以 CD 为 直径 的 圆 相 区 ,求证 : BC / AD. 


全 0'DF, 公 084 均 为 等 腰 三 角形 .由 0',0,F,E 
+A, 有 LDO'F = LAOE, 从 而 人 EDF = 图 2.3.17 
LEAF, FÈ D,A,F,E 共 圆 . 同 理 E,F,8,C 共 圆 ,而 CD, AB 是 过 这 两 相交 
交点 的 割 线 , 故 BC // AD. 

上 例 也 可 运用 比例 线段 而 证 : 当 AB // CD 时 显然 有 BC /4D. 车 4B 与 CD 


第 二 篇 _ 慌 得 诸 子 "兵法 "一 ~ 热 悉 大 本 思路 


交 于 P, 设 其 交角 为 6, 则 由 
PC _ O'P + Q'F _ L+ O'F/O'P _ l+ sin 0 


D 7 OP- OF 71- O'FZ0'P 7 1-< sin 0 
Ra = Leasint 从 而 BC / AD. 


九 .注意 到 同 底 等 面积 的 两 三 角形 的 底 边 与 同 侧 另 两 对 应 
项 点 所 在 直线 平行 的 事实 


例 18 如 图 2.3.18, 证 明 ; 若 一 个 串 五 边 形 的 四 条 边 4 


FATRA , MWE EREE. P E 
B 设 五 边 形 中 AB, BC, CD, DE 分 别 与 CE,AD， 
BE,AC 平行 , 则 Sase = Saage = Sang = Sapgc = 


c D 
Sape PNA AE // BD. 
对 于 例 17 ,我 们 也 有 这 样 的 求解 思路 . 
如 图 2.3.17, 由 题 设 有 DO’ = 0'F, 则 40，0'F= DO .40. 又 OF = 40， 
则 AO - O'F = DO' - 0E, 即 Saso0o = Sapoo ;从 而 AD // 00. 
FIM BC /00'. 故 BC // AD. 


练习 题 2.3 


1. Æ AABC H, ZB + 9, MD f} BC = MM, 设 BC 3300383 yi Mp > 
直线 AB T— AD, A ABC 的 外 接 圆 在 4, C 两 点 的 切线 交 于 5. 求 证: DE // BC. 

2. 以 直角 三 角形 的 直角 边 AB( B 为 直角 顶点 ) 为 直径 作 圆 交 斜 边 于 了 ,过 
刀 作 加 的 切线 交 曙 一 直角 边 于 E, 则 五 与 圆心 的 连 线 必 平行 于 斜 边 , 试 加 证 明 ， 

3. 在 以 0 为 圆心 的 半圆 真 径 4B 上 取 蜡 于 4 ,有 和 0 的 点 C, 过 C 引 与 48 成 
等 角 的 射线 CD, CE 分 别 交 半 圆 于 了 , 忆 , 过 也 引 与 DC 垂直 的 直线 ,与 半圆 交 于 
男 一 点 下 .求证 :车 Kz 8, 则 KE // AB. 

4. 了 ,0,R 硕 次 为 全 4BC E BC, CA, AB 三 边 的 中 点 .求证 :图 ABC 在 4 点 
的 切线 与 贺 PQR fE P 点 的 切线 平行 . 

5. 以 四 边 形 ABCD 的 各 边 为 底 作 四 个 相似 的 三 角形 APAD, A QAB, 
会 RCB, 全 5CD. 其 中 0,5 在 形 内 ,P,R 在 形 外 .求证 ; PQ // RS. 

6. 在 全 ABC 中 ,时 是 BC 的 中 点 ,到 4 的 平分 线 交 BC 于 D, 自 C 作 CE LAD 
于 五 ,延长 交 AM 于 FF. 求 证 : DF // AC. 


图 2.3.18 


PE ”直线 平行 间 题 的 求解 思路 


225 


平面 几何 证 明 方法 全 书 


226 


7T. L, M, NJ OABC HMBC, C4,4B 上 的 中 点 ,过 4A 任 引 一 直线 交 LM， 
IN( 或 延长 线 ) 于 D,F. 求 证 : CD // BF. 

8. 6,7 分 别 是 A ABC 的 重心 和 内 心 ,并 且 有 AB + AC = 28C. 求 证 : GI // 
BC. 

9. 平 面 上 两 铅 相 交 , 其 中 一 交点 为 4 ,两 动 点 01, Q; 各 以 匀速 自 点 4 出 发 
在 不 同 的 圆周 上 依 同 向 移动 ,这 两 点 经 移动 一 周 后 同时 返回 到 点 4. 求 证 ;过 点 
A 的 任 一 割 线 与 两 圆 的 交点 天,N 和 对 应 的 Qi, Q; 的 连 线 互相 平行 , 即 MQ. / 
NO. 

10. 已 知 AB 是 直角 2 ABC 的 斜 边 , 在 射线 AC, BC 上 各 取 一 点 至 ,4 ,使 
AB' = BA' = 48.P,0O 是 入 4BC 内 的 两 点 ,如 果 P,0 到 人 4BC 各 边 的 距离 之 
和 相等 , 则 PO / A'R, 

11. 在 圆 内 引 责 条 相交 的 弦 48 和 CD ,在 线段 AB ERAM, EIAM = AC; 
而 在 线段 DC 上 取 点 六 ,使 得 DN = DB. 求 证 : 若 点 MM 入 不 重合 , 则 MN // 
AD. 

12. 在 等 边 A ABC 的 边 4B 上 取 一 点 ,以 EC 为 底 向 点 B 所 在 一 侧 作 正 
公 EKC. 求 证 : BK // AC. 

13.26 ABCD 的 内 切 圆 与 各 边 48, BC , CD, DA 切 于 E,F,C,H. 在 EF 与 
GH 上 分 别 作 圆 0 的 切线 交 4B T.M ,3 BC 于 NN, 交 CD 于 P, 交 DATORE: 
MO // NP. 

14, 在 梯形 ABCD 的 对 角 线 4C 的 延长 线 上 任 取 一 点 P,P 与 梯形 两 底 中 点 
的 连 线 分 别 交 两 腰 4B, CD FM, N 点 .证 明 : MN 平行 于 梯形 的 底 边 . 

15. G6, 下 分 别 是 人 4BC WHI ARB, AC 的 中 点 ,D,E 在 BC 上 , 且 BD = CE, 
AE X CG FN, AD ZBF 于 MM. 求 证 :MN // BC. 

16. Æ AABC 中, AT 为 入 4 的 平分 线 ,DD,E 分 别 在 48,4C 上 , 目 BD = CE. 
又 BC, DE 的 中 点 分 别 为 可 和 轩 . 求 证 : MN // AT. 


ZOE WSST Fk" Masti Et 


第 四 章 。 直线 牌 直 问题 的 求解 思路 


平面 几何 中 ,两 直线 午 直 是 两 直线 间 的 又 一 种 特殊 位 置 关系 . 论证 两 直线 
相交 垂直 常 从 如 下 几 方 面 考虑 . 

从 角 考 虑 :相交 成 直角 的 两 直线 垂直 .相交 得 邻 补 角 相 等 的 两 直线 生 直 . 直 
径 所 张 贺 周 角 的 两 边 垂直 . 
从 线 考 虑 :分 别 与 两 互 敢 线 平行 的 两 直线 垂直 . 一 条 直线 和 两 平行 线 中 的 
一 条 牌 直 也 和 另 一 条 垂直 . 同 圆 中 夹 狐 和 为 半 贺 的 两 相交 弦 季 直 ., 等 腰 三 角形 
的 顶 角 平分 线 ( 或 底 边 中 线 ) MEARE. RERAMA ARRA. 过 三 角形 项 
点 和 重心 的 直线 与 顶点 所 对 的 边 科 直 . 两 相交 圆 的 连 心 线 与 公共 弦 垂 直 等 . 

从 形 考虑 :与 直角 三 角形 相似 对 应 于 直角 的 角 的 两 边 垂直 . 圆 内 接 四 边 形 
对 角 相 等 时 角 的 两 边 垂直 , 分 别 为 两 边 对 应 牌 直 的 两 个 相似 三 角形 的 第 三 边 的 
两 直线 生 家 等 . 

从 有 关 结 论 考虑 :满足 勾 股 定理 逆 定 理 条 件 的 三 角形 两 短 边 生 直 . 一 线段 
的 两 端 到 另 一 线段 两 端 距离 的 平方 差 根 等 时 此 两 线段 委 直 . 

还 可 从 其 他 方法 方面 考虑 :诸如 同一 法 、 反 证 法 等 ， 

下 面 举 例 介绍 求解 直线 垂直 问题 的 若 于 思路 ， 


一 .注意 到 相交 成 直角 的 两 直线 垂直 


例 1 如 图 2.4.1, 已 知 P,Q 分 别 是 正方 形 4BCD 的 边 Á 2 
AB, BC 上 的 点 , 且 BP = BQ. 过 8B 点 作 PC HER, EEX H. 
求证 :DH | HQ. 人 

思路 H m RA PBC RRA EHR, 由 ABCP o [SAN 
Ance ABE -CH h BC = DC,BP = BORG = Gyno 
由 ZPBH = pep # ZHBQ = ZHCD, ML AHBQ wm 图 2.4.1 
AHKCD, AW 人 DHC = 人 CEB, 即 有 

ZDHQ = ZDHC + Z CHQ = Z QHB + Z CHQ = WF 
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故 DH | HQ. 


类 似 于 上 例 可 证 ;在 正方 形 ABCD 的 边 CD 上 任 取 一 点 8, 连 40, 过 DD 作 


DP L AQ XAQ + R,2 BC J P.1l 
OP L 00. 


FE 方形 对 角 线 的 交点 为 0, 连 OP, 00. 求 证 : 


二 、 注 意 到 相交 得 邻 补 角 相 等 的 两 直线 垂直 


例 2 如 图 2.4.2, 圆 0 经 过 入 4BC 的 顶点 
4，C 分 别 与 45 , BC 3 K RIN, ABC H A KBN 
的 两 个 外 接 圆 相交 于 点 B, M. RIE: OM | MB. 


思路 1 延长 BM 至 H, 连 MMN， 


由 MBKN,KACN, MBAC 均 内 接 于 圆 得 
LHMN = LBKN = ZC = LBMA, X. 


LAON =— AKN——2⁄C = LHMN + Z BMA 


MA, QA, ON, 


则 MAON 为 圆 内 接 四 边 形 . 又 04 = ON, 则 


ZAMO = LNMO. 


图 2.4.2 


LBMO = LBMA + LAMO = ZXHMN + LNMO = LHMO 


故 OM | MB. 


此 例证 邻 补 角 相 等 还 有 如 下 两 种 思路 ， 


息 路 2 作 直 线 CMP, 则 


LBMP = ZA = LBNK = LBMK 


又 Z Koc == KNC —=2⁄A = LPMK 
则 MKOC 内 接 于 圆 ,由 OK = 0C 有 KMO = Z CMO0 ,由 此 即 证 ， 


思路 3 易 证 延长 BM 与 延长 


AC 必 相 交 , 设 交 于 H. MO XE BKN FIZ 


AC 于 Q. 由 人 BMK = Z À SLMKAH WEF, A ZBHA = Z BKM = Z BIM. 
由 思路 1 中 知 ZAMO = ZNMO = 人 NBI, 有 
LMOH = LMAQ + LAMO = LMBN + LNBI = /MBI 


由 此 即 证 . 


三 ,注意 到 直径 所 张 圆周 角 两 边 阜 直 


例 3 如 图 2.4.3, 以 A4BC 的 边 4B 和 4C 分 别 为 一 边 ,向 形 内 作 正 方形 


FOR ESHT RA — MERTEK 


ABMN , ACPQ. 求 证 : BQ | CN. 
BR 。 延长 NC 交 8Q( 或 其 延长 线 ) 于 R. 
H AB = AN,4Q = AC, Z QAB = 9p - Z BAC = 

Z CAN, H AAB0 2 AACN > BQ = NC,ZRQA = 
LNCA > A, C,Q, RARE QC 为 直径 ( 因 人 0Q4C = p 
90), AT L ORC 为 直径 所 张 圆周 角 , 故 BQ 1 CN. (此 
例 也 可 运用 转换 变换 证 ) 

对 于 例 2, 我 们 也 有 求解 思路 4: 设 MO, MA 分 别 交 
BNK 于 13， 连 MN,NS,SB,BI, MM 人 BSN = 
LBKN = Z€ = ZBMA = 人 BNS. 义 可 证 ~SB1 = 
ZSMI,X. LNMI = 人 NBI, 绪 合 思路 1 中 人 SMI = 人 NMI, 所 以 有 和 SBI = 
二 NB1, 说 明 BI 垂直 平分 弦 SN, 即 BI 为 图 BNK 的 直径 , 故 OM | MB. 


四 .注意 到 如 果 一 条 直线 和 两 条 平行 线 中 的 一 条 垂直 , 则 也 
MIRE 


例 4 如 图 2.4.4,4o4i42434445 是 一 条 折线 , AoA = 
1,4142 = 2,AsÁs = 3,Ash4 = 4,4445 = 5; 且 一 do4idy = 
L4i4a43 = Z AAA, = Z AsA4As = 6P. RIE: AoAs L 
A34. 

思路 ”延长 4140 两 端 交 AA, FM, Z AA; 于 0. 延 
É 4241 S 444 于 次 ,延长 44? 交 445 于 已 则 和 4 
全 4z43N, 和 Ph344 分 别 为 边 长 2,3,4 的 等 边 三 角形 ,从 而 B244 
AoM = 1,AsP =: 1;AsQ = 4. 

B As tE 454 L MQ TA, AQ = 2, 但 400 = 2, 故 4 与 4o 重 合 , 即 
4o45 | AQ. 叉 人 hsMO = 人 .44344 = 56, 所 以 WHO // 444, 因 此 有 4o45 L 
4344， 

对 于 例 2, 我 们 又 有 三 种 求解 思路 . 

BRS 作 圆 0 的 割 线 MHN XEO FD, DA, 0D, H BKN + Z BMN = 
180 H ZBKN = LMDA 有 LMDA + ZBMN = RP = BM / AD. H 
LMAD = Z BMA Z. Z BMA = LC = LMDA 有 LMAD = ZMDA => MA = 
MMD. 而 OA = 0D, 则 MO 为 4D 的 中 重 线 , 即 OM L 4D, 从 而 OM | MB. 
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思路 6 W MC 所 在 直线 交 圆 0 于 工 , 连 KL, OL. H K,A, L, C 共 贺 有 
Z BMP = ZÀ = LKIM = BM // KL. Xh LMKL = LKMB = Z KNB = 
ZÀ = 人 KLM 有 MK = ML,EBI OM 1 KL, OM | MB. 

思路 7 设 M HBM 的 中 点 ,01,0; 为 ABAC,ABKN 的 外 心 , 由 
Z 0,;BN +Z BKN = %° Ñ. Z BKN = Z C,# Z 0,BN + Z C = ,从 而 BO; 
LAC. X 0,0 L AC,3I| BO, // 010. RH BO, // 0,0. 即 80100; 为 平行 四 边 
形 ,从 而 80,040: 的 中 点 重合 于 03, 故 0,M' /OM( 中 位 线 ). 叉 0,,0,,0;, 
M 四 点 共 线 (在 BM 的 中 垂 线 上 ), 则 O,M' | MB, 故 OM | MB. 


五 .注意 到 分 别 与 两 互 甜 的 直线 平行 的 直线 算 直 


例 5 两 条 线段 MN, PQ 满足 PIP -PN = 0M? - QNM. RIE: MN | PQ. 


图 2.4.5 
思路 。 设 R,5,T,K,E, 下 分 别 为 GN, NP, PM, MQ ,PQ ,MN 的 中 点 .将 这 
些 中 点 连结 , 则 KRST, RFTE , KFSE 均 为 平行 四 边 形 ,从 而 
2(KF° + KE?) = EF? + KS? 
2( ER? + RF?) = EF? + RT 
又 由 PM? + QN? = PN? + OM? 
有 4KE? + 4KF2 = 4ER? + 4RF2 
由 上 述 三 式 有 K? = RT, BI KS = RT, 故 KRST 为 矩形 , 即 有 KT | KR. 
而 KT/ PQ, KR // MN, 故 MN | PQ. 


六 ,注意 到 等 腰 三 角形 的 性 质 


例 6 如 图 2.4.6, 圆 O, 与 圆 0, 相交 于 4,8 两 点 ,0| EA O, WARE, 
El O: B952 AC XA 0, 于 D 点 .求证 ;01D | BC. 


B ”连结 48,048,0:C, 则 人 80D = Z BAC = 二 人 BO1C, 即 01D 是 


第 二 篇 。 懂 得 诸 子 " 兵 法 "一 一 熟悉 基本 恩 路 


AE 人 0) BC 的 顶 角 平分 线 , 故 01D L BC. 

类 似 于 上 例 可 证 :全 4BC 的 内 切 圆 与 边 48, BC 相 
WFE, F, A A WPS EFF K. RIE: AK.L KC. 
(提示 ; 设 C 关 于 4K 的 对 称 点 是 48 上 的 上 点 , 边 BC 上 
的 点 好 是 点 三 关 于 角 电 平分 线 的 对 称 点 ,通过 计算 得 
CF = HU, 则 王 平 分 红 即 证 .) 


七 .注意 到 三 角形 的 重心 性 质 


例 7 如 图 2.4.7, 在 矩形 48CD 的 两 边 45 和 BC 上 
向 外 作 等 边 2 ABE 和 A BCF , EA 和 FC 的 延长 线 交 M 
于 并 .求证 : BM L EF. 

思路 ”连结 AF, EC, 易 证 人 4FB 2 AEFB, 
A EBF 2 AEBC, N} A ECF, A FAE 均 为 等 腹 三 角 
形 ,又 人 AFB = LEFB, LCEB = LFEB,NW EB, FB 
分 别 为 角 平 分 线 ,从 而 EB | MF,FB | ME, 故 8 为 
A MEF 的 重心 , 即 BM L EF. = 

类 似 于 上 便 可 证 ; 4B AFA Oo 之 直径 ,过 4 ,如 图 2.4.7 
引 弦 4C，, BD Ak AC, BD 相交 于 E. 又 过 C,D 引 国之 切线 交 于 点 P, 连 PE. 求 证 ，231 
PE | AB. (提示: 设 AD 与 BC 相交 于 Q, 由 A 人 PDE = Z DAB = 9 - Z DQE = 
LDEQ, T DP FA QE. FI CP PHOEN P HoE 中 点 重合 ,注意 到 为 
AABO HITED RINE, ) 


八 ERREPI ARER HER 


例 8 给 定 一 个 凸 四 边 形 ABCD, 对 角 线 交 于 0. RA AABO, ABCO, 
ACDO, SADO 的 周 长 彼此 相等 .证 明 : 对 角 线 互相 垂直 . 

思路 ”首先 证 0 点 平分 对 负 线 , 设 a,8,c,d 分别 为 线段 04,0B8,0C,0D 
的 长 度 , 且 c > a,d > 5. 于 是 可 在 线段 0C 上 截 出 长 度 为 的 线段 OUM. 在 线段 
0D 上 截 出 长 度 为 5 的 线段 0N, 从 而 得 到 平行 四 边 形 4BMN, 且 它 被 分 成 了 四 个 
周 长 相 等 的 三 角形 ,由 此 即 得 出 了 矛盾 .所 以 ABCD 是 平行 四 边 形 , 再 比较 两 个 
相 邻 三 角形 的 周 长 , 即 可 知道 它 是 菱形 . 故 对 角 线 互相 垂直 . 

利用 萎 形 的 性 质 还 可 证 :在 SABC 形 外 作 正 方形 4BEF 和 4CCB. 设 M 为 
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BC 的 中 点 ,六 为 FH 的 中 点 ,P,0 分 别 是 两 正方 形 中 心 ,求证 : PO | MN. 


九 . 注 意 到 辣 圆 中 夹 弧 和 为 半圆 周 的 相交 两 弦 垂 直 


例 9 如 图 2.4.8,4,8,C,D 是 圆周 上 四 点 ,P,Q， 1 p4 
R, S 分 别 是 弧 租 ,BC,CD, DA 的 中 点 .证 明 : PR | QS. 


9 
思路 。” 设 PR 与 9s 交 于 7, 则 Ç i 
ZPTS = +(PS + QR) = 
D 
二 (及 + AS + QC + CR) = R 
图 2.4.8 


-FAB + B€ + CD + PA) = 


(圆周 ) == o> 


== 


232 Wk PR L QS. 
RMF EATE: MHE ABCD 内 接 于 圆 0, 公 4CB 和 AACD 去 掉 的 内 心 
分 别 为 01, 02;4, C 分 别 与 01, 0; WERKE 0 FM, Q, P, N. RE: MN L 
PQ. 


T ERISEA = ARMITE ARARE 


例 10 如 图 2.4.9, 圆 0 的 弦 48 和 CD 交 于 天 ,过 4 
各 弦 的 两 端 作 圆 的 切线 分 别 交 于 P, 0. 求 证 :OK 上 WA 


PQ. D H 
思路 £ 0P,00 分 别 交 4B, CD T M.N, E DA 
D 


OA, OD, MN, 延长 OK 交 PQ 所 在 直线 于 日 .由 042 = 
OM : 0P,0D? = ON - 00 及 04 = 0D 有 OM OP = 
ON: OQ, X LMON = 人 00P, 则 和 全 HONwm A QOP, 
于 是 LOMN = ZOQP. 3 0,N,K,M 共 
(LOMK = 人 ONK = 909), 则 人 OMN = 人 OKN, 于 是 人 OKN 人 0QH, 注 意 
到 人 ONK = 9%p, 故 OH | HQ,ËBD OK L PQ. 

类 似 于 上 例 也 可 证 :全 ABC 为 等 腰 直 角 三 角形 ,人 C = %,D 为 BC 延长 线 


图 2.4.9 


S-E ERAT RA [U MERETE 


上 一 点 ,CD = CE, E 在 4C 上 ,BE 的 延长 线 交 4D FFRI: BF | AD. 


十 一 .注意 到 分 别 为 两 边 对 应 垂直 的 两 个 相似 三 角形 的 第 
三 边 也 互相 垂直 


例 11 如 图 2.4.10, 从 等 腰 三 角形 ABC 的 底 边 4C 的 
中 点 必 作 BC 边 的 重 线 MH, 点 P 是 MH 的 中 点 ,证 明 : AH L 
BP. 

RER {FAD | BC 于 DD, 则 可 证 如 为 CD 中 点 ,又 
RIAADC 2 RtA BMC t: RA BHM , B. P H MH 中 点 , 则 £ M È 
人 ACH A BMP. AC | BM, CH | MP, 故 AR | BP. 

类 似 平 上 例 也 可 证 :在 AARC H, D 为 BC 边 中 点 ,在 
直线 4B ,4C LEON F, E, DE = DF = BD, AG H EAFE 的 直径 .求证 : 4G 上 
BC. RRE B,C, E RR, C, C, F RRR RAEG co RA BEC 即 证 .) 


十 二 .注意 到 证 明 两 线段 简直 的 一 种 计算 方法 


例 5 的 结论 给 我 们 提供 了 利用 计算 来 论证 两 直线 垂直 的 方法 ,下 面 给 出 例 
2. 例 3 的 计算 方法 求解 思路 . 233 
例 2 的 求解 轧 路 8: 不 难 证 明 圆 0, 贺 BKN, B| BAC 三 公共 弦 所 在 的 直线 必 
交 于 一 点 , 设 为 了 .由 人 BMN = 人 AKN = 人 NCH 知 MM,N,C, 肌 共 圆 . 设 图 0 的 
半径 为 ", 则 连续 运用 割 线 定理 有 
BM > BH = BN ' BC = BO -P 
x HM + HB = NH - HK = HO? -r 
这 两 式 相 减 得 ”A0? -. BO? = BH(HM - BM) = HM? - BM? 
故 OM | MB. 
例 3 的 求解 恩 路 2; 设 BC = a,AC = b,AB = c, 连 BN, QN, 0C W| BN? + 
QC = 222 + 2⁄2. E AAQC 中 
<QAN = X QAB + XP = 180 ~ Z BAC 
QN? = b? + c? = 2be + cos(180 ~ Z BAC) = b? + c? + 2be + cos Z BAC 
x a? = b? + o? — 2be + cos Z BAC 
于 是 
QN? + BC? = b? + ¿2 + 2be + cos Z BAC + b? + e -2be + cos Z BAG = 
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2b? +2 = BN? + QC 
故 BQ L CN. 


十 三 .注意 到 勾 股 定理 的 逆 定 理 


例 12 ”如 图 2.4.11, 在 全 4BC 中, 边 BC 等 于 其 s A 


余 两 边 之 和 的 一 半 . 求 证 : Z BAG 的 平分 线 季 直 于 连 
结 内 心 外 心 的 线段 . 
C 


思路 ” 设 0,1 分 别 是 全 4BC 的 外 心 ,内 心 , BE P 
是 人 4BC 的 平分 线 , 则 图 2.4.11 
AB BI BC BC 


AE © IE © EC ? AC- AE 


s am 
A p AE, AB? = RAI + AR + cos 2 
由 AB? T B AR 4 AB? 2A AB -cos Ê 
有 AP < (ABAE -cos A/2) _ 2AB? - AC (cos À + 1) : 
AB + AE (AB + AC + BC? 


AB - AC ` [(AB + AC) - BC] _ 
(AB + AC + BC): = 
AB + AC + BC 25a 
2: ASK AB + AC a BG = 2 
EF, Sa, Rir AA AARC 的 面积 .外 半径 、 内 半径 . 设 OI = d, 则 由 欧 拉 定 


HA d = 民 -2Rr, 亦 即 OP = 40* - 4 天 ,由 勾 股 定理 之 道 知 47 L IO. 


十 四 ,注意 到 同一 法 (或 反 证 法 ) 等 方法 的 运用 


例 13 ”如 图 2.4. 12, 在 凸 五 边 形 ABCDE 中 ,顶点 为 B,E 的 角 是 直角 ,又 
Z BAC = 一 BMD. 证 明 : 如 果 对 角 线 BD 和 CE XF O, WER 40 与 BE EE. 

思路 设 垂 线 4 下 的 延长 线 与 直线 CE , BD 分 别 交 于 P,0, 若 能 证 明 AP = 
AQ, 即 得 P,0,0 重合 . 作 与 直线 BE 垂直 的 直线 CK, 由 RACK 中 
Rt 人 BHA( Z ABH 与 Z KBC ER) 得 到 
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€K _ BK _ BC _ 
BH = AH TAB = tan BAC 
H RA ERP c? RIA EKC 得 到 
EH ' CK _ 
PH = H = 
EH ` BH - tan ZX BAC _ 
EB- BK = 


EH > BH + tan Z BAC 
EB - AH +: tan Z BAC 


同 理 QH BH : EH : tan EAD 


= EB - AH > tan Z EAD 图 2.4.12 
由 已 知 得 Z BAC = 人 EAD, 则 PH = 08, 从 而 结论 获 证 . 
练习 题 2.4 


1 在 AABC 中 ,LA4 = 120,4F, BG 和 CH 分 别 为 其 三 角 平 分 线 . 证 明 ， 
Z GFH = WN, 

2.1 A ABC RA, AI, BI, C7 的 延长 线 分 别 交 全 4BC 的 外 接 贺 于 D,E， 
下 ,证 明 ; EF | AD. 

3. £: Z A0B 的 内 部 取 一 点 C, 由 C 作 04 边 的 重 线 CD, 作 08 边 的 垂 线 CE. 
Fh D fE OB WIER DN , H E JE OA 边 的 垂 线 EM. WEN: 0C L MN. 235 

4. 连 结 点 天 与 矩形 4B8CD 的 顶点 4 ,DD 的 线段 均 与 边 BC 相交 ,过 8 引 DK 的 
ER, C B| AK 的 垂 线 .它们 相交 于 点 MEN: M < K, 则 MK | AD. 

5. 在 正方 形 ABCD 的 边 48 和 4D 上 分 别 取 点 好 和 天 ,在 线段 MD ERAP, 
{Ë AM = AK, Z PCD = 人 PKA. 证 明 : ZAPM 是 直角 . 

6. AABC 的 外 心 为 0,4B = AC, D 是 48 的 中 点 ,E 是 AACD 的 重心 .证 
明 :OE | CD. (参见 第 一 篇 第 九 章 中 例 9) 

7. 在 锐角 OABC tP, AD 是 边 BC 上 的 高 ,二 为 重心, 在 AD 上 有 一 点 P, 使 
PD? = AD - HD i£ BP, CP. 求 证 :BPC HER. 

8. 在 一 任意 全 ABC 的 边 上 ,向 外 作 公 4BR, 合 BCP, 公 C4Q, 使 得 人 CBP = 
LCAQ = 45°, LBCP = LACQ = 32, LABR = Z BAR = 19 RUE: QR | RP. 
(参见 第 一 箱 第 七 章 中 例 9) 

9. 非 矩形 和 莹 形 的 已 4BCD, 引 CE | AB 或 其 延长 线 于 E, 引 CF | 4D 或 
其 延长 线 于 F, Æ EF 交 BD 的 延长 线 于 P. 求 证 :4C CP. 

10. 从 以 AD 为 直径 的 半 贺 周 上 的 点 B,C 分 别 作 BE, CF SE BEF AD ,直线 


SNE 。 直线 秋 直 问题 的 求解 思路 


平面 几何 证 明 方法 全 书 


AB 与 DC 相交 于 点 已 ,线段 CE 与 BF 相交 于 点 Q. WE: PQ | AD. 

11. 已 知 正方 形 ABFG 和 正方 形 4DEC 的 中 心 分 别 为 01, 0z, M 为 BC 的 中 
点 .求证 ;M01 = MO, H MO, | M0;. 

12. 在 四 边 形 ABCD 中 ,4B = AD, ZABC = Z ADC = 90,4 BC 和 CD 
上 分 别 取 点 和 ,使 得 DF | 4 ,证 明 ;4F | BE. 
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13. 设 PB4 是 


0 WEER, PC 是 切线 , CD 是 圆 0 的 直径 ,DB , Dp 相交 于 


E.RHE:AC | CE. 


14. 三 条 相等 的 线段 AB, BC, CD 分 别 与 贺 相 切 于 E,F,G,4C 与 BD 交 于 


了 P, 连 PF. 求 证 :PF | BC. 


15. 设 P 为 等 腰 直 角 公 4CB 斜 边 4B 上 任意 一 点 ,PE L AC 于 E, PF 1 BC 
于 ,PG | EF FGIR GP 并 在 其 延长 线 上 到 一 点 D ,使 得 PD = PC. 试 证 ; 
BC | BD,H BC = BD. 

16. 在 锐角 人 4BC H, ZC = 45,0 为 外 心 .过 4 ,8,0O 三 点 作 一 圆 交 4C 于 
已, 交 BC 于 五 .求证 ; CO | EF, 生 CO = EF. 

17. X R BJ ABCDE 内 一 点 ,满足 4B = BC,ABCD = 人 EAB = 9, 
AX | BE, CX L BD. 求 证 :BX | DE. 


18. 在 人 4BC 中 ,BC = -Y (AB + AC) RUE: ZA 的 角 平分 线 亚 直 于 三 角形 


内 外 心 连 线 .( 参 见 本 章 例 12) 


19. 凸 四 边 形 ABCD 内 接 于 贺 0 ,对 角 线 AC 与 BD 相交 于 P, 人 4BP, 人 CDP 


的 外 接 圆 相交 于 P 


,0, 且 0,P,Q 三 点 两 两 不 重合 . 试 证 :人 OOP = 90. 


20. OABC 为 等 腰 直 角 三 角形 ,人 C = %' ,点 N,N 分 别 为 边 4C 和 BC 的 
中 点 ,点 了 位 于 射线 BM 上 , 且 BX = 2BM, 点 了 位 于 射线 NA 上 , 且 NY = 2NA. 
证 明 :一 BX7 = 9%. 


21.0 O, AA 
切 点 ,并 且 EG, FH 


0, 与 AABC 的 三 边 所 在 的 三 条 直线 都 相 切 ,5, F, C, HA 
的 延长 线 交 于 点 P. 求 证 : PA | BC. 


22. 在 人 ABC 中 ,4B = AC. Æ M ÆBC HA, 0 是 直线 4M 上 的 点 使 得 
OB | AB; Q 是 线段 BC 上 不 同 于 8 及 C 的 任意 点 ,在 4B8 上 ,FF 在 4C 上 ,使 得 
E,Q,F 不 同 且 共 线 .求证 :车 OQ | 三 , 当 且 仅 当 QE = QF. 

23. D,E, F SIAHA A ABC 的 BC,AC,4B 上 的 点 ,4AD,BE,CF 交 于 点 
0. 若 pO 平分 人 FDE, 则 AD | BC. 


24. AB 是 半 


0 的 直径 ,一 直线 交 半 圆 于 C,D, 交 AB F M(MB < MA, 


MD < MC). K Æ AAOC 和 入 DOB 外 接 圆 的 另 一 交点 , 则 MKO = W. 


第 二 篇 _ 懂 得 诸 子 "兵法 "一 -熟悉 其 本 思路 


第 五 章 。 点 共 直 线 问题 的 求解 思路 


同 在 一 条 直线 上 的 许多 点 叫做 共 线 点 ,或 者 说 这 些 点 共 直 线 . 点 共 直 线 是 
一 类 有 趣 而 引 人 人 胜 的 问题 . 给 出 (或 得 到 ) 三 个 或 三 个 以 上 的 点 是 不 一 定 在 
一 条 直线 上 的 ,所 以 长 期 以 来 ,点 共 直 线 的 问题 ,受到 人 们 的 关注 ,历史 上 众多 
的 数学 家 也 获得 了 许多 美妙 的 结果 :诸如 欧 拉 线 、 牛 顿 线 、 西 姆 松 线 , 卡 诺 定理 、 
戴 沙 格 定理 、 奥 倍 尔 定理 、 幅 普 斯 定理 ,清官 定理 等 .点 共 直 线 问 题 当今 仍 是 人 
们 青睐 的 题 型 之 一 . 

求解 点 共 直 线 问 题 涉及 的 概念 较 多 ,覆盖 知识 面 较 广 , 综 合 性 也 较 强 , 因 
此 ,在 求解 时 可 能 陷 人 困境 ,为 了 尽快 找到 一 种 切实 有 效 的 思路 可 从 如 下 几 个 
方面 去 考虑 . 

从 角 考 虑 :证 得 以 中 间 一 点 为 顶点 ,两 侧 两 点 所 在 射线 所 成 的 角 为 平角 .证 
得 以 中 间 一 点 为 顶点 且 作 一 直线 ,其 余 两 点 所 在 射线 构成 对 顶 角 .证 得 以 一 点 
为 顶点 且 作 一 射线 ,其 余 两 点 所 在 射线 与 前 一 条 射线 所 成 的 两 个 角 相等 . 

从 线 考虑 :证 第 三 点 在 过 另 两 点 的 直线 上 . 证 得 三 点 两 两 连结 的 直线 各 与 
同一 直线 委 直 (或 平行 ). 证 得 三 点 两 两 连结 的 线段 有 和 或 差 关系 . 

从 形 考虑 :证 三 点 所 成 的 三 角形 面积 为 零 .证 得 以 一 点 为 位 似 中 心 ,其余 两 
点 为 位 似 变换 的 一 双 对 应 点 ， 

从 有 关 结 论 考虑 :注意 到 梅 涅 劳 斯 定理 \ 张 角 公 式 等 、 

从 方法 上 考虑 :可 考虑 反 证 法 、 同 一 法 .面积 法 等 . 

论证 四 点 (或 四 点 以 上 ) 在 一 直线 上 ,可 先 设 一 条 过 两 点 的 直线 ,再 让 其 余 
各 点 在 此 直线 上 ,或 多 次 运用 三 点 共 直线 ,再 证 这 些 直线 重合 . 

下 面 举例 说 明 求解 点 共 直 线 问题 的 若干 思路 . 


— BKE X, Y, Z 三 点 共 线 ,连结 XY A YZ, WEI 人 XYZ = 
180* 


例 1 如 图 2.5.1, 在 线段 48 上 任 取 一 点 五, 以 线段 AM, BM 为 一 边 ,在 4B 
的 同 旁 作 正 方形 AMCD , BEHM ,这 两 个 正方 形 的 外 接 圆 相交 于 M.N 两 点 . 求 


第 五 章 。 点 共 直 绩 问题 的 求解 思路 
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证 :B,N,C ZARR. 
思路 ” 连 NB,NC,NA,NM,AC. 由 4,M,N, 
CHAKI 人 ANC = ZAMC = 9. X. LANM = 
Z ACM = 45, /MNB = Z BHM = 43, 则 
LANB = LANM + LMNB = 45 + 45 = 9 
Z ANC + LANB = 9F + 9 = 180 
故 3,N，C 三 点 共 线 ， 
类 似 于 上 例 可 证 如 下 问题 ;已 知 K, Ka, K, 为 三 个 图 , 交 于 了 点 ,圆心 分 别 
为 01,02,03. Ki 与 K, AXT A, Kı 5 K XXT B, K j K XXT C.X 
为 K HERA, HER YA 交配 于 了 ,直线 XC 交配 于 2. 证 明 :2Z ,838, 了 共 线 . 
事实 上 当 Z 在 Y,B 之 间 时 ,由 人 PBY = Z PAX = Z PCX = 人 PBZ BNE; 
X BEY, Z Z BJ, h LPBY + ZPBZ = ZPAX + ZPBZ = ZPCZ + 
< PBZ = 180 即 证 . 


—. KUL X,Y,Z 三 点 共 线 ,适当 地 选 一 条 过 了 的 直线 PO， 
TÉ Z XYQ - ZPYZ 


例 2 如 图 2,5,2, 在 直角 三 角形 ABC 中 ,CH 为 
#DBAB 上 的 高 ,以 4 为 圆心 ,4C 为 半径 作 圆 4, 过 如 
WE A RIERA FD, E, 3X CHTF(D EB, 
F Z): ZABG = ZABD, Ç 在 圆周 上 ,6 与 D 
在 4B MWR: E, H, 6 三 点 共 线 . 

思路 由 BD. BE = BC = BH ' BAMA,H, 
D,E M. 图 2.5.2 

X EH, GH, HD,AD,AE, M| LAHE = ZADE,ZDHB = ZAED, 而 
ADE = LAED, 从 而 人 AHE = Z DHB, B] ZAHE = Z GHB, E,H, G = 
共 线 4 


例 3 WE 2.5.3, B64 E, F 分 别 是 正方 形 4BCD 
的 BC,CD 上 的 点 ,EN LAF 于 N,FM L AE FM, 
LEAF = 45, REB, M,N, D 四 点 共 线 . 

思路 ” 作 4H | EF 于 H, 延 长 CB # G f BG = 
DF, 易 知 Rt 人 4BG 2 RA ADF,AG = AF, 由 人 人 BAG = 
人 DAF 及 人 EAF = 45H Z EAG = 45°, AT A AEG 2 


第 二 篇 _ 慌 得 诸 子 " 兵 法 "一 一 热 悉 基本 叫 路 


AAEF, J} AB = AH, FÈ RAABE SQ RAAHE, BE = HE, ZAEB = ZAEH, 
ËMA ABEM 经 AHEM, $ ZX = 2. 

再 由 E,F,N,M BARAM, H, F 四 点 分 别 共 圆 , 知 人 1 = ZAFE = 
Z3 = 人 2, 即 B, M,N RR. 

同 理 M,N, DRR i B, M,N, D 四 点 共 线 . 


Z AiE X,Y,Z 三 点 共 线 ,适当 地 选 一 条 过 x 的 射线 XP， 
证 人 LPXY = ZPXZ 


例 4 如 图 2.5.4, 巴 知 0 是 锐角 A ABC 的 外 心 , BE， 
CF 为 4C,4B 边 上 的 高 ,自生 足 E,F 分 别 作 4B,4C WER, A 
FEN G, H. EC, FH 相交 于 KK. 求 证 ,4,K,0 TARR. /5 
RER EA B,C,E,F:E,F,G,H;A, G,K, H343 全 
共 圆 , 连 AK, AO, GH, FE, 则 < 
LOAK = LCHK = Z GEF = 9 ~ ZGFE = WF - Z BCE 


B Z A08 = 2⁄ BCE ,W| 图 2.5.4 
LBAO = + (189 - 2 BCE) = 9P ~ Z BCE 
AT Z ÇAK = LBA0 = L GAO, Ñk A, K, 0 ZERRA. 239 


类 似 于 此 例 可 证 :48 为 半圆 直径 ,C 在 48 上, CD | AB, B M B) Cp +b. 
切 半 圆 于 E RE:A, D,E ERRAR. (TE ZAE0 = 人 DEM = Z AEM) 


P.E X, Y, Z 三 点 共 线 ,连接 XY, YZ (或 XZ) ERRE 
直 ( 或 平行 ) 于 某 直线 


@5 如 图 2.5.5, 作 é ABC RAMEN, ERMA 中 


AAB MBO 中 点 的 纺 , 分 别 与 4B8 边 交 于 也, 与 BORT 
E.WEBI: D, E, FEARACHAR. (参见 本 条 第 三 章 中 例 3) 


BE 设 L,M,N AZAB, BC, C4 的 中 点 ,1 为 
A ABC 的 内 心 . 设 IN 交 AC FK, BIB + BM + AN === 
180 , 则 有 AM | LIN, 因此 ,点 卫生 关 于 直线 4 对 称 .又 
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LN 是 LANI 的 平分 线 , 则 点 4 和 1 关于 LN 对 称 ,于 是 AKD 为 菱形 , 即 DI // 
AC. 

RÆ, EI y ACH D,E, I ZARR. 

类 似 于 上 例 可 证 :在 A ABC tB, BE, CF ¿yE ABC, ZACB 的 平分 线 . 
BG, GH 分 别 是 外 和 ABX , LACY 的 平分 线 , 而 AE L BE,AF L CF,AG L 
BG,4H L CH,3R3E:E,F,G,H 3k. (分 别 证 EF // BC,CP // BC, EH // 
BC.) 

例 6 Hj A ABC 重心 ,P 是 任 一 点 ,由 
H B| PA, PB, PC 引 垂 线 亚 ,Bf , HN 与 BC， 
CA, BA 的 延长 线 相交 于 X,Y 了, Z. 证 明 : X,Y， 
Z 三 点 共 线 . (参见 第 一 篇 第 七 章 中 例 24) 

思路 。” 设 三 条 高 线 的 重 足 为 D,E, 下 , 则 

HA - HD = HB - HE = HC- HF 
又 4 了, 下 共 圆 , 则 


LH. HX = HA» HD 
同 理 HM - HY = HB - HE,HN + HZ = HC ` HF 
于 是 HM - HY = HN - HZ = HL -> HX 
连结 PH 并 延长 在 其 上 取 点 Q, 使 得 HP - BQ = HA- HD N| X, Q, L, P N 
ASM. AT POX = Z PLX = 907, 即 XZ | P0. 同 理 YQ .| P0 , Z0 | PQ, 
BD XY | PO,XZ | PQ. 故 X,2Z, 了 三 点 共 线 . 


T. üE X,Y,Z 三 点 共 线 ,证 XY + YZ = XZ 


例 7 (图 略 ) 设 4, B,C,D 是 平面 上 四 点 ,如 果 对 平面 上 任何 点 户 都 满足 
不 等 式 ; PA + PD > PB + PC, 那 么 B,C,4,D WARR. 

思路 ”可 证 8,C 在 线段 4D E, 此 时 可 分 别 证 AD + BD = AD,AC + 
CD = 4D, 也 可 合 起 来 证 24D = AB + BD + AC + CD, 而 选择 后 果 可 成 功 . 利 用 
点 了 的 任意 性 , 取 与 4 重合 , 按 已 知 应 有 AD > AB + 4C; 取 与 D 重合 ,应 
# AD > BD + DPC, 两 式 相 加 , 则 24D > AB + BD + AC + CD. 现 在 只 要 证 24D 
< ÁB + BD + AC + CD 就行 了 ,由 AD < AB + BD Ë AD = AC + CD RNE. A 
此 B,C,4,D WARR. 


第 二 篇 _ 懂 得 诸 子 " 兵 法 "一 一 热 芒 基本 思路 


玉 、 和 欲 证 三 点 共 线 ,证 其 


中 一 点 在 连 绪 另 丁点 的 直线 上 


例 8 如 图 2.5.7, 设 在 正方 形 ABCD 的 边 BC 上 任 取 一 入 已 e 
点 书 , 过 有,B,P 三 点 作 一 加 与 对 角 线 BD 相交 于 点 0, 过 C, X 


共 线 . 


证 R 位 于 经 过 C,P,8 三 点 的 
H ZBAR = LPQR 及 


电路。 先 证 及 在 4P 上 .为 此 设 4Pp 与 BD ZFR | FUE AN 


P, 0 三 点 再 作 一 圆 与 0 又 交 于 一 点 及 .证 明 :4, 员 ,已 三 点 区 


RA EBIT. 


关于 BD 对 称 的 人 BAR'， 图 237 


ZBOR 也 相等 , 则 人 RQP = 人 R'CP, 故 CPR'Q WARTA, R' 与 RR 重点 ， 


AT A,R, P ZARR. 


类 似 于 上 例 也 可 证 如 下 河 题 . 


设 线段 48 与 CD 相交 于 Q@ 
边 形 . 斌 证 ;P, 邓 ,了 三 点 共 线 .( 


, AC 与 BD 3828 P , CQBX 与 40DY 均 为 平行 四 
延长 CX, DY 分 别 交 PD, PA 于 C',D', 连 PX 着 


延长 与 DD' 交 于 Y ,由 平行 线 得 比例 式 证 Y 与 Y 重 合 ,) 


例 9 如 图 2.5.8, 在 梯形 


ABCD 中 , 采 AB = CD. 将 , 


ñ 
A ABC 绕 点 C 转 过 一 个 角度 ,而 得 到 人 4'B'C. 证 明 : 线 眉 
c 


A'D, BC 和 B'C 的 中 点 共 线 . 
BE D oA CH 


位 置 如 图 2.5.8,K, M 分 别 JP N 
H B'C, BC 的 中 点 . 可 证 人 CMD 2 AB'KA , | A'K = LN 


DM, LMKC = Z KMC, AT Z 
DM ,在 MK 两 侧 的 4' FD 到 MM 
中 点 0 在 KM 上. 


B, 


A'KM = Z DMQ , X. A'K = 
K 的 距离 相等 .进而 app 图 25.8 


七 . 欲 证 三 点 共 线 ,适当 地 选取 位 似 中 心 ,或 证 它们 的 象 共 


线 ,或 证 它们 以 其 中 


例 10 如 图 2.5.9, 三 个 等 


一 点 为 位 似 中 心 , 另 两 点 为 一 双 对 


圆 相交 于 0 点 ,位 于 一 个 已 知 三 角形 内 ,每 个 


和 三 角形 两 进 相 奶 ,证 明 : 0 点 和 三 角形 的 内 心 及 外 心 共 线 . (练习 题 1.7 中 第 


1488) 


思路 W A.B. C 是 三 个 圆心 , 则 由 题 设 知 4' ,8',C' 分 别 在 三 内 角 的 


第 五 章 ”点 共 直线 问题 的 求解 股 路 
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FSAA ,BB' ,CC' 上 , 即 44 ,BB" ,CC' 相交 于 A ABC P 
的 内 心 工 而 B'C' // BC,C'A' // CA,A'B' / 4B, 从 而 
AA'B'C H AABC 是 位 似 形 ,T 是 位 似 中 心 .又 三 个 等 圆 
的 交点 0 显然 是 ANPC 的 外 心 , 从 而 县 其 位 似 形 
全 4BC 的 外 心 的 对 应 点 , 故 0,E,I 三 点 共 线 . 

对 于 例 9 我 们 也 可 这 样 证 :将 ABCE W DC 平移 至 
AEFG. IRALA D 为 中 心 ,位 似 比 为 2, 将 BC,B'C 和 4'D P B 
的 中 点 变 到 E,C 和 4'. 由 图 形 的 对 称 性 知 EC = CA, 图 2.5.9 


LECB = /LCAD = ZBCA, | BC | EA. 故 EA | EF.ZAEQ < Lase _ 
1 1 


2LEFG) = +Z EFG = +Z BCB' = LACA = ZAEA' DL E, G,A RR. 
因而 在 上 述 变 换 下 ,它们 的 原 象 BC, BC, D4' 中 点 共 线 . 
八 、 运 用 面积 方法 证 三 点 共 线 


例 11 如 图 2.5.10, 设 四 边 形 ABCD 外 切 于 圆 0, 对 4 
角 线 4C 和 BD 的 中 点 分 别 为 M,N. 试 证 : M. N, 0 三 点 共 
线 , (参见 第 一 篇 第 九 章 中 例 14) 

思路 ”由 题 设 知 


w 


C 


B 
Sao + SAonc = Sao + Saoc = 二 Sam 
图 2.5.10 


Samo = T (Sac ~ Sagoc) = Lsm - 1 Same 
Seom = (Saonc + Sao - Sase) 
Saone = 到 (Seom + Sao - Saaco) 
Saom = Sao - Samp - Samo = Sao - Isaw - Saouc 
将 以 上 各 式 代 人 Samo = Saup - Saow - Saou 


得 Samo = 1 saw - (Sao + Saos) = 0 
故 M.N, 0 共 线 . 
类 似 于 上 例 可 证 :四 边 形 ABCD 的 对 角 线 相交 于 形 内 一 点 0, 若 40 = CO, 
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DO = 380, 分 别 在 AC, CD 上 各 取 一 点 M,N ,使 他 = gS- 8 ,求证 :B,M， 


N35. (证 Sason = Sann + Sann Sanur = 0.) 
九 . 运 用 张 角 公式 证 三 点 共 线 


张 角 公式 ( 参 风 第 一 篇 第 六 章 例 18 后 结论 1) 指 对 于 P SX, Y, Z 的 连 线 所 
成 的 角 人 XPY = a, 人 YPZ = p, B a + B < 180 ,满足 
sin(a +) _ sina sin8 


PY = PZ l PX 
W X,Y,Z 三 点 共 线 . 
我 们 给 出 例 1 的 另 证 思路 : 连 NE, ND, NM, 则 和 DNM = LENM = 90， 
Z DME = 90, 设 人 DMN = Z NEM = a, H AC HR ME 的 半径 分 别 为 rm， 
J| MC = YZrni, MB = YZr, MN = 2r) * cos a = 2r> sin a, AT 
sin LNMB _ sin(135 —a) cos(45° ~ a) 
MC © fn fan 
sin CMB _ sin LCMN _ singp _ sin(a -45) _ 
MN MB 2 sina Bn 一 


l + sin a sin(4F —a) _ 


2r ` sin a 


cosa + sin a * cos a _ cos(45° - a) 
2rl， cos a 本 2 
Y sin LNMB _ sin ZCMB sin Z CMN 
所 以 MC ~ MN MB 
故 B,N, C 三 点 共 线 . 


十 .运用 梅 涅 劳 斯 定理 之 逆 定 理 证 三 点 共 线 


例 12 如 图 2.5.11, 设 AC, CE EIEN WÉ ABCDEF 的 两 条 对 角 线 ,点 M. 


六 分 别 内 分 4C, CE, 使 位 = i 图 ,求证 ; ,性 ,NN RR. 


思路 。 设 正六 边 形 边 长 为 1, 则 AC = CE = Y3. 又 设 AC 与 BE 相交 于 6， 


则 
第 五 章 点 共 直 编 何 题 的 求解 思路 
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CN- CN S CNE _ 3 EB j, K p 
E © CE - CN 7 i- CN/CE 7 | ABC NA 
CM _ AM AG _ AM/AC- AG/AC 243-3 F 5 
MC AC-AM™ 1-AM/AC 76-26 A 
x, EB GM _ 4 8 
于 是 “BC Mc ` 1 图 2.5.11 
AT B,M,N 三 点 共 线 . 
类 似 于 上 例 可 证 如 下 问题 . 


HEBA A ABC rh, H E: A ABC 的 重心 ,分 别 作 召 点 关于 边 BC,C4 ,AB 
的 对 称 点 Hu H,, Hy, € 已 是 圆周 上 任意 一 点 ,连接 PH, PH, PH, 分 别 与 边 
BC, CA, AB 或 其 延长 线 交 于 思 , E, F. WIE: D,E, F 三 点 共 线 . 


一 .运用 有 关 结 论证 三 点 共 线 


我 们 还 可 运用 如 下 几 个 结论 来 证 三 点 共 线 . 
结论 1 由 点 PP 发 出 的 三 射线 PA, PB, PC, 车 工 , 必 ,NN 分 别 在 射线 PA, PB, 


PC 上 ,使 得 他 = anA = ,本 = dai] L, M,N 三 点 基线 的 充 要 条 件 是 
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Sa 5 $ 
证 明  MBE8 2.5.12,2 L, M, N RR, MWA N 
Sapm _ PL .BM ne 
Sama ™ PA ` PB 2 L N 
即 Sapu = hah28apue j A 
同 理 Sapun = 243SapBCSAPN = ÀiÀsSapic 
由 此 三 式 即 得 Q) R. 图 2.5.12 


反之 , 若 ORRE, MELART Sarm + Sarm = Sap, BIES 
L,M, N 三 点 共 线 . 
例 13 (由 例 二 改编 ) 如 图 2.5.13,4C, CE 是 正六 边 形 4BCDEF 的 两 条 对 
角 线 ,点 M，N 分 别 内 分 4C, cE ,使 二 = EN - .车 ,MM 和 WN 三 点 共 线 , 求 7 
解 ”由 有 ,1,A 共 线 , 则 
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Sace Saare _ SABE 


五 D 
CB * CN © CM SA 
CB CE CA DS, 


F c 
y 3 (Y 
PARAB = LA Saca = 1 3, Saase = G, Same = Š, V 
f 83 
cu 3 4 _ 2 图 2.5.13 

又 全 = 1 


放 求 得 + = inie). 


结论 2 两 直线 ABI. AB 相交 于 0, 点 P,Q 分 别 在 人 4104z 和 B10B; 内 
sn 一 PO4 _ sin Z Q0B, = 
部 ,着 sin ¿Pon =n Zoop, ™ P,0,0 三 点 共 直 线 ， 
思路 ”如 图 2.5.14, 作 PP, L AB T PE 4 z Q, A 
sin Z POP, sin LQ001 „PP, PA 


f Po Qu Q. R Z POP, = sin Z000 H PP,” S 
QQ a P ea 
qo 

H 0,P,,P,P, Ñ 0,Q. 0.0, 391 s 38 Nl, 
FHE A PPIP, AQQ => Z P0P; = LOQ > P, 0,Q RR. 

注 : 当 人 P041, 人 8081 是 两 钝 角 时 ,类似 可 证 得 结论 
亦 真 . 

例 14 如 图 2.5.15, 在 圆 内 接 凸 六 边 形 ABCDEF 中 , lpi p 
AC 和 BF XF P, CE 和 DF 交 于 Q,4D 和 BE XF S RIE: N 
P,S,Q 三 点 共 线 . 

BE 连 PS,QS, RUE P,5,0 三 点 共 线 , REE 


sin Z PSA _ sin Z 0SD = 
sin Z PSB = sin ZOE 为 此 需 作 PP., PP,, PP; 分 别 重 


EF BE, AD, AB; QQ., QQ 分 别 垂直 于 BE, AD. H 


图 2.5,14 


EP, PP, PP, 
sin LPSP, sin ZFBS sin LBAP _ PF . PB P | 
sin Z PSP, ` sin ZABF ` sin ZPAS = — PP, PP, Ph = 
PS PB PA 
同 理 sin Z QSQ3 sin / SEC . sin L EDQ =1 


sin Z QSQ: _ sin Z QED ` sin Z QDS 7 
而 LFBS = LODE, LABF = ZQDS, Z BAP = ZSEC, ZPAS = Z QED. 


齐 点 共 直 线 回 题 的 求解 
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所 以 sin PSP: _ sin LOSQ, pysin Z PSA _ sin £ QSD 
sin Z PSP, ` sin Z050,” sin Z PSB ™ sin Z Q$SE` 
故 由 上 述 结论 2 知 , P.S, 三 点 共 线 ， 


练习 题 2.5 


1.0 0 SE] M 外 切 于 C ,其 直径 AC, BC 在 一 直线 上 ,以 AB 的 中 点 了 为 
CHAZA 0 , 圆 M FE, FRA RE: E, C, 三 点 共 直 线 ， 

2. 共 点 于 0 BAO, BA 0,0 0, 又 两 两 相交 于 4,8,C. 若 0,01,0;,03 
四 点 共 圆 , 则 A,B,C 三 点 共 直 线 . 

3. 圆 内 接 四 边 形 ABCD 的 AB, DC 的 延长 线 交 于 己 ,4D, BC 的 延长 线 交 于 
Q. PBC 与 人 QDC 的 外 接 圆 交 于 只 , 则 已 , Q,R 三 点 共 直 线 . 

4. 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 4C 与 BD 交 于 形 内 一 点 0 ,已 知 40 = C0, DO = 
380 ,分 别 在 AC, CD ERAM N AN = g - ER M,N,B RER. 

5. 设 P,L, 0, 性 分 别 在 平行 四 边 形 48CD h AB, BC, CD, DA 边 上 ,PQ / 
BC, ML // AB, PQ 与 ML 交 于 点 0,C0 与 PD RTA E KE: M, E, BHR. 

6, 由 全 4BC 的 顶点 4 分 别 向 人 48C ,人 4CB 的 角 平 分 线 及 外 角 平分 线 作 垂 
线 .证 明 :四 个 垂 足 D,E, F, CHAR. 

7. P Æ ABCD 内 一 点 ,MN ,EF 分 别 过 点 P, 且 MN // AD, EF // AB, 
ME 与 FN 的 延长 线 相交 于 .求证 ; B, D,K 三 点 共 直 线 . 

8. 过 全 48C TLA, A, B, C 作 其 外 接 圆 的 切线 ,分 别 和 BC, CA, AB 的 延 
长 线 交 于 ,0,R. 求 证 ;P,0,R 共 直线 .( 勒 莫 恩 线 } 

9. 设 4D,BE,CF 是 入 4BC 的 高 , 吾 是 重心 , 丰 , 了 在 直线 BC 上 的 点 了 两 侧 ， 
满足 DX : DB = DY : DC. X fE CF, CA LSHEJ M,N; Y fE BE, BA 上 的 射 
影 为 P,@. 求 证 : M.N. P, 四 点 共 直 线 . 

10. 设 P 为 人 48C 的 外 接 圆 上 任意 一 点 , 则 P 在 三 边 BC, CA, AB 所 在 直线 
上 的 射影 D,E,F 共 直 线 .( 西 姆 松 线 ) 

11. 试 证 ; 圆 内 接 六 边 形 三 双 对 边 ( 所 在 直线 ) 的 交点 共 直 线 . (帕斯卡 线 ， 
其 特例 为 帕 普 斯 线 ) 

12, 过 公 4BC 外 接 贺 上 的 一 点 P, 引 与 三 边 BC,CA,AB 分 别 成 同 向 等 角 
(HI PDB = 人 PEC = 人 PFB) 的 直线 PD, PE, PF 与 三 边 的 交点 分 别 为 也 ， 
E, FRIE: D,E, F 共 直 线 ,( 卡 诺 线 ) 

13. 过 公 4BC 的 顶点 4,B,C 引 互相 平行 的 三 条 直线 ,与 A ABC 的 外 接 
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的 交点 分 别 为 机 ,有 下,C .在 A4BC 外 接 贺 上 取 一 点 P, 设 PA, PB',PC' 与 
AABC 的 三 边 BC,C4 ,4B 或 其 延长 线 的 交点 分 别 为 D,E,F, 则 DD,E,F 三 点 共 
R. ( 奥 倍 尔 线 ) 

14.3 P,Q 为 全 4BC 外 接 圆 上 的 异 于 4 ,BC 的 两 点 ,P 点 关于 三 边 BC, 
CA, AB 对 称 点 分 别 为 U,V, W. B QU,QV, QW 和 BC, C4 ,4B 或 其 延长 线 的 交 
点 分 别 为 D,E, FN D,E, FIRR. (清官 定 理 ) 

15, 同 一 平面 上 的 两 个 全 48C ,全 A1B1C1 的 对 应 顶点 的 连 线 A41, BB1, CC) 
交 于 一 点 $. 若 对 应 边 BC HB C 所 在 直线 交 于 P, CA 和 C A, 所 在 直线 交 于 
Q,4B 和 4151 所 在 直线 交 于 尺 , 则 P, Q, RRR. ( 戴 沙 格 定 再, 参见 第 一 篇 第 十 
一 章 中 例 12) 

16.44 P E ABC 的 BC E, ZAPB, Z APC 的 平分 线 分 别 交 4B,4C + Q, 
RRE: Q, R 与 A ABC 的 肉 心 1 共 线 . 

17. 在 四 边 形 ABCD 中 ,BAD = 90°, 对 角 线 4C = BD,4B 与 CD,AD 与 BC 
的 中 垂 线 交 于 Q P.I Q. P.A RR. (参见 第 一 篇 第 一 章 中 例 18) 

18. 设 由 公 4BC 的 项 点 4 引 另 两 顶点 的 内 外 角 平 分 线 的 垂 线 ,证 试 诸 重 足 
共 线 , 且 此 线 平分 三 角形 的 两 边 ， 

19.2 H E SR fi A ABC 的 重 必 ,由 4 向 以 BC 为 直径 的 圆 作 切 线 4P,40 , 切 
点 分 别 为 了 P,Q. 求证 ;P, 瑟 ,0 三 点 共 线 . (参见 第 一 篇 第 八 章 中 例 2) 

20. 圆 $1 SE 5; 外 急于 点 ,直线 1 分 别 与 $1 和 $, 相 急于 点 4 和 8B, 一 条 
与 1 平行 的 直线 与 $; 相 切 于 点 C, 且 与 S 相交 于 两 点 , 则 A, F, C 共 线 ， 

21. 圆 0 内 切 于 人 4BC ,与 边 AB, BC, C4 分 别 相 切 于 点 鳌 ,下 ,也 .直线 40 ， 
C0 分 别 与 EF RTA N, MORIE: A OMN 的 外 心 以 及 0,D 共 直 线 . 

22. 圆 0 的 两 强 48B, CD HXT M,A, C, B, D 的 切线 分 别 交 于 P,0. 则 
P.,M,Q0 三 点 共 直 线 . 

23. 四 边 形 ABCD AREFE, Ft AB 与 DC 的 延长 线 交 于 点 P,4D 与 BC 的 
延长 线 交 于 点 Q ,过 Q 作 该 圆 的 两 条 切线 QE MOF, RAWA E, FRE: P, 
E, F ZA 368. 

24. 证 明 ,三 角形 的 高 线 足 在 来 它 的 两 边 上 的 射影 及 在 另外 两 条 高 线 上 的 
射影 ,此 四 点 共 线 . 

25. WEJ ABCD 的 外 接 圆 上 的 任 一 点 亲 向 它 的 两 边 引 垂 线 MQ TI MP ,向 
和 矩形 另外 两 边 的 延长 线 上 引 垂 线 MR 和 MT. 证 明 : PR 与 07 垂直 ,而 它们 的 交 
点 在 矩形 的 一 条 对 角 线 上 ， 

26. 在 矩形 ABCD 的 边 4B , BC ,CD 和 DA 上 ,分 别 取 点 K, 工 ,可 和 NN, 使 它们 
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都 不 与 顶点 重合 , 若 息 ME L NLI KM LN 的 交点 在 BD E. 

27. Ë A ABC 为 锐角 三 角形 , 若 直线 4C 关 于 直线 4B 和 BC 的 对 称 直线 相交 
于 点 天 , 则 BK 过 全 4BC 的 外 心 0. 

28, 在 锐角 A ABC 的 边 4B 和 4C 上 分 别 取 点 六,N, 分 别 以 BN 和 CR 为 直 
径 各 作 一 圆 ,两 圆 相交 于 点 PREN: P, 0 以 及 A ABC 的 重心 共 线 . 

29. 设 既 有 内 切 贺 又 有 外 接 匮 的 四 边 形 ABCD 的 两 圆 必 分别 为 0;,0, 其 对 
角 线 相交 于 ERE: 01,0,E 三 点 共 线 . (参见 第 一 篇 第 七 章 中 例 23) 

30. 已 知 两 个 半径 不 相等 的 圆 O, 和 圆 0; 相交 于 M.N 两 点 , 且 圆 0\, 圆 0, 
分 别 与 圆 0 内 切 于 5,T 两 点 .求证 : OM | MN 的 充分 必要 条 件 是 S, ,7 三 点 
RR. 


—————— 


如 果 几 何 学 不 是 严密 的 科学 ,那么 儿 何 学 就 不 足 道 了 。 因 而 车 不 1 
重视 证 明 的 严格 性 ,那么 整个 几何 教育 的 价值 就 等 于 零 。 事 实 上 , 欧 几 
里 得 的 严格 性 是 一 致 公认 的 。 


I 
H 
H 
H 
上 一 一 史密斯 (Smith, H. J. S.) 


i 
I 
H 
i 
I 
——— x ?)ƏA 
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第 六 章 。 直线 共 点 问题 的 求解 思路 


某 -一 点 在 一 平面 内 的 若干 条 直线 上 ,或 一 平面 内 若干 条 直线 过 同一 点 称 直 
线 共 点 .三 角形 的 三 中 线 \ 三 高 线 ,三 边 中 垂 线 、 宇 内 角 平分 线 分 别 共 点 于 其 重 
心 , 垂 心 ,外 心 . 内 心 是 众所周知 的 .直线 共 点 问题 是 常见 的 题 型 之 一 ,也 是 平面 
几何 中 的 典型 问题 之 一 .求解 直线 共 点 问题 与 求解 点 共 直 线 问题 一 样 , 也 常 从 
角 、 线 \ 形 ,有 关 结 论 等 几 个 方面 去 考虑 . 


一 . 先 设 其 中 的 二 直线 交 于 某 点 ,再 证 这 个 交点 在 第 三 、 第 
四 … 条 直线 上 


例 1 如 图 2.6.1, 在 正人 4BC 中,D,E,F,M,N,P 分 , 
别 为 BC, C4,4B, FD,FB 及 DC 的 中 点 .证 明 ; AM, EN, FP 
KA 

EÈ WAM 5 EN 相交 于 0, 连 FO, 5I A AMF O 
ZA ENF £ A. FPD, FẸ Z FAM = Z FEN = Z DEP ,W| A, 
了 ,0, 忆 四 点 共 圆 ,从 而 也 BMD = 人 EFO, 所 以 
LDFO = 6P - LEFO = 6° - ZEA0 = LFAM = DFP 
$h 到 也 过 0 点 . 即 AM, EN, FP IA. 

例 2 设 0 是 人 4BC 内 一 点 ,点 0 关于 一 4,AB， 
乙 C 的 内 平分 角 线 的 对 称 点 分 别 为 水 ,至 ,C .证明 ， 
AA' ,BB' ,CC' 相交 于 一 点 . 

思路 设 BH' 与 CC' 相交 于 P. 连 4P,44 ,此 时 
Z ACP = LBCO, LABP = LCBO, 从 而 

Sarac _ AC: PC Saosc 08. BC 


Sao COCB'SApms AB. BP 


B Sarac _ AC: PC. OB 
MEPIS Sans 7 AB BP + CO 


第 六 章 。 直线 共 点 四 题 的 求解 思路 
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I Sasae _ CA RSeo _ OB- AB 

同 理由 5aou ”4 及 ga psc ~ BP.BC 有 
Sacw _ CA- OB 
Sape BP- BC 


Sarwe _ BC: PC 


同 理 Same ~ AB- CO 
Sacw _ CA. PC: OB _ Same 
从 而 SAaw ~ AB. BP: CO ™ Same 


此 表明 点 4,P,4’ 在 同一 直线 上 , 即 PEA 上 , 故 AA, BB' ,CC' 共 点 . 


Z KEER lle, h 共 点 , 先 在 L 上 取 一 特殊 点 ,再 证 
其 余 直 线 都 过 此 点 


例 3 如 图 2,6.3, 设 平 而 上 两 不 相等 的 圆 Ot Ra 
ME 0, 3838 A, BRA, NERIMA USER ZY BS) 
Bl O01 于 Pi,Q1, 切 贺 0, T P2, Qa. Ti Mi, M2 分 别 KU >o 
为 P,Q,. P20 的 中 点 ,分 别 延长 4M1, AO. 3E 0, 人 
于 C, 互 ,分 别 延 长 4M;,40, ZE 0, 于 D, F. $ 
证 :48,EF, CD ZERRA. 

思路 。 由 两 贺 不 等 ,两 外 公 切 线 必 交 于 一 点 
0, 显 然 0,01, 0; 共 线 . 连 OA, 0, P1, W] 

0,42 = 0,PÌ = 0,M, 010 
于 是 人 O14M1 人 0104. 同 理 人 0,4M; 入 0204, 从 而 
< 0 AMI = CL4001 = Z 0;AM, Ç 

XH ZABE = ZABF = W, E.B, FRR. 

再 由 人 CBE = ZQ AMI, ZDBF = ZAM, H O AM 人 CBE = 
DBR, 从 而 C,B ,了 三 点 共 线 . 

所 以 AB, EF, CD 三 线 共 点 于 刀 ， 


三 ,设法 证 两 两 相交 直线 的 交点 重合 


例 4 如 图 2.6.4, 已 知 等 网 0 SIN 0; 交 于 4,8,0 为 48 中 点 ,过 0 引 
0 的 弦 CD 交 圆 0: 于 了 ,过 0 31E O 的 弦 EF 交 贺 0, 于 0. 求证 :4B, CO, 


第 二 篇 _ 懂 得 诸 子 "兵法 "一 一 郊 悉 基本 思路 


EP 三 线 交 于 一 点 . 

思路 ANo 与 圆 O, 是 等 加 ,所 以 AB 
是 其 对 称 轴 , 且 0 为 对 称 中 心 , 则 OP = OD, 
00 = 0F,PF = DQ ,所 以 人 PEF = QCD. 

作 CD 关于 4B 的 对 称 线 C'D' , 则 CD 在 贺 
0, E,B CO = C0,0D' = 0D,Z@0A = 
C04. 连 PD',DD', 则 人 PD'D 是 直角 ,从 而 B264 
PD' // AB. 

Ék CQ AB T M.,EP 2 AB FN, ECN, h C',D',P,E 四 点 共 圆 ,有 


LC'EO = LC'D'P = LC'OA, W 5 0,W, 忆 四 点 共 阅 , 于 是 人 OC'N = 
例 5 如 图 2,6.5, 在 矩形 ABCD 的 外 接 贺 的 统 48B 上 
| 
对 角 线 交 于 同一 点 . M 
EF E, KR BD 与 08 交 于 忆 , 则 由 三 角形 的 相似 性 ,有 图 2.6.5 


OEN, 而 ZOEN = LOCM, 所 以 ZOC'N = 人 OCM, 所 以 A 0C'N 2 
全 0CM, 于 是 ON = 0M, 即 NN 与 MM 重合 ,由 此 即 证 . 
取 一 个 不 同 于 4 , 妃 的 点 1 .点 P,Q,R,S 是 到 分 别 在 直线 R < 
AD, AB, BC 与 CD 上 的 投影 .证 明 : PQ fa RS 与 矩形 的 某 条 A 
Me 
思路 RME = a,QL = b,AQ = c,QB =d, LÄ KY 

MS 的 延长 线 与 贺 的 交点 .直线 RS 与 PO 交 于 7, RS 与 BD 

p - BQ AD _ d(b - a) 

QF = BA T e+d 


_ _ d(b ~a) e(b-a) RE BR _ a(c + d) 
FS = QS- QF = (b-a)- ord =" ord "ES = FS = eb- a) 


2 —J 8 ,EE BL, 则 由 RB Z SL NIRS // BL, 则 和 人 MSR = 人 MLB = Z MAB 
= LQPR 
所 以 了 , SP, 时 四 点 共 圆 ,从 而 RT * RS = RM ` RP. IH PT L TS MIT,R, 
Q, M RHE, TS- RS = QS- MS. 因 此 
RT _ RM: RP _ d(c + d) a(lc+d) 


TS ` QS- MS ` b(b- a) ` ce(b - a) 


其 中 ,全 = € BIS = R EMAER, TEA T 55 E 3F9382 RS 的 
比 相 等 . 
从 而 了 与 重合 .由 此 即 证 . 


直 问题 
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四 .运用 三 角形 的 巧合 点 (内 心 . 外 心 、 和 恒心. 重心 . 旁 心 等 ) 
证 直线 共 点 


例 6 如 图 2,6.6, 圆 0 AHF ABC, A, Bi, C1 
分 别 为 BC, C4,4B 边 上 的 切 点 . AO , BO , CO 分 别 交 贺 
于 A2, Ba, C. RUE: A142, B1 B3, Ci C, 共 点 ， 


EE BHA A B C AAE BC, Cià, AB, 
的 中 点 , 则 入 C1414。= ZAAB, Bl Ad 平分 
< BiA C1. E, B, B3, C C 也 是 AAB G 的 内 角 平 
分 线 , 故 4142, B B,, Ci C, 三 线 共 点 于 AA B, C 的 内 
心 . 

例 7 ”如 图 2.6.7, 凸 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 互相 
EE, Ù 48,4D 的 中 点 天 ,于 分 别 引 对 边 CD, Cp 的 对 
252 线 AP,WT. 证 明 ,KP ,NT,A4C 共 点 . 

思路 取 4C 的 中 点 0D, 由 KM BD,OM // CD, 
OK / CB, 得 KM | AC,MO L PK,OK | MT. FẸ 
AKMO 的 高 在 直线 KP, MT, C4 E, 因而 其 交点 为 
ZA KM0 的 重心. 

例 8 如 图 2.6.8, 设 和 公 ABC 为 锐角 三 角形 ,五 为 
B A 向 边 BC 所 引 高 的 委 足 ,以 AH 为 直径 的 图, 分 别 交 
边 4B,4C 于 六 ,N( 且 与 4 不 同 ) ,过 4 作 直 线 杞 垂直 于 
MN. 类 似 地 作出 直线 La 5 Le. WEH: L, Ep, Le 共 点 . 

思路 ”如 图 2.6.8, 设 交会 ABC 的 外 接 贺 于 E， 
设 和 人 BAH = a, LEAC = B, MNH = y, Z CBE = 6, 
AFAM, H, NARREA, M a = 7, 由 于 8,Y 是 同一 
个 角 LANM 的 余 角 , 风 = Y,a = 8. 

X. à = 8, 则 

Z EBA = 8+ LABH = a + ZABH = 90 
所 以 AE Jë AABE 外 接 圆 的 直径 , 即 r, 过 外 心 0. 
同 理 , Le, Lc 也 过 外 心 0, 故 Li, Lp, Le 三 线 共 点 于 A ABC 的 外 心 0. 
例 9 给 定 任意 人 4BC, 作 这 样 的 直线 与 三 角形 相交 ,使 得 由 点 4 到 直线 


FOE BERET RARER 


的 距离 ,等 于 由 点 B, c 到 直线 的 距离 的 和 .证 明 : 所 有 这 样 的 直线 相交 于 一 点 . 
思路 。 由 题 设 及 宰 形 的 中 位 线性 质 及 三 角形 重心 性 质 , 推 知 所 有 这 样 直 
线 都 经 过 2 ABC 的 重心 , 即 共 点 于 重心 . 


五 .注意 到 特殊 图 形 或 多 边 形 的 中 心 的 性 质 ,证 直线 共 点 于 
图 形 中 的 特殊 点 


例 10 如 图 2.6.9, 四 边 形 ABCD 内 接 于 
0 ,对 角 线 AC 与 BD 相交 于 已, 设 人 4BP, 人 BCD， 
全 CDP 和 和 AD4P 的 外 心 分 别 是 0 02, 03, 04.3K 
证 : OP, 0103, 0204 三 直线 共 点 . 

思路 Ë PO:, 并 两 方 延长 交 圆 0, T 0 , 交 
AD F R, # APRD Ñ 2 PBQ 中 ,PDR = 
Z BDA = Z BCA = LBCP = Z BQP, Z DPR = 
Z QPB. ETV PRD = Z PBQ = 90,8 PO, L AD. R.B] 0 SIN 0, WELRE 
直 于 公共 弦 , 即 00, LAD, i PO, // 004, 同 理 PO, // 00,, BI PO2004 为 平行 
四 边 形 , 则 0,04 交 OP 于 其 中 心 6. 同 理 ,010; 也 交 DP 于 其 中 心 6, 所 以 0P， 
0103,0204 RAT OP 的 中 点 (中 心 ). 

例 11 如 图 2.6.10, 设 Pi, Piz, 依 次 为 正 十 二 
边 形 的 顶点 .求证 :对 角 线 Pi Py, P.P, P Pp RA. 

思路 。 因 十 二 边 形 有 外 接 圆 , 则 ZP P.P, 是 


PP ROAM- NLP: PoP = 36.3. = ⁄ 
4 ,所 以 Po P, 在 正方 形 P ABP; 的 一 条 对 角 线 上 . 辐 Bo Pa 

EB P. P, 也 在 该 正方 形 的 另 一 条 对 角 线 上 . 另 一 方面 
PiPu 是 六 边 形 PiP ABP Pu 的 对 称 轴 , 因此 Pi Ps, 
PsPu, P Pa 交 于 正方 形 P,4BPy 的 中 心 . 
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六 、 运 用 旋转 、 轴 反射 等 变换 的 保 结合 性 证 明 直 线 共 点 


例 12 ”给 定 正方 形 ABCD 和 其 内 部 一 点 0, 从 点 4, 了 B,C,D 分 别 向 直线 
BO , CO , DO , AO 3| AH, BH,, CH3 和 DH4. 证 明 :这 些 硬 线 所 在 的 直线 相交 
于 一 点 .( 图 略 ) 


第 六 章 。 直线 共 点 问题 的 求解 恩 器 
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思路 ”将 正方 形 ABCD 绕 其 中 心 旋 转 90D ,此 时 ,转动 后 的 正方 形 与 原 正方 
JEE, 8 AH, BH,, CH, DH, 分 别 变 为 直线 A0, BO, CO 和 DO. 因 而 AH, 
BH,, CHs, DH, 相交 于 一 点 . 

例 13 RAR 2,6,11, — EZE OABC 的 边 BC, C4, BA 
分 别 于 A 5 42,8 与 B,, C, 与 C2, 如 果 由 点 41, Bi Ci 
分 别 引 BC, CA. AB 的 垂 线 相交 于 一 点 , 则 过 点 Az Ba 
C, 分 别 引 BC, CA, AB 的 垂 线 也 相交 于 一 点 . 

思路 设 过 41,B1, Cl 引 BC, CA, AB WERS h, 
六 ,它们 相交 于 点 P; XH A2, Ba, C2 引 BC, CA, AB 
BERDIA 1b, W h Hh A it, y i. 

记 点 0 3 XIBILU HERAKEER 0 到 1 的 距离 等 于 0 A KE 
BC = 1,2,3), AT 1 5 1 关于 0 成 中 心 对 称 , 而 五 ,2 有 3 相交 于 P.W I, 
L, 也 应 相交 于 PP 关于 0 的 对 称 点 产 . 


七 .运用 位 似 图 形 的 对 应 顶点 的 连 线 必 过 位 似 中 心 证 直线 
共 点 


例 14 ”如 图 2.6.12, 已 知 自信 4BC 顶点 4 作 内 角 
平分 线 CD , BE 的 平行 线 得 交点 DD, ; 自 A 又 作 外 角 平 。 
分 线 BF,CG 的 平行 线 得 交点 F,C. 求证 : DE, FC， 
MN( 48B 与 4C 中 点 连 线 ) 共 点 . ñ 

思路 ” 设 AD 与 BF 交 于 P, 又 BE L BF,AD // 
DE, 则 4D | BF, 即 P 是 4 在 BF 上 的 射影 . 同 理 4 在 
CD, BE, CG 上 的 射影 为 0,R,5, 易 证 这 四 点 位 于 MN 
+. 


图 2.6.11 


由 DP/ ER, DQ // ES, J| A DPQ f fF A ERS. 图 2.6. 垃 
同样 ,全 EPO 位 似 于 公 CRS, 因 而 四 边 形 pp Fo 位 

似 于 四 边 形 ERGS ,从 而 对 应 点 连 线 DE, FG, QR 必 共 点 于 位 似 中 心 ,而 QR 在 

MN 上 ,由 此 即 证 . 
例 15 如 图 2.6.13, 公 414,4; 是 一 个 非 等 腰 三 角形 , 它 的 边 分 别 为 al, 

a2, a3, JEP a; 是 4 的 对 边 (i = 1,2,3), M, Elia; PA. A A A24 的 内 切 贺 贺 

1 切 边 ;于 点 7;, S 是 五 关于 二 本 平分 线 的 对 称 点 .求证 ; M S1, M32, M383 E 


第 二 篇 _ 慌 得 诸 子 "兵法 "一 一 郊 悉 基本 思路 


思路 。 如 图 2.6.13, 设 三 内 角 平 分 线 为 AB, 
Ah2B2,A3B3, 则 S1, S2, Ss 都 在 贺 了 上 ,从 而 


TIT, = x- ZA, Z TsBids = Lha + F LAs 


LTB, = $ - (L4 + L4) 
LTIS} = 2L TIBs = x - (ZA + ZA) 
SsIT, = LT - LTIS; = ZA; + LA3 
同 理 LST, = LAr + LAs MIT P ZS,1Ss, Fr DA IT, L S283. X. ITI 
L A As, S283 // Aada. 
同 理 S.S, /4143, S182 // 4142， 
又 MiM Ms 为 三 边 中 点 ， 则 MM, // AAs, MiM; // dids, M M, // 
Aida, ATE AS, S283 5 AM MaMa 为 位 似 图 形 ,其 对 应 顶点 连 线 SM1, S,M;, 
SM: 必 通 过 它们 的 位 似 中 心 . 


八 . 运 用 塞 瓦 定理 之 逆 定 理 证 直线 共 点 


例 16 ”如 图 2.6.14, 以 A ABC 各 边 为 底 边 向 外 作 c, 4 255 
相似 的 锐角 人 4C18, 公 B41C, 会 CB14( 同 时 ABIC = 
ABC; = A AIBC,L BAIC = Z BAC, = LB14C). 求 
WE: 441, BB., CC, 共 点 . 
思路 W AA, BB, CC 依次 与 BC, CA 和 48 相 交 
于 刀 , 忆 ,下 ,再 设 相 似 的 三 角形 三 内 角 为 a,8,Y( 如 图 
2.6.14), 则 
Bp _ Saam _ AB-AB- sin( B + 8) 
DC © Same ` ÀC: AC sin( G + 7) 


同 理 CE BC : BC ° sin( C + y) AF _ CA ° CA > sin( A + a) 

AE EA = BÀ - BAA sinlA+a)'FB ” CB CIB- sin( B + G) 
' BD CE AF _ AB: BC: GA 

所 以 DC EA ` FB = AC. BA- CB 


AB AB BC BC D BD CE AF 
由 相形 及 = pa = Ba NIDO : SE ` ÉE = L. HERE 


第 六 章 ”直线 共 点 问题 的 求解 恩 中 8 
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WA 441, BB, CC, 共 点 . 
注 : 上 例 中 将 条 件 改 为 作 三 个 有 相间 底 角 的 等 豚 三 角形 , 则 是 其 特例 , 故 可 
类 似 地 证 得 . 


九 . 运 用 斯 坦 纳 定理 之 道 定理 证 直线 共 点 


斯 坦 纳 定理 之 逆 定 理 ”在 全 4BC HHBC, C4,4B{ 或 延长 线 ) 上 各 取 一 点 
D,E,F,# DB? - DC + EC? - EA? + FA? - FB? = 0, 则 过 万 , 忆 , 正 所 作 边 BC， 
CA, AB 的 季 线 相交 于 一 点 ， 

例 17 ”圆心 不 共 线 的 三 个 圆 两 两 相交 ,所 得 三 条 公共 纺 所 在 直线 交 于 一 
点 , 试 证 之 ， 

思路 RE O, l 0:, 0, 两 两 相交 于 4, B,C， 
8, 五 ,6,Q, 如 图 2.6.15, 三 圆 半径 为 ri,72,73, 则 01B 
=00=n,0B = 0;G = ry, 030 = 036 = rs. X. AB 
| 0,0,,CQ L 0103,GH | 0203, ñ: AB, CQ, GH 为 
A000: BJ=3# EB93829 EENIA F, E,D, Ae 

Ò, B? - OF = BF? = 0,B? - 0, F° 
即 OP- 0F <s 08 -082.- i-i © 
同 理 OD - 0D = h- h 
OGE - O E = -r 
EAOROROL EE d 


十 .运用 根 心 定理 证 直线 共 点 


根 心 定 理 即 例 17. 

例 18 E16. 

思路 ” 设 0 为 441 与 BB RA, H ZA CA = BCB RAC: BC = 
AC : BiC, H GA CAV AB CB, FÈ Z0BC = ZDA, C,Ëk B, 0, C, A PA 
共 圆 ,同时 ,还 有 点 4,0,C, Bi 共 圆 , 即 点 0 是 人 418C 和 人 AB1C 的 外 接 圆 交 
点 , 且 CO 是 这 两 个 外 接 圆 的 公共 或 .又 

LAOB = 180 - ZAQB, = 180 - LACB! = 180 ~ LACIB 

所 以 A,0,8B,Ci 共 圆 , 故 0 是 根 心 . 连 0C, 


第 二 篇 _ 坝 得 诸 子 “兵法 "一 ~ 熟悉 基本 思路 


Z C0A + LA10B + LBOC = LCOh + LBCA + CA0 = 180 
BB C, O, Ci JER, Ak 441, BB, CC 相交 于 同一 点 ， 


士 一 .适用 解 本 法 证 直线 共 点 


例 19 见 例 17. 
SR RAOG = 1,2,3) 的 方程 为 
x y Da + Ey + F. = 0 
把 它们 两 两 相 减 得 公共 纺 1 的 方程 
(D; - Di)z + (E, - B.aa)y + Fi- Fin = 0 
其 中 ,i = 1,2,3, 且 D4 = Di, Bs = Ei, P, = 而 ,其 系数 行列 式 的 值 为 零 即 证 . 


十 二 ,运用 反 证 法 等 其 他 方法 证 直线 共 点 


例 20 ”如 图 1.2.7, 参 见 第 一 篇 第 二 章 中 例 7. 
练习 题 2.6 


1. 设 在 线段 AB 上 有 一 点 性, 并 在 AB 的 同一 侧 以 4M ,MB 为 一 边 分 别 作 正 257 
方形 AMCD 和 MBEF ,这 两 个 正方 形 的 外 接 圆 除 点 M 外 还 交 于 点 W. 求 证 :MN， 
AF, BC 共 点 .( 人 参见 本 篇 第 五 章 中 例 1) 

2.124 S ABC 的 内 心 ,X, 了 分 别 为 内 切 圆 与 48,BC KHA, D, E 分别 为 
BC, CA 的 中 点 .证 明 ;47,XY, ED 共 点 . 

3. P J ABCD 内 任意 一 点 ,过 P 作 EF // AB, GH // BC, EF % AD , BCF 
E,F,GH ZAB, DCFG, H, E AC, GF, EH 都 不 平行 , 则 AC, GF, EH 共 点 . 

4. 设 P EER A ABC 内 任 一 点 ,从 P PIB AC 和 BC FER, EEND 
Pi, Pa, JE AP, BP, B kr C fE AP 和 到 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 Qi, 0 EN: ER 
Qı Pr, QP, 和 4B 共 点 . 

5, 两 个 圆 的 圆心 分 别 是 O, 和 0,, 它 们 相交 于 点 MAAN, 0.M ZEO, F 
A ZB 0, 于 A2, 0,M ZE O, 于 Bi ,交加 0, 于 B, WEH: A Bi, A2B1, MN 相 
交 于 同一 点 ， 

6. 已 知 441,8B1, CC 是 锐角 A ABC 的 三 条 高 ,过 4 作 41 L B101, 过 8 作 
LGA Ñ C#1 AB WEA: h, h, h EA. 
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7. 给 定 凸 四 边 形 ABCD ,将 以 A4BC, 和 ABCD, 和 ADB4 和 会 CD4 的 重心 作为 
顶点 的 四 边 形 记 作 KLMN. 证 明 : ABCD 的 两 组 对 边 中 点 连 线 交点 同 KLMN 的 两 
组 对 边 中 点 连 线 交 点 重合 . 

8. 共 点 4 的 正方 形 4BCD 与 4B; O) D, 同 向 ,有 与 B 不 重合 ,证 明 : BB, CC, 
DD RA. 

9. OABC 的 内 切 圆 圆 0( 或 三 个 旁 切 圆 ) 在 BC, CA, AB 上 的 切 点 分 别 为 
D,E, F,H} 4D,BE, CF 交 于 一 点 (此 点 称 为 葛 干 泊 点 ). 

10. 设 P 为 人 4BC 内 一 点 ,4P,BP, CP 分 别 与 边 BC,C4,48B 交 于 D,E,F， 
Ù D,E, F 的 圆 与 三 边 又 交 于 DD1, E, Fi. W 4AD1, BE1, CF, 交 于 一 点 . 

11. B A1, Bi, Ci 分 别 为 和 4BC EW BC, CA, AB HPR, P X AAB C A 
— RAP, BiP, CiP 分 别 交 B1C1, C141,41B1 F L, M,N, W AL, BM, CN 3: 
点 . 


12, 在 任意 A ABC 的 三 边 BC, CA, AB 上 各 有 点 杂 ,W,L, 设 0 是 人 4BC 内 
任意 一 点 ,直线 AQ, BO, C0 DIIRE NL, LM, MN F M,N, h REZA 
线 MM1,NN1, Li 共 点 的 充 要 条 件 是 三 直线 AM, BN, CLR, SA Q 的 位 置 
无 关 ， 

13, 九条 直线 中 的 每 一 条 直线 把 正方 形 分 成 面积 比 为 2 : 3 的 两 个 四 边 形 ， 
证 明 : 这 九条 直线 中 至 少 有 三 条 经 过 同一 点 . 

14. 卫 为 4C 的 中 点 ,在 46 同 侧 作 全 等 的 四 边 形 4BCD 与 DEFG, 使 它们 都 有 
ADE. 圆心 分 别 为 0 与 1 证明;40,CE, GRA. 

15. 设 4,8,C,D 是 一 条 直线 上 依次 排列 的 四 个 不 同 点 ,分 别 以 AC, BD 为 
直径 的 加 相交 于 X,Y, 直线 X XB FZ, Ë P HERA ES Z 的 一 点 ; 直 
线 CP 与 以 4C 为 直径 的 圆 相交 于 C E. M ,直线 BP 与 以 BD 为 直径 的 圆 相交 于 
8B 及 NN. 试 证 : AM, DN, YY 三 直线 共 点 . 

16. 说 已 是 入 4BC 内 一 点 ,人 4PB - ZACB = ZAPC - ZABC, XR D,E 
分 别 是 人 4PB 和 AAPC 的 内 心 .证 明 ,4P, BD, CE 交 于 一 点 ， 

17. 有 个 圆 ,它们 的 图 心 为 OGG = 1,2,…,n). 这 个 圆 同 时 与 一 个 大 半 
内 切 , 切 点 为 Ci, 求 证 :n 条 直线 Cp, 相交 于 一 点 . 

18. 圆 4 与 圆 B 相等 且 相 交 , 作 两 个 外 切 的 贺 c 与 圆 卫 ,使 它们 既 同时 与 圆 
A 内 切 , 义 同时 与 贺 8 外 切 , 设 圆 CAAD HAARA L, BARG RERE 
C, 圆 D 有 无 数组 .证 明 ; 无 数 条 内 公 切 线 相交 于 一 点 、 

19. 已 知 圆 0 与 直线 ! 相 离 , 在 1 上 有 nn 个 点 Pi(i = 1,2,…,n), 从 P. EBI 
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0 的 两 切线 , 切 点 为 4 B;, 斌 证:n RER AB 相交 于 一 点 ， 

20, AB 为 圆 0 的 直径 ,过 OB 上 定点 D 作 CD | AB ZAO FCA 0E 
任意 一 组 点 M. NG = 1,2,…,n) 满足 Z CDM, = 全 CDNi 试 证 :n 条 直线 
MN: 共 点 - 

21. 梯形 ABCD 的 两 底 DC : AB = 1 : 3, 延 长 两 腰 AD ,BC HRF P {E "条 
RBE ANC = 1,2,…，n) ,使 得 P 为 和 二 的 中 点 , 取 AX 的 中 点 Wi, BY, 的 中 点 
N: WIE: n RER MN, 共 点 . 

22. =+`Bl Si, S, 和 S3 分 别 外 切 圆 S 于 41, Bi, Cl. 这 三 个 圆 中 的 每 个 图 又 
分 别 与 A4BC 的 两 边 相 切 , 证 明 ; 441, BBt, CC, 相交 于 一 点 . 

23. BA P E AABC 内 任 一 点 ,4 ,2,43 分 别 是 4P,BP,CP 的 等 角 线 .( 即 
车 设 AX AM Z XAC = 人 P48, 余 类 辐 ) RIE: h, h, h 三 线 共 点 . 

24.2 G J: A ABC 的 重心 ,人 M,N 分别 是 68, GC 的 中 点 ,延长 AC 至 ,使 
CE = ACER AB Æ P Ë BF = TAB 3RIE: AG, ME, NF 三 线 共 点 . 

25. Æ AABC 中 ,直径 为 BC 的 圆 交 4B,AC 于 EE, 下 ,求证 : 自 这 两 点 所 引 该 
圆 的 切线 与 BC 边 的 高 线 共 点 . 

26. 设 和 4BC 内 一 点 P 在 三 边 BC, CA, AB 上 的 射影 为 X,Y,Z, 则 自 YZ， 
ZX,XY 的 中 点 向 BC, CA, AB 所 作 的 垂 线 共 点 ， 

27. 过 公 ABC 的 两 顶点 B,C 的 加 分 别 与 48,4C 相 交 于 C',B' . 设 韭 与 线 分 259 
别 为 人 4BC 和 人 4B'C' 的 重心 .求证 : BB', CC', HH 三 线 共 点 . 
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第 七 章 。 点 共 圆 问题 的 求解 思路 


同 在 一 个 圆周 上 的 点 叫做 共 圆 点 ,或 者 说 这 些 点 共 圆 .点 共 贺 问 题 出 现 的 
形式 一 般 有 两 种 :其 一 基 以 点 共 圆 作为 证 题目 的 ;其 二 是 以 点 共立 作为 解 题 手 
笑 , 即 作出 辅助 加 来 承担 汇聚 条 件 .揭露 隐 含 .转化 所 证 结论 的 作用 .求解 点 共 
圆 问题 中 最 基本 的 问题 如 证 明 诸 点 共 圆 ,证明 四 点 或 四 点 以 上 的 点 共 圆 常 可 从 
如 下 几 方 面 去 考虑 ， 


一 ` 注 意 到 圆 的 定义 : 若 n(n > 4) 个 点 与 某 定 点 的 距离 者 
相等 , 则 这 个 点 共 图 


例 1 如 图 2.7.1, 设 圆 O, 和 圆 0, 相交 于 

A MFP, E O, 的 弦 MA 和 国 0, 相 切 于 点 MM， 

BI 0, 的 弦 MB 与 圆 01 相 切 于 点 M, EER MP 

上 截取 PH = _ MP. 证明: 四 边 形 MAHB 可 以 有 

外 接 图， 
ER HOR OMHE MA, MB pE 

线 , 且 交 于 0 ,我 们 可 证 OP LMP, 
事实 上 , 连 0M, 0M, W M0, 00, 为 平行 图 2.7.1 

四 边 形 , 连 0102, 则 010, 垂直 平分 MP, XIE MO j 010, 交 于 C, 则 MC = 

C0, 从 而 MC = PC = CO,ñk OP ) MP. 

此 时 ,40 = MO = HO = 80, 故 四 边 形 MAHB 可 以 有 外 接 圆 . 

二 ,注意 到 若 线 段 AC 与 BD 相交 且 人 4CB = ZADB,WJ A, 
B,C,D 共 贺 ;线段 的 同 侧 张 角 相等 时 ,其 张 角 顶 点 与 线 
段 端点 共 圆 
例 2 如 图 2.7.2 所 示 , 在 公 4BC 中 ,48 = 4C, 任 意 延 长 CA 到 已 ,再 延长 

4B 到 0, 使 4P = BQ. 求 证 :全 4BC 的 外 心 0 与 4,P,0 四 点 共 圆 . 
思路 1 连 04,0C,0P,08,00, 在 全 0CP $I A 040 中 ,0C = 04, X. 
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CA = AB,AP = BQ, 所 以 CP = AQ.X O E AABC 
的 外 心 ,所 以 Z OCP = 人 04C. 

又 由 于 等 腰 三 角形 的 外 心 必 在 顶 角 的 平分 线 上 ， 
则 过 04C = 人 040, 从 而 Z0CP = 人 040, 因 此 
AOCP 2 A 040,TE ZCP0 = L400, 故 0,4,P， 
ORE. 

思路 2 E AQAP Q A0B0, H ZAPO = 
ZAQO, Ñ 0,A,P,Q 四 点 共 圆 . 

例 3 如 图 2.7.3 所 示 , 已 知 4,B,C 三 点 共 线 于 1， 
0 点 在 直线 1 外 .01,0,,0s 分 别 为 人 04B8, 人 0BC， 
A O0CA 的 外 心 ,求证 : 0,01,02,03 MARI. 

思路 作出 各 辅助 线 , 易 证 010, 垂直 平分 08， 
010s 垂直 平分 04, 观察 人 0BC 及 其 外 接 贺 ， 有 


Z 00,0, = 42008 = Z 0CB. 由 A 0CA 及 其 外 接 图 2.7.3 


圆 ,有 人 00301 = +Z004 = Z0CA. 8 Z00,0, = L00301, 知 0,01 
02, 0, $A. 


三 .注意 到 着 西 四 边 形 中 有 一 组 对 角 互 补 , 则 它 的 四 个 顶点 25 
共 贺 


对 于 例 3, 我 们 也 有 这 样 的 思路 : 连 401, 由 题 设 知 ~4010 = Z0,0,0, 
从 而 


L480 = 1 ZA0,0 = 二 (360 - 240,0, - L0003) = 18 - Z00,05. 


注 : 若 ZAB0 为 钝 角 时 ,一 4010 大 于 平角 . 4 
FI 人 0BC = 18P - 人 00203, Ñ ZABO + 
LOBE = 18, Z 00.0, + Z00,0, = 19,820, ,| < 
01, 02, Os 四 点 共 圆 ， 
例 4 如 图 2.7.4, 在 直角 A ABC 的 直角 边 4C 和 
CB 上 分 别 取 点 DD,E. 证 明 ;由 顶点 CARIDE, EA, C È 5 
AB 和 BD 3ER, I| 58 3 R tN. 
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思路 ” 垂 足 如 图 所 示 ,显然 CK 和 CP 在 CM 与 C7 之 间 ,PMKT 是 凸 四 边 
形 , 设 人 DBC = a, Z EAC = 8, 则 一 DCT = a, 人 MCE = B. C ,T, K, BA 
# ZTKC = 人 TBC = a. 同 理 人 CKM = Z CAM = B,ZDPT = ZDCT = a, 
<EPM = LECM = B,J 

ZTKM + ZTPM = (a + B) + (180 - a - B) = 180 
故 P,M,K, THE. 


四 .注意 到 若 凸 四 边 形 的 一 个 外 角 等 于 它 的 内 对 角 , 则 四 边 
JERA 


例 5 如 图 2.7.5, 在 RtA48C 中 ,AC = 90, GH ç 
LAB, H HER, A 0, ME 0, 分 别 是 A AH 和 
2 BHC 的 内 切 圆 , 两 圆 的 另外 一 条 外 公 切 线 分 别 交 
AC, BC 于 P,Q. 求 证 :P,4,B8,0 四 点 共 圆 . 

OH AC yi 

思路 HRAAHCA RA CHB 有 5 y = BC' 则 图 2.7.5 
RtA 0, H0, V RtAACB, 从 而 人 O103H = ZB. 

Ë PQ % CH TE, M] Z 01E0, = 9 = 人 人 01802, 则 01, H, 0n, E MAJ 
:所 以 ZOEP = 人 LOEH = Z0.0;H = LB = ZACH, Wi O18 // AC, 
所 以 LCPQ = ZO (EP = 人 B, 故 P,A,B, Q BARE. 


五 .注意 到 相交 弦 定 理 . 制 线 定理 .切割 线 定理 的 逆 定 理 的 
运用 


例 6 如 图 2.7.6 所 示 , 若 给 出 平面 上 一 个 锐角 
合 4BC, 以 AB 为 直径 的 圆 与 48 边 的 高 线 CC' 及 其 
延长 线 交 于 M,N ,以 AC 为 直径 的 圆 与 4C 边 上 的 高 
线 及 其 延长 线 交 于 P,0. 求 证 :于 ,RN,P,O 四 点 共 y 


思路 ” 设 MN 和 PQ 相交 于 D, 则 由 相交 弦 定 理 
得 DP. DQ = DC - DC' ,DM > DN = DB > DB',( 其 
中 C ,8 DIAREE) H CCB = Z CBB' = 90, 


BA REET AA MERER 


所 以 C,B',C',B 四 点 共 圆 ,于 是 有 DC. DC = DB- pB', 从 而 有 DP: DO = 
DM - DN ,由 相交 弦 定 理 的 逆 定 理 知 P, Q, M, N 共 圆 . 
注 : 此 例 也 可 考虑 运用 圆 的 定义 的 思路 ,注意 到 
AM? = AB - AC' = AB + AC : cos Z BAC = AC > AB' = AP? 
BE AM = AN,AP = AQ 即 证 . 
例 7 如 图 2.7.7, 在 圆 内 接合 48C 中 ,48 = 
AC ,经 过 4 任 作 二 弦 AE,40, 且 AE 交 BC( 或 延长 线 
或 反 向 延长 线 ) 于 D, AQ 交 CB 的 延长 线 (或 反 向 延 
KRR CB) 于 P. 求 证 ;P,Q,D,E 四 点 共立. 
思路 连 BE, 则 人 ABD = ZACB = 人 4EB, 从 
而 公 4BD co 全 4EB. 所 以 
AD + AE = AB? 
又 连 BQ, Mi Z PQB = Z BEA = ABD, Ant 
补 角 相等 , 即 AQB = 4BP, 于 是 人 408 A A4BP, 所 以 
AQ : AP = AB? © 
Hh O,OH AD - AE = AQ- 4P( 此 为 圆 内 接 等 腰 三 角形 的 一 个 有 趣 结 论 )， 
故 P, 8,D,B 共 图 (根据 审 线 定理 的 逆 定 理 ). 


六 ,注意 到 托 勒 密 定 理 的 逆 定 理 的 运用 


托 勒 密 定理 的 逆 定 理 。 四 边 形 ABCD 中 ,车 AB CD + AD- BC = AC ` 
BD, 则 A,B,C,D MARA. 

例 8 已 知 公 4BC 为 等 边 三 角形 ,P 为 形 外 一 点 , 且 PA = PB + PC, 求 证; 
A,B,P,C 38). (参见 第 一 篇 第 一 章 例 17 中 引 理 ) 

思路 ”由 PA 最 长 可 知 ,P 和 4 在 BC 的 两 侧 , 由 PA = PB + PC,4B = 
BC = AC 可 得 PA - BC = AC，PB + AB - PC, 故 P,4A,B,C ORRA. 


七 .注意 到 矩形 .等 腰 梯 形 四 顶点 是 共 圆 的 
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例 9 在 圆 内 接 中 边 形 ABCD fF, A ABC, ABCD, ACDA, S ABD 的 内 
DHIA A, h, B, I, 3RBE: I.T, 5, 4 MARE. 
思路 WA2.7.8,# hh, hh, bla Il, Ah, Al, BI , BI, MI 


tE ARANAN RB B 
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LANB = 9 + T ZACB, LAB = 9 + FLADE Ke 


X LACB = LADB, FẸ ZARB = LALB,# B, h, A 
L, A WAHRE. ZEN, 


HEB, Chn MARETE ZL = CHMB+ K / 
ZhCB = 3 (ZA + ZC) = 90, MAE hhh 3A 


形 , 故 I, Iz, 13, l URIA. 
注 :只 证 bhh 为 矩形 即 为 首届 国家 数学 奥林匹克 集训 选拔 赛 试 题 . 


八 . 利 用 与 有 外 接 圆 的 多 边 形 相似 的 多 边 形 的 顶点 共 圆 


例 10 MARAE ABCD 中 ,对 于 全 48C, 全 BCD, 公 4CD, 公 ABD 的 重 
心 , 垂 心 分 别 记 为 G, Hl = 1,2,3,4). RIE: (1) G, Cz, Cs, G, 四 点 共 圆 ; 
(2) H1, H,, Hy, H, 四 点 共 圆 . 

思路 (1) 如 图 2.7.9, 设 E 为 BC 之 中 点 , 连 AE, DE, 
W Gi fE AE 上 ,Gs 在 DE 上 ,于 是 在 人 AED H, G| G, £ p 


图 2.7.8 


T AD. DE G.G, £ TAB, G.G, £ LBC, GG £ iep, 
又 四 边 形 Ci G, G; G, 与 四 边 形 DABC 的 对 应 角 相 等 , 故 四 4 
边 形 Ci G, 6364 四边形 DABC, 从 而 Gi, G,, G3, G, 四 点 
+A. 
(2) 如 图 2.7.10, 过 C 作 圆 0 的 直径 CE, 连 BB， H C 
ED,bk OOM L CD FM. hF BH, | CD, ED L 
CD, BH, // ED. 
同 理 DH, // EB. 
Ë EB8 配 D 是 平行 四 边 形 , 于 是 BH, ED. 又 
OM 是 A CDE 的 中 位 线 , 则 ED Z20M Z BH,. H 
同 理 AH, = 20M. $ ABH, H; 是 平行 四 边 形 , 于 图 2.7.10 
是 48 = H,Hs. 
同 理 BC ZY FH, CD HH, AD YH. 
又 注意 到 一 BCD 与 Hhh 其 两 双边 分 别 平行 , 且 平 行 的 射线 方向 相 
同 ,从 而 这 两 个 角 相 等 . 同 理 可 证 其 他 三 双 对 应 角 相 等 . 故 四 边 形 H, RHH 2 
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四 边 形 DABC. 从 而 H, Ha, Ha, Ha 四 点 共 图 . 


九 . 欲 证 多 点 (多 于 四 点 ) 共 圆 , 先 证 四 点 (或 四 点 以 上 ) 共 
圆 ,再 证 其 余 的 点 也 在 这 个 加 上 


例 11 如 图 2.7.11, 若 作 分 别 平行 于 三 角形 三 
边 的 三 条 直线 , 每 条 直线 到 与 其 平行 的 边 的 距离 等 
于 这 条 边 的 边 长 ,而 且 对 三 角形 的 每 一 边 来 说 ,与 它 
平行 的 直线 和 这 条 边 所 对 的 顶点 位 于 该 边 的 两 侧 ， 
试 证 :三 角形 三 边 的 延长 线 与 三 条 所 作 直线 的 交点 
落 在 同一 个 圆周 上 . 

MR B A ABC 是 所 给 的 三 角形 ,41, 4,, Bi， 
Ba, C), C; 是 三 角形 的 各 边 的 延长 线 与 所 作 直 线 的 
交点 ,如 图 2.7.11 所 示 , 记 BC = a,C4 = b,AB = c. 

PRE AAAA, ABB, B3, ACC C, IA AABC 相似 , 自 4142 = B.B, = 
CC PRL, E AAAA, PER AK MAL, AK = b, AL = e. 


ea bpm b Ae = 
Hz, = sin Z AAA; = AL f AA: = = q X ZBAC = 人 41442, 故 


e 
AAAA 人 48C, 且 相似 比 为 sin Z BAC. FFV 4142 = =2R(R} 265 
A ABC 的 外 接 圆 半径 ). 
EH, ABB B, AABC Y ACCC H BiB = CC = 2R, 于 是 四 边 形 
AAC. C; 是 等 腰 梯 形 , 则 它 可 以 有 一 个 外 接 圆 , 即 41,42, C1, C, RA. 
B LAAC = LAB C1, LA CC = 人 42B2Cz 得 点 Bl 和 Bs 都 在 梯形 
4142C1C2 的 外 接 回 上 .因此 ,所 有 的 点 Ar. A2, Bis Ba, Cis C, 都 在 同一 个 圆 上 . 


十 . 欲 证 允 点 共 圆 , 先 分 别 证 几 组 点 共 圆 ,再 证 这 儿 个 加 重 
合 (至 少 有 三 点 共 圆 ) 
倒 12 如 图 2.7.12, 在 正方 形 ABCD 的 4B ,4D 边 上 分 别 取 点 天 , N ,使 得 


AK - AN = 2BK > DN, RE CK, CN 分别 交 对 角 线 BD FL, M. WEA:K, L, M,N 
MATARA. 


BE JAE A,K, LM 3M, i6, NE BKC + 人 DNC = x. WEN 


a 
sin Z BAC 
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JÉ ABCD 的 边 长 为 1, 并 设 a = BK = cot ZBKC,b = DN = B 


cot Z DNC ,由 题 设 得 (1 - a)(1- b) = 205, mat =-1. peg 
所 以 | > 

rn CEC t an LONC 
san LC + CD = EA BE EAI = | 


cot LBKC + cot LDNG _ P 
cot 人 BRC cot < DNC - | 7 图 2.7.12 
a+b 
中-T=-1 


而 Z BRC, Z DNC 1938848 $ Z BKC + 人 DNC = Ža, 


又 LBIK =x- ZKBC - BKL = $n- Z BKL = LDNC 


及 BC // ND, 则 (人 DNC = Z BCM ,再 由 图 形 的 对 称 性 ,知人 BCM = Z BAM, $ 
Z KUM + Z KAM = x, 即 A, K, L, M WARN. 
同 理 ,4,N,W, DARN. 
AFAL MRA, KANES, K, L, M,N, A 五 点 共 贺 . 


十 一 .运用 同一 法 等 其 他 方法 证 四 点 共 贺 


AB 如 图 2.7.13, 由 点 发 出 的 三 条 射线 为 Ph , PB, 
PC. LAPB = a, Z CPB = B, ZAPG = a + 8 < 18.38 
PB» sin(a + B) = PC > sin a + PA ° sin B.B] P.A, B, C 4 4 
ARE. 

思路 ”过 P,4,C 三 点 作 圆 , 交 射 线 PB 于 部, 则 由 三 
RAR 

PB' + sin(a + B) = PC- sin a + PA + sin 8 图 2.7.13 

又 由 已 知 PB > sin(a + B) = PC > sin a + PA > sin B, NUS B' 与 8 重合. 

从 而 P,4,8,C 四 点 共 贺 . 


练习 题 2.7 


1 考虑 在 同一 平面 上 具有 相同 圆心 ,半径 分 别 为 尺 与 r(R > r) 的 两 个 
设 P 是 小 圆周 上 的 一 个 固定 的 点 , B 是 大 圆周 上 一 个 变动 的 点 ,直线 BP 与 大 
圆周 相交 于 另外 一 点 C, 通 过 点 P 且 与 BP 垂直 的 直线 ! 与 小 圆 相交 于 另 一 点 
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A( 车 /与 小 圆 相 切 于 已, 则 4 = P). KE: SEL AB 的 中 点 在 一 个 圆 上 、. 

2. 过 等 采 A ABC 底 边 BC 上 一 点 P 引 PM // CARAB FM,5\ PN // BA £ 
AC 于 NN, 作 PP 关于 MN 的 对 称 点 P ,求证 : P 在 A ABC 的 外 接 贺 上 ， 

3. 在 轩 周 上 给 定 了 四 个 点 A.B, C. D. 过 每 两 个 相信 点 都 作 一 个 贺 周 ,将 
每 两 个 相 邻 圆周 的 第 二 个 交点 分 别 记 作 A, Bi, Cu, Di( 其 中 有 些 点 可 能 与 前 
面 的 点 重合 ). 证 明 ;41, B, Ci, D, 四 点 共 圆 , 

4. 已 知 圆 0 及 同一 平面 上 的 点 P, 每 条 过 P 且 与 圆 0 相交 的 直线 确定 一 条 
六 0 的 藤 . 证 明 : 这 些 弦 的 中 点 在 一 个 辆 上 . 

5. 已 知 A ABC 内 接 于 圆 0 ,点 0 为 圆心 ,直线 ! 垂直 于 直线 40 且 与 直线 
4B ,4C 分 别 交 于 点 DD,E. 求 证 :8,C,D,E 四 点 共 

6. 给 定 人 4BC ,过 顶点 4,8 的 圆 分 别 交 边 4C, CB FAP JI Q EH AB E 
BA RAS. GE OR // CA, PS // CBWI: P,Q, R, S 3A. 

?7. 给 定 以 O 为 圆心 , AB 为 直径 的 半圆 周 , 在 其 上 取 点 KAM EE LR 
点 C, 使 得 CKC4 = MCR EA:K,C,0,M MARA. 

8. 筝 形 ABCD 中 ,46 = AC,CD = D4 ,其 内 切 辜 分 别 切 边 AB, BC, AD 于 
,M,NN, 对 角 线 AC 32 MN F P.GRIE:A, K, P, N URRE. 


9. 设 A ABC 的 外 接 圆 0 LHET FAX R, RIB FAX S, RE AR 
与 BC 边 相 交 于 也, 点 ,分 别 为 AADC, AABD 的 外 心 , 斌 证 :4,E,0,F,$ 267 
EARE. 

10. 设 1 为 人 4BC 的 内 心 , 且 A ,B', C AE AIBC, A ICA, A IAB Hih 
d RUE; SABC 与 人 4'B'C' 有 相同 的 外 心 . 

11. 在 公 4BC 中 ,人 C 为 钝 角 , 点 和 五 位 于 边 48 上 ,点 天 和 用 分 别 位 于 
边 4C 和 BC 上 ,已 知 AH = 4C, EB = BC,AE = AK,BH = BM. 证 明 ;EB,H,K， 
MWAHA. 

12. 设 已, 于 分 别 在 正方 形 4BCD 的 边 DC, BC 上 , PM 与 以 4 REG, AB 为 
FRR. RE PA 与 M4 分 别 交 对 角 线 BD + Q ,和 .证 明 :五 边 形 PONMC 
KETA. 

13. 贺 O 的 内 接 四 边 形 48CD 的 对 角 线 4C , BD 垂直 相交 于 P, 过 P 及 48B 中 
A M HERZXCD TM ,相应 地 有 N,N ,G,C,H, E REM, M,N, N C, 
C,H, E AARE. 

14. 圆 0 内 切 于 四 边 形 48CD ,与 不 平行 的 两 边 5C ,4D 分别 切 于 点 E,F, 设 
直线 40 与 线段 EF 相交 于 点 ,直线 DO 与 线段 EF 相交 于 点 NN, 直线 BK 与 直 
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线 CN 相交 于 点 1 ,证 明 :0,K,N 和 四 点 共 辆 . 

15. 过 图 O 外 的 点 S 作 该 圆 的 两 条 切线 , 切 点 分 别 为 4,B. 再 过 s 引 制 线 
《但 不 过 0 点) ZA O FM ,N 两 点 , AB 与 50 4832F/JA K WERA: M.N. K, 0 W 
ARE. 

16, AB 为 定 圆 O 中 的 定 弦 , 作 圆 0 的 GDC = 1,2,…,n), CGD: 都 被 弦 
AB 平分 于 MM;, 过 C,, Di 分 别 作 圆 0 的 切线 ,两 切线 交 于 Pi;. 则 PG = 1,2,…， 
n) 在 同一 圆周 上 . 

17. 凸 四 边 形 48CD 的 对 角 线 4C 与 BD 互相 愤 直 并 相交 于 E, 从 点 书 分 别 作 
边 A4B,BC, CD , DA WER, EERI P,Q, R, SRE: P, Q> R, SULAAN, 
ERRIRIK P,Q, R , S , 则 这 八 个 点 共 

18. LOWE ABCD 中 ,AC L BD, WEE EX FAB, BC, CD , DA 的 对 称 点 
P,Q,R,5. 求 证 ;P,Q,R,5 四 点 共 | 

19. 五 边 形 FCHIJ 的 边 延 长 后 得 五 角 星 ACEBD， 每 个 * 角 "(三 角形 ) 的 外 接 
贺 相 交 , 除 F, G, H, 1, J 外 又 有 五 个 交点 产 ,G' ,下 ,了 ,了 .证 明 :这 二 点 共 圆 . 

20.0 为 人 4BC 内 一 点 ,B80,C0 分 别 交 AC,4B 于 D,E. 车 BE. BA + 
CD - CA = BC?. 求 证 :4,D,0, 四 点 共 | 

21. 全 4BC 的 内 切 圆 分 别 切 三 边 BC , CA, ,AB 于 点 D， E, F. Ñ X E A ABC fl) 
一 个 内 点 ,全 XBC 的 内 切 图 也 在 点 D 与 BC 边 相 切 ,并 与 cx, xp 分 别 切 于 了 ,2 
证 明 :E,F,Z,Y WRA. 

22. 给 定 锐角 人 48C ,在 BC HERA A, Al A 位 于 41 与 C 之 间 ), 在 4C 
边 上 取 点 Bi B,( B, 位 于 Bi 与 4 之 间 ), 在 48B 边 上 取 点 C1, Cx(Ca 位 Ci 5 B 
Z), 使 得 ZAA: = ZAMA = ZBB,B, = ZBB,B, = CCG, = 
<CC,Ci. EŻ 441, BB1, CC 可 构成 一 个 三 角形 ,直线 AA, BB,, CC, 可 构成 另 
一 个 三 角形 .求证 :这 两 个 三 角形 的 六 个 顶点 共 圆 . 
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第 八 章 ” 圆 共 点 问题 的 求解 思路 


一 个 点 局 时 在 一 平面 中 的 若干 圆周 上 或 一 平面 中 的 若干 圆周 同时 过 某 一 
点 叫做 多 圆 共 点 (简称 贺 共 点 ). 多 圆 共 点 以 四 点 共 圆 为 基础 ,又 是 四 点 共 贺 的 
深入 ,求解 圆 共 点 问题 常 从 如 下 两 个 方面 去 考虑 ， 


一 ,证 诸 圆 均 过 图 形 中 的 某 一 个 特殊 点 


例 1 如 图 2.8.1, 过 较 内 接 四 边 ABCD 的 一 项 点 和 邻 ” 
楼 一 边 中 点 作 涪 .证 明 这 四 国共 点 ， — 
BR ABCD 的 外 接 圆 圆心 为 0. M,N 分 别 为 48， 
AD 的 中 点 . 连 OM,ON, M| OM | AB,ON L AD, B (ë 
Z NAM +Z MON = 180, 即 0 #EPEA, M,N =Z SB] E. 4 
同 理 ,其 他 三 图 也 通过 0 点 ,从 而 这 四 圆 共 点 于 四 边 
JÉ ABCD 的 外 接 圆 圆心 . 
例 2 如 图 2.8.2, 在 锐角 公 4BC 的 各 边 上 向 
外 作 等 边 人 BCD, 公 CAE, 公 ABF. 求 证 :这 三 个 正 
三 角形 的 外 接 圆 共 点 . 
思路 EIE ABAP BSE {ILAR 的 
ERO 120, CHT RAA fB u 29 120°, E AB 3 
RPK A —M AAR AFB 外 ) 为 120. 
同 理 ,以 BC 为 纺 ,4C ARIKA MM 2.82 
为 也 为 2O. 而 在 锐角 2 ABC 中 ,对 三 边 所 张 为 120* 的 点 为 此 三 角形 的 费 马 
点 , 故 题 设 中 的 三 个 正三 角形 的 外 接 圆 共 点 于 人 4BC 的 费 马 点 . 


二 、` 证 其 中 两 圆 的 某 一 交点 在 其 他 各 圆 上 


例 3 如 图 2.8.3, 四 边 形 ABCD 的 两 组 对 边 延 长 分 别 交 于 三 , F. RAE Pr 
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成 的 四 个 AABF,AADE, ABCE, ACDF 的 外 接 圆 共 
点 


思路 ” 设 公 4BF 和 公 ADE 的 外 接 圆 的 另 一 交点 
为 P, 连 PB,PC, PD,PE,PF, 则 人 DEP = 人 DAP = 
人 FBP, 从 而 B,C,P,E 四 点 共 圆 , 即 点 P 在 全 BCE 的 
外 接 贺 上 . 

同 理 ,P 在 2 CDF 的 外 接 贺 上 ,由 此 即 证 ， 

例 4 如 图 2.8.4, 设 0 为 和 4BC 内 一 点 ,线段 4X， 
BY,CZ 均 以 0 为 中 点 , 证 明 ; 人 BCX, 和 Ch47, 人 4B2， 
A XYZ 的 外 接 圆 共 点 . 

思路 。” 册 于 C,4, 了 分 别 与 Z,X,B 关 于 点 0 成 中 心 
XEK, MI Z CAY = Z ZXB B ZY // BC. 5 

设 太 为 人 BCX 和 公 XYZ 的 外 接 圆 的 另 一 交点 , 则 由 图 2.8.4 
圆 内 接 四 边 形 的 外 和 角 等 于 它 的 内 对 角 , 得 

LYMC = ZXBC + ZXZY = ZZXB = ZCZY 
从 而 路 也 在 A AYC 的 外 接 贺 上 . 

同 理 M 也 在 全 428 的 外 接 圆 上 .由 此 即 证 . 

例 5 在 凸 四 边 形 ABCD 的 边 4B 上 ( 蜡 于 4,8) 取 点 ,AC SS DE 38 F. 
证 明 ; 公 4BC, 公 CDF, 公 BDE 的 外 接 圆 有 公共 点 . 

思路 ”分 两 种 情形 考虑 ; 

1) 如 图 2.8.5(1), 没 全 4BC 5 A CDF 的 外 接 圆 交 于 另 一 点 天 , 则 由 Z EBK 
= LABK = LACK = FCK = Z FDK = 人 EDK, 知 B, D , K, E 34E. Fi kË] 
证 


2) 如 图 2.8.5(2), 设 人 4BC 与 A CDF 的 外 接 圆 相 切 于 点 C, 设 全 CDP 的 
外 接 贺 交 4C 3 


图 2.8.5 
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J CDFM 内 接 于 圆 ,所 以 FMC + Z CDF = 180, MMi Z BAG + LEDC = 
180 ,所 以 8,4,D,C 共 圆 , 即 C 为 题 设 中 所 述 三 个 三 角形 外 接 圆 的 公共 点 . 


练习 题 2.8 


1. 3 A1, B C1 是 正 A ABC 的 边 BC,C4,4B 的 中 点 . WE: AAB Ci, 
AA, BC, AAB C 的 外 接 圆 共 点 . 

2. 在 任意 2 ABC 的 边 上 向 外 侧 作 相似 的 全 48C1, 全 41BC H AAB C, E 
得 人 C4B = 人 C4B| = ZCGAB B ZAB,C = 人 A1BC = ABC, 求证 : 
AABC,, AAB C, AA BC 的 外 接 圆 相交 于 一 点 . 

3. Æ Ahi4243 的 三 边 ArA3, AAi Aid 上 各 取 一 点 P,,P.,,P,, MI 
AA PaP, AA P3 Pi, AAP: Pa 的 外 接 贺 共 点 , (Miquel 定理) 

4. 已 知 三 圆 OYZ, 02X, OXY, 每 园 上 各 有 一 点 4,8,C. 求 证 ;三 圆 XBC， 
YCZ ,24B RAF P. 

5.1 A ABC 不 是 等 边 三 角形 , 在 各 边 上 向 内 侧 作 三 个 等 边 三 角形 ,证 明 ， 
这 三 个 三 角形 的 外 接 圆 共 点 . 

6. 试 证 :平面 凸 四 边 形 ABCD 内 一 点 P 与 4,8,C,D 四 顶点 组 成 的 四 个 三 
角形 的 垂 足 圆 共 点 ( 苍 四 边 形 内 接 于 圆 而 点 P 在 贺 上 时 , 则 四 个 重 足 圆 不 存 
在 ,实际 上 是 四 条 直线 )， 

7. 四 条 直线 两 两 交 于 4,8,C,D,E,FF 六 点 (4B 与 DC 的 延长 线 相交 于 EE， 
BC 与 4D KIEKRZ F F), WUE; E ABF, E] BCE, P] CDF, E) DAE 共 点 (此 
点 为 完全 四 边 形 的 密 克 点 ). 

8. 在 完全 六 边 形 ABCDEF 中 ,4' , A” 分 别 是 BE, DF HA, B, PP 分 别 是 
AE, CF 的 中 点 , 余 类 推 . 试 证 :六 圆 圆 AAA", E BBB”, FREE 共 点 . 

9. 设 A,B,C,D 为 平面 上 四 点 ,ce1,c2,e3,c4 是 ABCD, ACDA, ADAB, 
全 4B8C 的 九 点 圆 (参见 第 三 篇 第 一 章 中 定理 20(1)). 试 证 ;这 四 个 九 点 圆 共 点 . 


一 第 八 章 加 共 点 问题 的 求解 恩 路 ` 
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第 九 章 ”几何 定 值 ,定位 问题 的 求解 思路 


在 平面 几何 中 ,我 们 会 时 到 在 一 定 几 何 条件 下 ,证 明 某 一 变动 的 线段 有 定 
长 , 某 一 变动 的 角 ( 或 图 形 面积 ) 有 定量 ,或 某 些 变动 线段 (或 角 或 图 形 面积 ) 的 
和 、 差 . 积 、 商 为 定 值 的 问题 ,或 证 明 变 动 线段 过 定点 ,有 定向 来 定 角 等 定位 问 
题 


定 值 .定位 问题 的 特点 ,在 于 题 设 和 结论 中 既 有 不 变 的 几何 元 素 或 几何 量 ， 
又 有 变化 着 的 几何 元 素 或 几何 量 . 在 求解 这 类 问题 时 ,要 善于 分 清 图 形 中 定 元 
和 变 元 与 定量 与 变量 ,特别 要 注意 挖 据 那些 隐 含 着 定 元 和 变 元 与 定量 与 变量 以 
及 变 元 与 变量 的 限制 条 件 .这 是 分 析 和 解决 问题 的 着 眼 点 ,注意 了 这 些 就 会 人 
手 有 门 ,思考 有 路 . 


一 . 定 值 问 题 


求解 定 值 问题 ,一 般 先 探索 定 值 是 什么 ,这 样 可 使 求解 有 明确 的 目标 或 内 
容 , 这 往往 采用 先 猜 后 证 的 思路 ,猜测 时 一 般 是 根据 符合 条 件 的 某 种 特殊 情形 ， 
或 是 对 条 件 的 某 种 极端 情形 考察 , 猜 出 可 能 的 定 值 ; 除 此 之 外 ,也 可 通过 各 种 方 
式 计算 或 运用 各 种 基本 方法 寻求 ,因此 求解 定 值 常 可 从 如 下 五 方面 来 考虑 . 


LNEMBDERB E EE 


例 1 如 图 2,9,1, 在 正 公 48C 中 ,P 为 48 上 任意 一 点 ， K 
Q SAC 上 一 点 , 且 BP = A0,B0 与 CP 交 于 点 .求证 : 
L PRB 的 大 小 为 定 值 . 

思路 ”考察 P 为 4 的 中 点 时 的 情形 :此 时 8 也 为 4C 中 
点 , 则 人 PRB = O, AH ABCP 2 人 4BQ. 在 一 般 情形 下 ,可 4 P B 
RI ABCP 2 AABO 仍 成 立 ,此 时 有 人 RPB = 人 RQA, 从 而 图 2.9.1 
知 4,P,R,Q 四 点 共 圆 , 故 人 PRB = ZA = 6D 为 定 值 . 

例 2 如 图 2.9.2(1), 动 点 P 为 正 公 4BC 内 的 一 点 ,P 在 三 边 BC, CA, AB 


FR 懂得 诺 了 “兵法 "~ 一 -熟悉 基本 思路 


图 2.9.2 
BR 。” 考 菩 记 在 边 48 上 时 情形 , 作 旋 PCi1CC2, 如 图 2,9,2(2) ,显然 S, = 
S2153 = Se Ss = Se. 故 


Sp = Sam + Sama = Si + Sç + Bs = E Saam 


在 一 般 情形 下 ,P 为 正 A ABC 内 的 一 点 时 ,可 过 P 作 41B1W AB RAC + 
An ZX BC 于 局 ,如 图 2.9.2(1), 显然 有 Sr = Sy ,SY = $81,57 = Se. X 
AAB C 为 正三 角形 ,由 此 即 有 Sp = Sapp + Sara + Samar = F Same 为 定 
t. 


2 RRRRERN, 6 BEBE 
例 3 如 图 2.9.3, MN 是 全 4B8C 的 中 位 线 ,P 为 UN 上 p _ AD 
任 一 点 , BP, CP 的 延长 线 分 别 交 4C ,A8 FA D, ERE: £ 
AD AE (z 
PE + pp 为 定 值 . 
思路 BARA PÆ MN 为 区 间 , 则 线 眉 的 两 个 端点 所 c 
M,N REAP 的 极限 位 置 , 当 P Ej M 点 重合 时 , 则 AD = 


0,DC = 4C, 此 时 ,起 - o; JPP E SM EA, NAE = 


:DC = 
AE AD AE 
AM = MB = EB, pp = LR e + gg = 1. 


在 一 般 情形 下 ,延长 BD 和 CE 分 别 交 过 4 点 与 BC 平行 的 直线 于 G, F WH 
_ 、 AE AG AF FG 
三 角形 相似 及 PC = BCH AE AE AES TG = 15848. 

例 4 如 图 2.9.4,48 = 2r 是 贺 0 的 直径 ,C,D E AB 上 的 点 , 且 0C = 
OD = d,P 为 圆周 上 任意 一 点 .求证 : PC? + PD 为 定 值 . 


第 Fh 
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思路 ”使 P 沿 圆周 向 B 运 动 到 与 B 重合 的 极限 R 
位 置 , 则 
PC? + PD? = (OB + 0C)° + (0B - 0C) = 
2( 2, d) 4 pe 
一 般 情形 下 , 设 P 为 圆周 上 上任 一 点 ,如 图 所 示 , 则 
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PC2 = 2, d — 2rd cos Z COP 图 2.9.4 
PD? = r° + d - 2rd * eos Z DOP. 
Tü cos Z COP = cos( 180 - Z DOP) = - cos Z DOP 
于 是 PC? + PD = 2( + d) 为 定 值 . 
注 :此 例 在 探 猪 定 值 时 ,也 可 取 48 的 中 点 这 个 特殊 位 置 来 考察 
3.HHBX2AXERHBE 


例 5 如 图 2.9.5, 设 P 为 圆 0 内 一 定点 ,过 了 任意 — 

引 两 直线 分 别 交 图 0 于 4,8, 且 使 Z4PB = 9 ,再 作 VOSE 
x 
图 2.9 


AC 上 PA, BC L PB, 且 两 线 交 于 C 点 .求证 ;0C 为 定 “ 
k. 
思路 。 由 题 知 APBC 为 矩形 . 连 04 ,08 ,48,CP， 
设 矩 形 对 角 线 交点 为 ,又 设 04 = OB = R,OP = d( 定 
长 ) 则 由 三 角形 中 线 长 公式 ,有 
OC + OP = 2. OF + 2. CE 
042 + 0B2 = 2: 0E? +2. AF? 


而 AE = CE, 从 而 
OC? + OP? = OA? + OB? = 2R2 

故 0C = V2R2 ~ Ë RER. 

RT FELEL EEE] 

结论 1 PJ AABO 内 任 一 点 ,连结 4P,BP,CP 并 延长 分 别 交 BC,C4， 
AB 于 D,E,F, 则 
AF AE AP BF BD BP CD CE CP 
FB * EC 7 PD'FA * DC = PE'DB * EA " PF 


= AF AE Saarc + SAAPB 
上 ,由 FBTEC” Sagc 


= 
将 


第 二 篇 “懂得 诸 子 " 兵 法 "一 一 熟悉 基本 思路 


及 Sawe _ AP _ Sam _ Saare + SAs 
Sacep PD Sagep SAapc 

即 证 第 一 式 . 

同 理 可 得 其 余 两 式 . 

将 结论 1 运用 到 例 3 中 ,只 需 连 AP 并 延长 交 FK NÉE = 1, 于 是 有 
AD AE AP 
DC t EB " PE " 1. 

例 6 如 图 2.9.6, 已 知己 是 梯形 4BCD 对 角 线 交 点 ,0 o 
是 两 腰 BA, CD 延长 线 的 交点 , 连 OP 并 延长 交 4D FM, Z 
BC 于 和 .求证 ， 4 D 

(1) AM 为 定 长 (参见 第 一 篇 第 一 章 中 例 1); H 


AB. OP _ DC. OP 
(2) gp PN = op PN = WB. 
思路 (U XÈ NIENH// ACAB FHWA -E m29.6 

y oP 0A OD QA DO QA QA _ 20A 
gt. = = = = = 
Xs 1605 -A,R 9A DO 9A mQ - 204 ep an = 
OM _ MD 


1 1 AM _ _ 1 
24B, 从 而 NC = 2 BC. XBN = ON = NC k AM = 2 AD AER. 


ommen = Gt RRA = ag 20 20 y 2S 
HER = DEE Tu 

结论 2 P 是正 AARC 外 接 圆 8C 上 任 一 点 , 则 

(DPA = PB + PC; 

(2) PA? + PB° + PC2 = 2AB2; 

(3)PA* + PB* + PC = 2(PB2. PC? + PC - PA? + PA? + PB?) = 2454. 

FRE, AERA ABPC 中 ,运用 托 勒 密 定理 有 

PA < BC = PC + AB + PB - AC 

即 得 (1) 式 ; 运 用 (1) 到 PA + PB° + PC? 中 即 得 (2) 式 ;运用 (1) 式 到 PB? PC + 
PC . PA? + PA? - PB? 并 注意 到 余弦 公式 PB? + PC + PB - PC = BC = ABR BI 
得 (3) 式 的 第 二 个 等 式 ,调运 用 (2) 式 即 得 (3) 式 的 PA: + PB° + PC = 2，484， 

例 7 如 图 2.9.7, 设 已 是 正 AABC 内 切 圆 上 任 一 点 ,求证 : PA? + PR + 
PC? 是 定 值 . 


第 九 癌 ”几何 定 值 、 室 位 问题 的 求解 思路 
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息 路 ” 设 图 0 切 人 ABC HEHFD,E, F; PHFD LHE 
一 点 , 连 PD, PE, PF,DE,EF, FD, 则 易 知 A DEF 为 正三 角 
形 . 又 由 三 角形 中 线 公式 ,有 

1 


PA? + PB? = 2PF? + 2F42 = 2PF2 + 748 


PB? + PC? = 2PD + + AB 

PC2 + PA? = 2PE + $ AB 

所 以 2(PA? + PR? + PC) = 2( PF? + PD? + PE?) + 
3 ， ib 2(2) 


2 ap? 
> AB 


2(2DF2) + SAB: = 


4DE? + Š (2 ° DEY = 


10DE? = ŽAR = 300 0 半径 为 中 


放 PA? + PB? + PC) = Š 边 长 ? = 1572 为 定 值 . 


结论 3 尼 为 人 48C 的 一 4 的 平分 线 与 其 外 接 圆 的 交点 , 若 4B = b,AC = 
c,AE = ta, I} 


b + e = 2i co 


2 

事实 上 ,由 余弦 公式 ,有 
AB? - (2AE > cos Z BAE)AB + (AE? - BE?) = 0 
AC? ~ (2AE + cos Z CAE)AC + (AE? _ CE?) = 0 


而 人 BAE = ZCAE = ÈZA,BE = CBE, 于 是 可 视 AB, AC 为 一 元 一 次 方 


程 
a2 ~ (2AE > cos 2 )x + (AE? - CE?) = 0 
的 两 根 . 故 


b + e = AB + ÀC = 24E + eos Š = 2 + eos E 


Bs 如 图 2.9.8, 图 0 外 接 于 正方 形 48CD,P XAD 上 任意 一 点 .求证 ; 
全 外 为 定 值 . 


第 二 篇 _ 慌 得 诸 子 "兵法 "一 一 熟悉 基本 思路 


思路 ”由 人 APB = /人 BPC, 即 PB 平分 人 4PC, 且 P 
ZAPC = 9, HE 3 可 知 4 
PA + PC = 2PB . cosd5 = PB 
gare b PC _ 万 为 定 值 . 


Ë 1) 由 PD E ZAPC 的 外 和 角 平 分 线 ， 类 似 有 “ 
PC- PA 
ER 图 2.9.8 
2) 此 例 也 可 运用 托 勤 密 定 理 计算 ,只 需 连 AC ,在 四 边 形 ABCP 中 运用 即 有 
PC + PA = #2PB. 


BTRB52(MNS2.FE832,2F82%) MIRA 时 
5 


例如 ,对 于 例 8, 可 用 补 形 法 求解 : 

(D 延长 PA ZE, {Ë AE = PC, 连 BE,# AAEB 2 A CPB, 

(2) 过 B 作 BM | PB 交 PC 延长 线 于 好 或 延长 PC S M ,ËË CM = P4, 都 
# A BMC 2 A BPA. 

例 9 ”如 图 2.9.9, 设 了 为 锐角 全 ABC 内 一 点 ,使 ? 
ADB = LACB +90p, 且 4C. BD = AD * BC. 求 证 : B 277 
FEN PAN 

思路 。 以 C 为 原点 ,C4 所 在 直线 为 实 轴 建 立 复 C 
平面 设 A,B,D 三 点 对 应 的 复数 分 别 为 1,z,d, 虽 
a 


DË 
高 = 次 = zi, DÀ = 1 - d, DB = z - d, AT 


图 2.9.9 


G- dzis z- d Bd = 全 = 人才 


1z -11， =] 
AB. CD 1 ht B 
AC: BD? |, PEP lzlslz-1 


为 定 值 . 
例 10 如 图 2.9.10, 设 线段 AB 上 有 点 0, 使 得 40: 08 = a: b(a > 0, 
b > 0) , 动 点 P ER OC) 上 滑动 ,r 为 定 长 ,求证 :5 PA + a ，PB? 为 定 值 ， 
思路 ”以 0 为 原点 ,4B 所 在 直线 为 * 轴 建 立 直 角 华 标 系 . 动 点 Se 人 到 
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A(- ka,0), B(kb ,0) 的 距离 平方 均 是 x 的 二 次 多 项 式 , 故 y 
JAP) = b> PA? + a ` PB? 为 x 的 二 次 多 项 式 . El p 
设 C,D 为 圆 0(7r) 与 x 轴 的 两 个 交点 ,EE 为 此 圆 与 y 
轴 的 一 个 交点 ,如 图 所 示 . 由 chao n Jp x 


fO C) = blr- ka)? + a(r + kb? = 
blr + ka)? + alr - kb)? = f(D) 
R f(E) = b( + ka?) + alr + kb?) = f(C) = AD) 
故 FCP) = èla + b) + kabla + b) 
为 定 值 . 
注 :这 应 用 了 多 项 式 恒 等 定 理 简 化 了 推理 ,读者 不 妨 用 解析 法 直接 计算 ,以 
此 来 比较 . 


二 、 定 位 问题 


图 2.9,10 


求解 定位 问题 ,一般 地 也 是 先 探索 元 素 的 位 置 ,把 元 素 的 位 置 定 下 来 ,这 样 
可 使 求解 目标 明确 . 这 往往 采用 先 猜 后 证 的 方法 ,或 转化 为 求解 定 值 问题 ,运用 
定 值 给 元 素 定位 ,或 运用 计算 及 其 他 方法 确定 元 素 定位 . 


LEBDEED, — Ë EMRE 

例 11 如 图 2.9.11, 有 一 定 贺 0, 直 径 为 48, 今 有 
一 动 点 了 在 半圆 4mB 上 移动 ,过 尸 作 48 DER POR 
证 :人 OPC 的 平分 线 恒通 过 一 定点 ， 

思路 ”为 寻求 定点 位 置 ,不 妨 设 P 移 到 特殊 位 置 ， 
即 4m 的 中 点 也, 这 时 LOPE 的 平分 线 是 通过 直径 pc 
的 另 一 端点 C( 定 点 ), 故 为 1m 上 任意 一 点 时 , 若 能 证 i 
明 PC 为 ZOPO 的 平分 线 即 可 . ERE, HER PO 和 图 2.9.11 
PQ 分 别 交 圆 G FP, P;, 则 可 证 P, P, N 4B, 且 PiC = PyC, 即 可 证 C 为 DO 的 
EKRIR ORZA. 

2. 变 中 寻 定 


例 12 如 图 2.9.12, 过 全 4BC 的 8,C 作 一 加 01 交 AB, AÇ 或 其 延长 线 于 
P,Q, 则 PQ 恒 与 某 定 直线 平行 


第 二 篇 懂得 诸 子 "兵法 "一 熟悉 基本 思路 


思路 ”由 题 设 , BCOP HA o, 的 内 接 四 边 形 , P, 0 >= 
REMAN TE, BRA AQP = LBD ENR / /A 
形 中 找到 的 隆信 着 的 定量 . 若 过 定点 À fE Z FAC = BM | 
AE // PQ ,由 此 可 知 PQ 与 过 点 4 的 人 4BC 的 外 接 图 的 切线 
相 平行 . B 


SHEAR EBHB, HE B Z Ë E 


例 13 ”如 图 2.9.13, 由 图 o (r) 外 的 定 直线 了 上 任意 点 
4 引 二 切线 4B,4C. 试 证 :两 切 点 之 间 弦 BC 恒 过 定点 . 
思路 BE BC 恒 过 定点 , 则 需 证 这 点 在 某 一 线段 上 与 


4 
B 
0 点 距离 为 定 值 ,为 此 作 OH LITH BC S0B3ET R P. aY 
-JH 
C 
i 


Ne) 


f aN 


图 2.9.12 


连 04, 则 04 L BC, 设 交 BD 于 D, 则 A, D, P, H WARA, 
$k OP > OH = OD : 04, X. OD ' QA = 0B? = 让 ,从 而 OP 


= Gret Hie EJA P 为 定点 ,所 以 任意 符合 条 件 的 纺 m2903 
BC 恒 过 定点 .由 4 的 任意 性 即 证 . 


RT EEVELELE ELA 


例 14 如 图 2.9.14, 已 知 ABC 中, MN/ pc, AM - 


AB AC. C BCA 的 平分 线 CP 交 MN 于 P, 求 证 :P 为 人 4BC 


内 一 定点 ， 
思路 ” 连 AP, BP 并 延长 分 别 交 BC,AC D, E. 
由 MN // BC,P 为 MN 上 点 , 则 


AP _AF AE 
又 有 PD © FB * EC 
所 以 AF AE _ AB+ AG 


X CEPS) LBCA, HAE = AC rE = AB ED BEIA ABC k P J 
AABC 的 肉 心 (定点 ). 
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三 . 隐 性 定 值 .定位 问题 


在 形 如 “证 明 … 至少 有 一 个 不 小 于 …, 亦 至 少 有 一 个 不 大 于 …” 的 一 类 回 
题 中 ,求解 出 定 值 常常 成 为 拥 题 的 关键 ,这 是 一 类 隐 性 定 值 问题 . 隐 性 定 值 常 分 
为 积 式 定 值 和 和 式 定 值 . 


例 15 如 图 2.9.15, 已 知 贺 0 内 部 有 2n 个 小 圆 ， 
其 中 每 个 都 与 其 相 邻 的 两 个 小 na, 并 且 都 与 圆 0 
内 切 , 其 切 点 顺 次 为 41, Aa 43, “Ann. 在 这 2n 和 
个 切 点 中 ， HERREMA 4 piara SS os 
A; = Gali = 1,2,20, ds = A), H ass ' 
Aast Gan,l = SEa 33,4 42n-4,2n 中 至 少 
有 个 不 小 入 REDA ETAT 图 2.9.15 


BE 设 圆 0 与 2n 个 小 圆 0; 的 半径 分 别 为 民 ,Ri(i = 1,2,…,2n)， 
ZA OA = 0. 则 


Ad = ara = 2R ° sin, aÍ, = 2R2(1 ~ eos 0) 


HARRE 
- R(Ri + R) - Ri ° R 


e= TR RIR- R) — 
同 理 ali = (i = 3,5,":,2n 1) 
AT (orat ot t anra) = p aaa a Ra 
agda, 
同 理 (arg agso am) = T ROR R E i) 
故 1,2" 83,4 tU t Onjo Han = 02,3 ° Gas " t Gor, = ó ° 


显然 , 若 aras amni, 2a 中 每 个 都 小 于 { 或 都 大 于 ) 8,35 ORF 
盾 , 由 此 结论 即 证 . 

例 16 如 图 2.9.16, 过 入 4BC 内 部 任意 点 0 分 别 引 三 边 BC = a, CA = b, 
AB = “的 平行 线 ,其 截 在 A ABC 内 部 的 线段 长 分 别 为 Bi Cl = a, CA = b, 


第 二 篇 ” 履 得 庄子 "兵法 "一 熟 瑟 基本 思路 


eI 


bB = e EREE, Ee 
于 和 二 , 亦 至 少 有 一 个 不 大 于 3 ， 
思路 ”为 证 明 此 结论 , 先 证 一 个 引 理 :已 知 人 4BC 
三 条 边 长 分 别 为 6,5,6. 这 BC 边 上 任意 一点 于 引 其余 两 4 
边 的 平行 线段 长 分 别 为 Vre MP+ = 1 


中 至 少 有 一 个 不 小 


A, oo 
事实 上 ,如 图 2.9.17, 由 从 = E Ch 即 证 得 
如 图 2.9.16 RILE JERS ERSE A 
OC = Oe 
£ t a t =l 
OB, a 1 2, Ea 
c a c b 
QF Bl 图 2.9.17 
a b a e 


以 上 六 式 相 加 并 化 简 有 和 , 如 + E = 2. 由 此 便 可 证 得 结论 成 立 
关于 隐 性 定位 问题 的 例子 还 可 参见 练习 题 2.9 中 第 23,24 Bl. 


练习 题 2.9 281 
1. B] 0 的 半径 04 与 直径 BC 垂直 ,过 点 4 引 任 一 直线 交 BC 于, 交 贺 0 于 
D.3RIE: AD - AE 为 定 值 . 


2. EA AB AWO 中 的 任 一 条 纺 , 点 己 为 48 上 任 一 点 ,直线 PA, PB 分 别 交 
AB REEFF E, FRUE: 0E - OF 为 定 值 . 


3. 两 图 外 切 于 点 A, 由 一 图 上 任 一 点 作 另 一 圆 的 切线 , 切 点 为 B. 求证 ， 
PA : PB 为 定 值 . 


4. 从 定 驱 全 上 任 -一 点 P 作 PO L OA, PR |. OB, Q, RIER, M OR 为 定 


k. 


5.A ABC 内 接 于 圆 0, 过 圆心 0 fE BC HEER , 4y212 4C 与 B4 的 延长 
RT 了 ,五 .求证 :0OD - OE 为 定 值 . 


6. 贺 0 与 圆 0, 内 切 于 点 4, 自 外 侧 圆 0 F— KP JL O, 引 切 线 P7. 求 证 : 
不 论点 已 的 位 置 如 何 , PA : PT 为 定 值 . 


7. 已 知 定 圆 0 的 半径 04 上 有 一 定点 P,BC 是 过 点 P HERZ, 设 
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ZABC = a, ACB = 有 .求证 :tan a tan A HEW. 

8. 已 知 菱形 ABCD 外 切 于 圆 0, MN 是 4D, CD 分 别 交 于 M,N 的 圆 0 的 任 一 
切线 .求证 ; AM ` CN 为 定 值 . 

9. 已 知 两 同心 加 的 圆心 为 0, 过 小 圆 上 一 定点 MENARI MA 与 大 圆 的 
3K BMC, 且 使 MA | BC. 求 证 :4B? + BC + C4? 为 定 值 . 

10. 定 贺 O (R) BAER Or) 的 圆心 , 圆 0' 3A WR O 于 C. 求 证 : 
04，08 为 定 值 . 

11. 证 明 : 内 接 于 定 图 的 所 有 腰 长 为 a 的 等 腰 梯 形 的 高 与 中 位 线 的 长 度 之 
比 为 定 值 . 

12. 自 贺 周 上 一 点 PEDR, SEB AB 的 延长 线 相交 于 C. 试 证 :二 4CP 的 
角 平 分 线 与 弦 AP 的 夹 基 不 随 点 己 的 位 置 及 直径 AB 的 选取 不 同 而 改变 . 

13. 公 EFG 与 公 4BC 是 两 个 全 等 的 正三 角形 ,FF 在 8C 上 ,G 在 4C 上 ,EF | 
BC, 设 EC 交 AB 于 P,FG 交 AB FO RESE Pe 均 为 定 值 . 

14. 直线 上 按 顺 序 有 四 个 点 4,B,C,D, 且 AB: BC : CD = 2:1:3, 分 别 以 
AC, BD 为 直径 作 圆 01, 圆 0: ,两 贺 交 于 E, FF. 求证 : ED : EA KEH. 

15. 求 证 :对 任何 一 矩形 4 总 存在 一 个 矩形 如 ,使 得 矩形 B 和 4 的 面积 和 周 
长 之 比 都 等 于 常数 k(k > D. 

16. 锐 角 A ABC 的 三 条 高 441, BB1, CC, 的 中 点 分 别 为 Ay, Ba, Cy RIE: 
Z B,AAG, + 人 C2B14s + LAGB, 为 定 值 . 

17. AABC 中 ,4B = BC, 在 BC 上 取 点 NN 和 MM(N 与 化 近 8B) ,使 得 NM = 
AM, MAC = LBAN. RIE: Z CAN HEH. 


18. E A ABC 内 接 于 圆 ,在 不 含 CANAR 上 取 ( 异 于 AMB) AM , 设 直线 
AC 与 BM 相交 于 点 .直线 BC 与 4AM WRTA N KIE: AK- BN 为 定 值 . 

19. 两 贺 相 交 于 P, 8 ,过 点 己任 意 引 三 条 直线 44' ,BB' ,CC' 分 别 交 两 圆 于 
A, B,CHA' ,B',C'. ABRAB 的 延长 线 交 于 灯 ,4C 和 4A'C' 的 延长 交 于 N, BC 
和 BC 的 延长 线 交 于 RR. 求 证 :了 村, 人 N, 达 RR 均 为 定 值 . 

20. 设 口 48CD 四 顶点 到 任 一 直线 1 的 有 向 距离 顺 次 为 a,b,c,d, 则 ga -b+ 
c = d 为 定 值 . 

21. 给 定 直 线 i 及 i 外 一 点 P,1 上 有 两 动 点 Q,R, 使 COPR 为 定 值 . 设 
A PQR 的 外 心 是 0, 顶 点 卫 的 高 是 PH, 角 平分 线 是 PS ,点 SHEREE, 0S 
交 PH 于 DD. 求 证 ;D 是 定点 . 

22. 已 知 全 ABC 内 接 于 单位 圆 0 ,又 三 条 高 线 AD, BE, CF 382 S H, B s 


第 二 篇 懂得 请 子 "兵法 "一 一 邹 荡 基本 思路 


心 刀 到 三 边 虐 离 之 积 为 村 .证明 ;重心 咏 到 入 4BC 三 顶点 的 虐 离 至 少 有 一 个 不 
小 天 5, 亦 至 少 有 一 个 不 大 于 把 . 

23. 已 知 任意 人 4i4243 的 重心 为 C, 开 是 AAAA 内 任意 一 点 ,直线 MG 
AIS LAr, ZA, ZA WB REK) 相交 于 点 B1, Ba, By, B MB, = mu, 


GB: = gi(i = 12,3) ME EATE E 2 中 至 少 有 一 个 不 小 于 1, 亦 至 
少 有 一 个 不 大 于 1. 


[ bie PALMERA KHM EEN T SA. SB | 
I 并 不 愿意 把 这 方面 的 知识 教 给 他 们 的 后 代 . H 
L ËE R (Descartes) ú 
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第 十 章 。 几何 极 (最 ) 值 问题 的 求解 思路 


儿 何 问题 中 , 当 其 中 的 某 个 或 茶 些 元 索 按 给 定 的 条 件 变化 时 ,与 之 有 关 的 
某 个 或 某 些 几 何 量 也 随 之 变化 ,研究 这 类 变化 着 的 几何 量 可 能 取 到 的 极 大 或 极 
小 值 以 及 在 什么 情况 下 才能 取 到 这 种 极 信 的 问题 ,实际 上 也 是 几何 最 值 问题 . 
求解 这 类 问题 的 主要 思路 是 :从 运动 中 观察 变化 规律 ,或 利用 不 变量 的 性 质 定 
理 ,或 将 所 研究 的 变量 用 含 其 他 变量 的 解析 式 表示 ,利用 代数 知识 解决 问题 等 
等 .具体 思路 可 从 如 下 一 些 方面 去 考虑 . 


一 ,注意 到 图 形 中 的 特殊 点 


例 1 如 图 2.10.1, 设 公 4BC 中 , 4X 为 ZA 的 平分 
线 , 斌 在 AX 上 求 一 点 P, 使 和 PBA 与 Z PCA 之 差 的 绝对 
ERK. 

思路 ” 当 48B = A4C 时 ,AX 上 任 一 点 都 使 人 PB4 = 
Z PCA, IAT Z PBA 与 Z PCA 之 差 蚀 等 于 0. p< Z 

不 妨 设 48 > 4C ,为 便于 观察 ,将 人 PC4 的 顶点 C 移 TIX 
ZAB 上 ,在 48 上 取 AC' = 4C, 连 PC', 则 PCA - 图 2.10.1 

PBA = Z PC'A - Z PBA = LBPC', 当 P 在 4X 上 移动 时 ,人 BPC' 的 大 小 在 

AIE. X BC' 是 定 长 的 线段 ,只 有 当 A PBC' 的 外 接 圆 与 4X 相 切 于 点 P 时 ， 
LBPC 才 是 最 大 的 .因此 ,可 在 AX 上 取 点 P, 使 AP? = AC 4B, 这 点 卫 是 不 
难 作 出 的 . 4 E D 

例 2 如 图 2,10,2, 设 有 边 长 为 1 的 正方 形 , 试 在 
这 个 正方 形 的 内 接 正三 角形 中 找 一 个 面积 最 大 的 和 
一 个 面积 最 小 的 ,并 求 出 其 值 . 

BE W AEF 为 正方 形 的 内 接 正 三 角形 ,不 G 
J F,G 3F9|EAB,CD 上,E 在 4D E. F 

EA EFG W FG LÉIT EK, K SRL M] E,K, 
G, D 四 点 共 贺 . 连 KD, 则 有 KDE = ZECK = G. 262 


c 
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jË AK, R Z KAE = 60, PFL A KDA 为 正三 角形 ,由 此 即 知 K 为 不 动 点 . 
为 使 以 KX 为 中 点 的 边 FC 最 大 或 最 小 ,只 需 使 下 与 B 或 6 与 C) 重合 或 使 


FG // BC, 此 时 FG = 2Y 2-438 FG = 1,}$ Sagre = 2V3 - 3300 aaa 
所 求 正三 角形 面积 的 最 大 值 和 最 小 值 . 


二 .注意 到 图 形 中 元 素 间 相互 特殊 关系 


83 ”如 图 2.10.3, 在 人 4 内 有 一 定点 P, 过 P 作 直线 
交 两 边 于 B,C. Mpp + po 何 时 取 到 最 大 什 ? 
思路 作 4D | BC T D.E AD =h, 
l 1 h, 1 1 
PB t PC * CSa t Sag = 
h. 2AB + AC ° sin Z BAC _ 
2 ` AB + AC + AP? - sin ZPAB + sin Z PAC T 
h. sin Z BAC < 
AP? + sin Z PAB > sin Z PAC © 
sin Z BAC 
AP ° sin Z PAB + sin Z PAC 


B PE ZA RIEA, HTE AB , Z PAB , Z PACHER K, INTI ERRE — 
in BAC 3 

Mp EDAT 是 常数 .而 当 4P | BC 时, 4D 与 4P 重合 ,不 等 
式 取 等 号 ,可 见 当 4P | BC Bl, 25 + Za 取得 最 大 值 

例 4 如 图 2.10.4, 若 点 已 在 锐角 A ABC 的 边 上 运 
动 . 试 确定 点 P 的 位 置 ,使 PA + PB + PC 最 小 ,并 证 明 
2. 

思路 ZAE PE A ABC 的 某 一 边 例如 BC 上 运动 
时 , PA + PB + PC 的 大 小 变化 ,此 时 Pp + PC 是 定 值 , 当 
且 仅 当 AP 上 BC 时 , PA 最 小 ,其 和 式 也 最 小 ， 图 2.10.4 

考虑 了 在 其 他 边 上 运动 时 ,都 有 同样 结论 . 设 pP, 上 
AC T P), CP, l, AB 于 已 , 则 需 比 较 AP + BC, BP, + AC, CP, + AB 三 者 的 大 
小 . 设 AC 是 三 角形 的 最 短 边 , 则 只 要 比较 AP + BC 与 BP + AC 的 大 小 即 可 . 

为 此 ,在 BC 上 取 B' ,使 B'C = AC.fE B'P' | AC 于 P' ,显然 有 B'P' = AP, 
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即 有 AP}B'C = B'P'+ 4C. 则 只 要 比较 BP, ~ B'P' 与 BB' 的 大 小 即 可 .为 此 ， 
作 BBo | BP, F Bo, 则 有 BBo = BP, - BfP' .此 时 显然 BB, < BB'. 故 点 P 是 
锐角 A ABC 最 短 边 上 的 高 的 垂 足 时 , PA + PB + PC 最 小 . 


三 .引入 变 元 ,利用 二 次 函数 的 极 值 性 求解 


例 5 如 图 2.10.5, 设 公 4BC 的 周 长 为 2p, 作 三 角形 内 8 
切 圆 的 平行 于 AC 边 的 切线 DE, 求 此 切线 被 其 他 两 边 所 截 
得 的 线段 的 最 大 长 度 . 2 
思路 。” 设 x 是 所 求 线 自 的 长 度 ,AC = b, W] A BED 的 
周 长 等 于 2p - 2b. ABDE 和 人 BMC, 有 
x 2p-2b 
k” a 图 2.10.5 


- 工 . = Ë Py 
BR t= b(p- b) = -0-0 


1 
P 
` p ¿ p 
因此 , 当 = > 时 ,x 取得 最 大 值 . 
例 6 ”证明 :在 一 个 正 n(n > 3) 边 形 的 所 有 内 接 正 n WEF, SARE n 
边 形 的 各 顶点 与 原 n 边 形 各 边 中 点 重合 时 ,面积 最 小 . 
思路 ”如 图 2.10.6, 设 面积 为 Se MEn WEB B, a SBA 
内 接 于 面积 为 54 的 正 n 边 形 41…4,, 则 当 它 们 不 重合 4 
时 ,每 一 边 AA; 上 恰好 有 一 个 顶点 B; 其 中 i = 1,2,…， n 
n Ë Ani = Ai. Al 
事实 上 , HARRI, 一 定 有 某 个 边 ,不妨 设 为 边 ”你 
A 含有 两 个 顶点 BoB AMERI, BAB > U 
41B1, 则 顶点 B. (fe A p, B, B, 相似 的 全 4i4d24s 内 ) El 2. 10.6 
与 顶点 B,(# S AyA An 内 ) 只 能 分 别 在 边 424s 与 414, ECA n > 3, 线 段 A As 
与 AA, 是 对 角 线 而 不 能 是 n WE Ar A, 的 边 ). 这 表明 Bl = 41, B, = 如 ,此 
时 可 证 A,B) = ABr = … = ABa ERE, 
LBidyB2 = ALBA3By = LBBB; = 18C + 
ZA;B,B, = 180 - ZB AB, - LABB, = 
180 - Z B. B3B, - 人 42B2B = ZAB;B; 


> 


n-2 
n 
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B.B, = BaB; 
PTL AB, AB, 2 全 Bh3B3; 因 此 AB; = AsBs. 
同 理 可 证 其 余 等 式 成 立 .显然 
Sp = S, - Sanap, - San ag, — SABAB = Sa — nSAB AB, 


当 ABA B 的 面积 达 最 大 时 取得 最 小 值 . 设 ALA, = a, AB = x, 则 
Sapa, = ira * A2Bz > sin ZB,A2B = 


tu = z)z : sin Z B,A2B3 = 
2 
HG - (z = Sy ]sin ZD 


故 当 x = 1 时 , 即 AiB, = B,A, 时 取 到 最 大 值 . 


四 、 构 造 二 次 方程 ,利用 判别 式 来 求解 


分 线 交 对 边 BC 于 D,DE | 48 于 E, DF L ACP EE: = 
Saner : Saapc. 求 证 : 当 t 取 得 最 大 值 时, 公 4BC 为 等 边 三 
RE. 


Bp 


Bp 


例 7 如 图 2.10.7, 在 人 4BC 中 ,~A4 = 60, ZARF 
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思路 ” 设 m = 个 ,由 题 设 有 
DE = DF, ZEDP = 120 图 2.10.7 
_ Saner _ _DE + DE sinl20 3DE 


t= Saase ` AB + DE+AC'DF™ XAB + AG) 
DE = Bi(AB + AC) 


广 
又 由 Sag = Sam + Saa E 

FE 2 

> 4B ° AC = (AB + AC) Kusi + AC) 


3AB . AC = A(AB + AC}? 
Tü AB : AC = m, AA 
4im2 + (Bt ~ 3)m +4t = 0 


Bi m ERM = (8: -3)2- 64: > OMATT taxa = S Ef m = 


8 BIB) É b| W 0 * g 
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1, 故 A ABC 为 等 边 三 角形 ， 
例 8 如 图 2.10.8, 在 公 4BC 中 ,BC = 5,AC = B 


12,AB = 13, 在 边 48,AC 上 分 别 取 点 也 , 王 , 使 线段 D 

DE 将 A ABC 分 成 面积 相等 的 两 部 分 , 试 求 这 样 的 线 E 

Bt DE 的 最 小 长 度 . a 
思路 ”显然 人 4CB = 909, 作 4B 边 上 的 中 线 CF，C £ 

则 Saacr = Esas = 15, 即 有 4C .4F = 78. 图 2.10.8 


在 BF 上 任 取 一 点 DD, 连 CD, it F fE FE /CD 交 AC 于 E, 连 DE, 则 DE 将 
ZA ABC 分 成 面积 相等 的 两 部 分 . 


设 BD = z,fE ABCD 中 ,由 余 引 定理 ,有 CD =A/ 25+ a -PE X AD: 
AF = AC : AE, 则 


AC'AF B 
Ag a A h 
在 全 4ED 中 ,由 余弦 定理 ,有 
DE = (3 2) + (13 - z)? -144 


令 (13 -aY = y,y > 0, 则 有 
P- (4 + DE)y+78 =0 
HA = (144 + DEY -4.78 >0, 知 DE E ACE 2 5. 


+.5| A= fB 8388 , ANZA ARRIERE 


例 9 如 图 2.10.9, 在 单位 加 内 ,局 形 AOB 的 顶 角 

在 (0, F) 内 变动 , PORS 是 该 记 形 的 内 楼 正方 形 , 试 求 A-N 

05 的 最 小 人 a~ 
思路 。 以 0 为 极点，04 所 在 射线 为 极 轴 建立 极 从 


标 系 . 设 S(e,0),R(1,a)(0 < 0,a < PM 

I PSI|= p-sinĝ, l| OP|= y+ cos 0, 

I RO |= sin z, | OQ | = cos a 
x I PQ |= cos a — p * cos 0, | PQ |= 1 SP | 
则 cas a — p * cos Ü = p ° sin 0 


图 2.10.9 
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而 cosa = 1 OQ 1) = V OR? ~ RỌ = V1- psin 0 
则 V 1— 0? ° si? 0 = olsin 8 + cos 0) 
2 1 2 
从 而 -ao2g+2ang cos 0 + 1 Sain(2 0 + p) +3” 
2 = Cy 
543 


t o > =l 0 的 最 小 信 为 1， 
对 于 全 8 ,也 可 运用 三 角 困 数 的 有 甸 性 求 
设 DE = x, LAED = a, ZADE = 有 ,由 题 设 知 Z ACB = %9, Saa = 30, 
Same = LAD + AE = sin A = 15, 所 以 4D + AE + sin A = 30. 由 正 纺 定 理 
z isin A = AD : sina = AE : sin 8 


则 „a AD: sin A ,, MAE: sin A 
= sima F sinó 
AD + AE ` si A G0sin A 
从 而 = sin a. sin Á = A 
所 以 当 cos(a - A) = 1 BF, 2 取 最 小 值 12, 即 DE 的 最 小 长 度 是 2Y3. 
六 .引入 参量 ,利用 不 等 式 来 求解 > 


例 10 面积 为 1 的 公 4BC 的 边 48,4C 上 分 别 有 点 也, 下 ,线段 BE, CD 相 
交 于 点 了 ,点 D,E 分 别 在 48,4C 上 移动 ,满足 四 边 形 BCED 的 面积 是 全 PBC 面 
积 的 两 倍 这 一 条 件 , 求 APDE 面积 的 最 大 值 . 

EE É APDE,A PBC, APBD, APCE 的 面积 分 别 为 9 ,Sa,53,S4, 再 
Ù AD : AB = M, AE ;AC = 42, 则 Sagpg : Saxge = ha, 即 


Sang = Aiar S2 = EU ~ Aida) 


注意 到 第 一 篇 第 一 章 中 结论 1, 即 Saa: Saa = Si: 52, 得 
$1 = $> Saaw = ta ~ àià2) * didz =- Laa - +y + 
X Sı: S; = PE: PB = $4: Sy BD S1 > S; = 83° Sa. S, = Si + 85 + 
54; 所 以 
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$, S) = $3 + S, > 258 = 2 S.S; 
从 而 Si -651S + 各 >0 一 (ha - 64122 + 12 0 
1 


而 0 < àra < LW Ard: < 3- 2⁄2 € (- %3). 
故 当 Alh2 = 3 - 242 时 ,5 取得 最 大 值 ,最 大 值 为 5Y2 - 7. 
例 11 如 图 2.10.10, 过 和 全 4BC 内 任 一 点 P, 引 三 条 平 & 
行 于 它 的 边 的 截 线 ,由 商 条 裁 线 租 三 角形 的 一 边 组 成 三 个 
三 角形 . 设 这 三 个 三 角形 的 面积 分 别 为 51, 2, $3. 试 求 这 2 G 
样 一 点 ,使 Si + S, + S, 取 到 最 小 值 . /A 
思路 RAB = oc,DP = AL=u,GP=BK=v W] 4 “了 K8 
IK = c- u o. X. 图 2.10,10 
2 sin A - sin B 
Sarre = 2si C = 
Sane = (ez u= men A-inB ç 
从 而 51+ St S =Ü n m BL + +(c- u- 2] z 
3sin À - sin B — 
2si Ç 


《平方 平均 数 与 算术 平均 数 不 等 式 ) = 
czsin À > sin B 
6si C 
其 中 等 号 当 目 仅 当 w =v=c-w-v= FRE. 
HH PH A ABC 的 重心 时 ,51 + S, + S 取得 最 小 值 . 


七 .灵活 运用 等 周 定理 等 有 关 结 论 


对 于 平面 封闭 图 形 , 若 对 周 长 加 以 限定 ,考虑 面积 的 极 值 ,通常 称 为 等 周 问 
题 .在 等 周 问题 中 ,有 几 个 基本 定理 常 可 用 来 求解 其 些 极 (最 ) 值 问题 . 

定理 1 ”在 周 长 一 定 的 简单 闭 暴 线 的 平面 图 形 中 , 圆 的 面积 最 大 . 

定理 2 ”在 面积 一 定 的 简单 闭 曲 线 的 平面 图 形 中 ,图 的 周 长 最 小 . 
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定理 3 ”在 给 定 边 长 为 a1,as,… ,aw 的 所 有 平面 n 边 形 中 ,能 够 内 接 于 图 
的 n 边 形 具有 最 大 面积 . 

定理 4 ”在 周 长 一 定 的 平面 n 边 形 中 , 正 n 边 形 的 面积 最 大 . 

定理 5 ”在 面积 一 定 的 平面 边 形 中 , 正 n 边 形 的 周 长 最 小 . 

限于 篇 幅 , 以 上 定理 的 证 明 均 上 略 . 

运用 如 上 定理 ,可 求解 某 些 极 (最 ) 值 问 题 , 例 如 第 一 篇 第 四 章 中 的 例 20 就 
是 运用 定理 4 求解 的 . 

例 12 试 在 正 公 4BC 的 边 48,AC 上 求 两 点 P, 0 ,使 以 P, 0 为 端点 的 曲线 
1 将 A ABC 面积 二 等 分 , 且 曲 线 1 的 长 度 最 短 . 

思路 ”以 4 为 中 心 ,将 全 4BC 连续 翻转 6 次 ,i 形成 一 条 闭 曲 线 .这 条 闭 曲 
线 围 成 的 面积 等 于 人 4BC 面积 的 3 倍 .由 定理 2 知 ,这 条 闭 曲 线 为 圆 时 ,其 周 长 
最 小 (图 略 ) . 


4 1 1 Ó CL py 
此 时 ,可 推 得 AP = 4Q, 且 > i = g AP IRAP = P TT BC. Wii 


R 1 是 以 4 为 网 心 ,4P 3248809 BU. 


练习 题 2. 10 


1.2 A ABC 面积 为 9, 作 一 条 直线 1 / BC, 且 与 4B,4C 分 别 交 于 D,E, 求 291 
Sang 的 最 大 值 ， 

2. 已 知 四 边 形 ABCD tF, AD + DB + BC = 16, 求 四 边 形 ABCD 面积 $ 的 最 
KË. 

3.3EJE ABCD 中 ,4B = 5,4D = 8, 在 AB, AD 上 各 取 点 0,P, 使 PO = 3, 
求 五 边 形 PQBCD 面积 的 最 小 值 . 

4. 在 凸 四 边 形 4BCD th, AD = DC = 1, ABCD = Z DAB = %, BC , AD É 
延长 线 交 于 PR AB > Sar 的 最 小 值 ， 

5. 求 斜 边 为 a 的 直角 三 角形 内 切 圆 半径 的 最 大 值 . 

6. 已 知 忆 为 口 4BCD 的 4B 边 上 的 一 动 点 ,直线 DP X CB 的 延长 线 于 Q, 间 
点 卫 在 什么 位 置 时 ,AP + BQ 为 最 小 ? 

7. 在 锐角 OABC 的 4C 边 上 有 一 点 收 , 间 点 并 在 什么 位 置 时 ,全 4BM 和 
< BCM 的 外 接 回 公共 部 分 的 面积 最 小 ? 

8. 设 相 是 人 48C 的 8C 边 上 的 中 点 , 当 人 MAC = 198, 3R Z ABC 的 最 大 
Ë. 
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9. 在 全 4BC 中 ,D,E,FF 分 别 为 48,AC, BC 的 中 点 ,如 为 48 边 上 高 的 垂 足 ， 
6 是 DH 之 中 点 , 设 0 为 4B 上 任 一 点 .求证 ;人 EOF 取 最 大 角 是 Z EGF. 

10. 已 知 AD j: 2 ABC 的 BC WHPR, E HAB LR, EC RAD FFR 
确定 使 A DEF 面积 最 大 时 点 五 HEE. 
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I 从 实际 的 教育 理论 前 度 录 说 ,我 们 有 充分 的 理由 认为 ,必须 把 平 
| 面 几何 原理 的 教学 放 在 代数 教学 之 前 。 事 实 上 ,平面 几何 的 内 容 更 为 
I 基本 和 具体 , 它 作为 处 理事 物 与 关系 的 手段 也 不 全 是 符号 的 变换 。 

L — HHH (Butler, N. M.) 
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第 十 一 章 ”几何 不 等 式 的 求解 思路 


几何 问题 中 出 现 的 不 等 式 , 称 为 几何 不 等 式 . 它 涯 盖 的 内 容 相当 广泛 ,例如 
在 三 角形 中 ,人 们 已 建立 了 关于 边 长 高 线 长 ,中线 长 . 角 平 分 线 长 内 切 与 外 接 
半径 以 及 角 的 三 角 函数 等 量 的 数 百 个 不 等 式 , 如 果 称 由 某 一 几何 不 等 式 可 推 
出 一 系列 其 他 几何 不 等 式 的 不 等 式 为 基本 不 等 式 , 仅 基本 不 等 式 就 发 现 了 数 十 
个 .几何 不 等 式 在 平面 几何 中 占有 重要 地 位 ,由 于 其 本 身 的 完美 性 及 证 明 的 困 
难 性 ,使 它 成 为 一 个 魅力 无 穷 的 数学 分 支 .不 等 式 的 证 明 没有 固定 的 程序 , 需 思 
路 开阔 ,方法 灵活 ,技巧 性 强 ,尽管 如 此 ,注意 到 几何 图 形 的 特征 ,运用 三 角 知 
识 \ 代 数 知 识 以 及 不 等 式 知识 的 一 些 求解 思路 常 使 我 们 取得 成 功 . 


一 ,充分 利用 关于 不 等 的 熟知 的 几何 结论 


关于 不 等 的 熟知 的 几何 结论 常用 的 有 ; 

结论 1 如 果 4,8,C 为 任意 三 点 , 则 AB < AC + CB, HERA C 位 平 
AB 线段 上 时 等 导 成 立 . 

结论 2 三 角形 中 线 长 度 不 超过 夹 它 的 两 边 长 之 和 的 一 半 . 

结论 3 ”如 果 一 个 凸 多 边 形 位 于 另 一 凸 多 边 形 内 部 , 则 外 再 的 凸 多 边 消 的 
周 长 大 于 里 面 的 凸 多 边 形 的 周 长 ， 

结论 4 凸 多 边 形 内 的 线段 之 长 ,或 者 不 超过 凸 多 边 形 的 最 大 边 长 ,或 者 
不 超过 最 大 对 角 线 长 . 

结论 5 ” 凸 四 边 形 对 角 线 长 度 之 和 大 于 其 任意 一 组 对 边 的 长 度 之 和 . 

结论 6 三 角形 中 ,大 边 对 大 角 , 反 之 亦 然 . 

结论 7 如果 4,8,C 是 三 角形 三 内 角 , 则 

(l)sin A + sin B > sin C; 

(2)4 > Besin A > sin B. 

例 1 如 图 2.11.1, 在 公 4BC 中 ,4B = 4C,P 是 形 内 一 点 ,使 <4PB > 
4PC. 求 证 : PB < PC, 

思路 ”将 全 4BP 移 至 人 4CP' 的 位 置 , 则 4P = AP',BP = CP ,A4PB = 
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AP'C. H ZAPB > LAPC, 有 LAP'C > ZAPC, BI 4 
LAP'C - ZAP'P > LAPC - ZAPP', BI LPP'C > 
一 PPC, 从 而 PC > PC = PB. 

H2 设 a,8,Y 是 锐角 三 角形 的 三 个 内 角 , 且 a < 
B <7, 求 证 :sin2c > sin28 > sin27. 
BR hap y 均 为 锐角 ,日 c+B+y = m) ° B 
T -2a,r-28,r-27 均 为 正 数 ,县 仍 为 另 一 三 角形 三 内 图 2.11.1 
角 .由 a < 8< Y 有 x-2a > x-28 >*-27, 并 注意 三 角形 边 角 关系 及 正弦 
定理 , 故 sin2a > sin28 > sin27， 
例 3 如 图 2.11.2, 设 园 O, 和 图 0, 是 同心 图 ,图 
0, 的 半径 是 图 01 的 半径 的 两 倍 .四边 形 4i424344 内 
接 于 图 01, 将 A,A, 延长 交加 0, 于 B, AA 延长 交 | 
0, F B2,4243 延 长 交 图 0, 于 B3, 4544 延 长 交 图 0, 于 
Ba. 证 明 : 四 边 形 B. BBB 的 周 长 > 四 边 形 
A1424344 的 周 长 的 2 倍 , 设 01 与 0, 重合 于 0 ,请 确定 
等 式 成 立 的 条 件 . 
思路 BE 043,0B83,08B4, 则 由 托 勒 密 定理 ( 见 第 
一 篇 第 一 章 中 例 7 的 注 2)), 有 
OB; © AsA4 < 043: B3B4 + OB4 A3Bs 
而 OB = OB, = 20As,AsB, = 4344 = 44B4 
则 2(4344 + 44B4) < ByBa + 2A3B3 
同 理 204444 + A1B1) < B.B, + 2A,B, 
2(A1A2 + 如 B2) = B.B, + 2AB, 
2(AxAs + A3B3) < BiBs + 2 AB, 


上 述 四 式 相 加 ,得 
2(4142 + 4243 + 4344 + 4441) < BiB, + BaB; + BaB; + B.B. 

车 上 式 中 等 式 成 立 , 则 前 述 四 个 不 等 式 中 每 一 个 等 号 都 成 立 ,从 而 相应 的 
四 点 , 即 0,4s,B3, B4 共 圆 ,0,44, Ba, Bi 共 国 .而 由 前 四 点 共 圆 有 Z OA, A, = 
Z 0B,By = Z 0ByB, = 人 043B4, 所 以 4443 = Asda WEWARAH 4443 = 
4441, Aida = 4243, 因 此 ,41424344 为 正方 形 .反之 ,如 果 A1424344 是 正方 形 ， 
则 二 0434a = 入 04344, 从 而 0,43,B3, Bs 四 点 共立 , 同 理 0,44,B4, Bi 四 点 共 
圆 ,从 而 上 面 四 个 不 等 式 均 为 等 式 , 故 结论 中 等 式 成 立 . 
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注 : 对 4 边 形 ,类 似 的 结论 也 成 立 , 即 设 两 个 同心 圆 半径 之 比 018 : 041 = 
kD (A,A. + + AA) < BiB + + BaBa 


二 .运用 放 缩 ,将 不 等 式 转化 为 等 式 求解 


例 4 如 图 2.11.3, 设 平面 凸 四 边 形 ABCD 的 四 边 
长 分 别 为 a,b,c,d XMR AC, BD 的 长 度 为 e,f. 求 
Ea + 2. 2 + d> e + f. 

思路 ” 设 AC, BD 中 点 分 别 为 P,Q, 并 设 PQ = 1. 
连 PD, PB,04,0C, 则 由 三 角形 中 线 长 公式 ,有 


2P@? = PD + pe- £ = 04, 0C- 


e 


2 
e a e 
2PB? = a + è- GPD = dr- 


204? = a+ d- E200 = se- E 


从 而 4P = 4P0: = PB? + PD? + QA + QO- Eleaf) = 
RERET ES f 
HBH Ë >0. 2. 2. 2, d> 2 P. 
例 5 著 凸 四 边 形 的 对 角 线 长 为 24 和 26, 求证 ; 必 有 一 条 边 不 小 于 
Var 下,( 参 见 第 一 篇 第 二 章 中 例 5) 
思路 设 0 为 四 边 形 4BCD 对 角 线 交点 ,为 确定 起 见 , 不 芒 设 人 40B = 
Z C0D > 90? ,这 时 
AB? = 402 + BO? - 240 + BO ,cos LAOB > AO? + BO? 
同 理 CD? > CO? + p02 ,因此 
AB? + CD? > (AO? + CO02) + (BO? + DO?) 
H MAAC 的 中 点 , 则 
AO? + CO = (TAC + OM} + (FAC - OMY = JAG + 20M? > + AG 


同 理 80? + 0D? > 工 BD2. 从 而 
2 
AB? + CD? > tae + BD2) = Xa? + b2) 
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由 此 即 证 . 


三 .用 三 角 函 数 表示 有 关 几 何 量 ,借助 三 角 函 数 的 增 减 性 、 
有 界 性 求解 


例 6 《Weitzenbock 不 等 式 ,参见 第 一 篇 第 六 章 中 例 16) CA a,b,c 是 三 
角形 的 三 条 边 长 , SA 是 其 面积 ,求证 : a + P + 2 > 4V3SA 


思路 ha? +b? + a+ b2 _ 2ab .ceosC-2vV3op + sin Ç = 


2[a2 + b? - 2ab + cos( 3 = C)] z 2(a? + b? - 205) = 
2(a- b > 0 
从 而 a? th + 2 > 4/03SA 
注 ;此 不 等 式 可 运用 多 种 知识 方法 而 证 ,目前 已 有 20 多 种 证 法 . 
例 7 如 图 2.11.4, 公 4BC F, ZA 的 平分 线 交 G 


4 
其 外 接 国 于 4, 类 似 定义 Bi, Ci, AA, 与 B, C 处 的 N 有 


外 角 平 分 线 相交 于 40, 类 似 定义 Bo, Co. RIE: 
Sas Be 2 4S AAB. 

BE BEA A ABC 的 内 心 , 则 了 为 Aho， 
BBo, CCo 的 交点 , 且 

ZBA =h iè + 1 pe) == ZARI, 图 2.11.4 
BB, | Bho, 从 而 A,B = Al, R. 

LABAo = I - ZABI = X - BIA = ZA AoB 

Ék 4140 = AiB, BI A, 为 4o7 的 中 点 . 

同 更 ,Ci 为 Col 的 中 点 , 连 AC, W AC 为 4oCor 的 中 位 线 , 即 有 
Sanct = 4S^4ic7 亦 即 Sanaye = 4SA4aci: 而 由 图 知 
SA4B CG, = 2R?» sin(a + B) ° sin(B + y) ,sin(y + a) = 


2R(sin a + cos f + cos a ° sin 8)(sin É ° cos Y + cos B + sin Y) 
(sin y < cos a + cos 7 > sina) >> 2R? , Psin a + cos a * sin £ + cos É + 
sin Y * cosy = 2R° + sin2a * sin28 > sin2y = Saage 


B Saaga > 4Sa: 
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四 ,用 参 量 表示 有 关 几 何 量 ,借助 于 代数 不 等 式 求解 


例 8 已 知 全 4BC, 设 了 为 其 内 心 ,人 4, 人 B,C 的 内 角 平 分 线 分 别 与 其 
对 边 交 于 A,B,C RUE: 
1 Ali BIC 8 
4 $ AN BR CC S 27 
思路 WA: AA = x,BI: BB' = y,CI: CC = z,BC = a,AC = b, 


AB BAP spec O ab pAB_ A _ AC SAL bte 
AB = oM = M aae opt -和 有 E 


b+re BA W J' a 
__b+te 
Torbte’ 
a + c _ a+b 
MEy = pro aabo 


于 是 =+y+z=2 则 oz a [3(z + ya) P = 芳 , 当 目 仅 当 A48C 为 
正三 角形 时 取 等 号 .又 


_ (bte) > b+c+a _1 
“= Harbe)” 2(a+b+c) 2 
a] 1 1 
同 理 ,y > 了,z > y: 297 
Bx = (1 +eD),y = LEDET 二 (1 + ea),elvezye3 INE, B 

sl + ez + es = 1, 所 以 


xyz = (+ ed)(l + ed)(l+ es) > Htet eatea) = 十 


例 9 (Erd5s-Mordell 不等式 ) 如 图 2.11.5, 设 4 
P 3 AABC 内 部 或 边 上 的 一 点 ,点 P 到 三 边 的 距 A 


离 为 PD, PE 及 PF, 则 PA + PB + PC > 2(PD + x 
PE + PF), 当 目 仅 当 A ABC 为 正三 角形 , 且 P 为 AN 
三 角形 的 中 心 时 等 号 成 立 , , íA . 
B TE PA = x,PB = y,PC = z,PD = p, P 
PE = q,PF = +, 则 图 2.11.5 
DPE = 18p = ZC = ZA + ZB 


DE = V p? + q° — 2pq * cos LDPE = / p? + q° — 2pq > cosl A + B) = 
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p? + q? + 2pq * sin Á > sin B — 2pq ° cos À * cos B = 


(p sin B + q * sin AJ + (p ° eos B < q ' cos AY > 
V (p+ sin B + q ° sin A)? = p ° sin B + q ° sin À 
H P,D,C,E WARE, 4 PC 为 此 圆 直 线 , 则 DE = PC- sin C, 即 
DE > P Sin B + q ° sin À 


sin G 7 sin G 
同 理 ,z > gz sin C a rsin B > r: sn dL p= sin C 故 
reytam pn C t sin B) * sn 4 * si O) * 
r+) > 2(p +a + 


由 上 面 的 讨论 ,前 述 三 个 不 等 式 等 号 都 成 立 的 充 要 条 件 是 p : cos B = q ， 
cos A, g * cos C = r" cos B J r cos A = p'eo C0; 最 后 一 个 不 等 式 中 等 号 成 立 
的 充 要 条 件 是 sn A = sin B = sin C( 即 4 = B = 0), 所 以 原 不 等 式 当 且 仅 当 
298 A ABC 为 正三 角形 , 且 p 为 其 中 心 时 等 号 成 立 . 
注 :这 是 一 个 实用 性 很 强 的 不 等 式 , 它 有 许多 推论 及 应 用 


五 .借助 于 著名 的 几何 不 等 式 求解 


例 10 设 入 4BC HIPER AD, BE, CF 相交 于 GC, 为 人 4BC 的 面积 .求证 : 
GD? + GE? + GF? =s 
思路 ” 设 BC = a,AC = b,AB = c, 出 中线 长 公式 及 重心 性 质 ,有 


CD? = Far +2 ~ a?) 


2 Lina 2 p 
CE = Fa +2- b’) 
GF’ = aa +26 - c°) 
注意 到 Weitzenbock 不 等 式 ,az + b? + 22 > 4738.0 
D? + GE? + GF? = Ha + + 22) > Üs 


例 11 圆 内 接 六 边 形 ABCDEF 中 ,4B = BC,CD = DE,EF = FA, 求证 ; 
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AB + BC + CD + DE + EF + FA > AD + BE + CF. 
思路 ” 连 DF 与 BE 32 L, WJ 


LriB Y (FE + DC + CB) = 9 


E BL E: A BFD 的 边 DF 上 的 高 . 
同 理 , 连 BD 交 FC 于 M, 连 BF 交 4D 于 N, 则 FM, 
DN 分 别 为 DB, FB 上 的 高 ,从 而 BL, DN, FM 交 于 一 点 ， 
这 点 就 是 A BFD HED H. 
可 证 Rt 人 HDL 2 RA EDL, 则 HD = DE,HE = 2HL. 
同 理 , HB = BC, HC = 2HM; HF = AF, HA = 2HN. 
由 Erdss-Mordell 不 等 式 ,有 
HB + HF + HD > 2(HL + HM + HN) = HE + HC + HA 
故 AB + BC + CD + DE + EF + FA = 2(HB + HF + HD) > 
HE + HC + HA + HB + HF + HD = AD + BE + CF 
例 12 《Finsler-Hadwiger 不 等 式 ), 设 a,5,c 是 个 4BC 的 三 边 ,5 是 其 面积 ， 
D a? 4 2. 22 4/03S+(a- b +(b- + le o aP, SBN a = b= 
c 时 取 等 号 . 
思路 ”由 余弦 定理 有 


1- cos 4 = 9° = (b - e° 299 
本 2be 
BB l- cos À _ a2- (b = 2 
sin4 7 2Bb'sin À 
2 2 
亦 即 wa. S= (a bD 
注意 到 A ABC 中 的 不 等 式 
unta tn + an S > B 


其 中 等 号 当 且 仅 当 4 = B = C 时 取得 .由 
La? - (b - 2] + [8 ~ (a - e] + [e ` (a - b] = 


4Slim 4 + tn + tan É) >z 435S 


即 证 . 
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六 .三 角形 不 等 式 的 几 种 特殊 求解 思路 


LJ5B8#8-f 8 BE 85 


如 果 用 三 个 正 实数 z. y, 表示 A ABC 的 边 长 a y + rb = z+ nye = 
x + y Ni 全 ABC 中 元 素 均 可 用 x,y,s 表示 ,例如 ; 


2S 
Sa = Z (x + y + s)ayzisin A Groay 


A f (z + y)(y + 2) (z + z) 
sng = Groa rp" z 4SA š 


AYZ. enr 
Ta = A 


TEN gyrr 

2V altaar atya) , 。 2S^ 
ta = ihe = 
° (z+) + (w +y) y+z 
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m = EVA + y) td + day = 2 


用 如 上 一 些 等 式 可 以 替换 含 边 , 含 三 角 函 数 , 含 主 要 长 度 元 素 的 大 量 三 角 
形 不 等 式 为 代数 不 等 式 ,再 运用 代数 知识 求解. 

例 13 在 全 4BC 中 ,ab,e 为 其 三 边 长 ,及 ,7,p 分 别 为 其 外 接 贺 半径 ,内 
切 辆 半径 和 半 周 长 ,求证 : 


a b £ 3R 
+ + 
p-a p-b p-e 
当 且 仅 当 A ABC 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 
思路 设 a=y+zb=z+x,c = x+y,(x,y,z ER'). 则 所 证 不 等 
式 等 价 于 


Yt: žtæ zty 了 (s+7)(y+2)(s + 2) 
x y z 74 xyz ° 


Alyx? + yx + 2x + 22 + 22 + y2) > 
3(22yz + x2y + yz + x? + Ns + y2 + yide 


x y + x2; yz + ylx + Zx + Z y > bayz 
而 y + yz + Zx p 3myz,x2z 2 


HEERE. 
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2. 5 8 3 f 8 g X 5 8 t t BË 


用 a,b,c 表示 三 角形 三 边 ,关于 三 角形 三 边 的 不 等 式 有 如 下 基本 定理 . 
定理 1 令 F(x,y,z) 是 实 系数 对 称 齐 次 多 项 式 , 它 的 次 数 n < 3. 

O) 车 F(1,1,1), F(1,1,0), F 2,1,1) 都 非 负 ,那么 Fla, b,c) > 0; 

(2) Æ F(,1,1) > 0, F(1,1,0), F(2,1,1) 非 负 ,那么 F(a, b,c) > 0; 


(3) Æ F(1,1,1) = 0, 


而 F(1,1,0) > 0,F(2,1,1) > 0, WA 


Fla, b,c) > 0, 且 式 中 等 号 当 且 仅 当 a = b = c 时 成 立 . 

此 定理 的 证 明 可 参见 参考 文献 [17]. 

例 14 求证 :ap a e - a)+ (e +a - b)+ (a+ b- a) ao, 其 
中 a,b,c 是 任意 三 角形 的 三 边 . 


思路 B 


Fla, b,c) = 3abc -a(b +e s a) besa- b) - (a + b - c) 
为 三 次 齐 次 多 项 式 , F(1,1,1) = 0,F(1,1,0) = 0,F(2,1,1) = 2 > 0, 注 意 到 定 
理 1(1), 有 F(a,b,e) > 0, 由 此 即 证 . 


3.385F 885383 NEP 


BJI5 在 公 4BC 中 ,有 下 列 不 等 式 成 立 . 


(Doos A + cos B + cos C <; 


OMERTA sin < 


1 


2 2 < g; 
(3)abe > 8(p - a)(p - b)(p ~ e); 


(4)R > 2r; 
Sa < FR. 
思路 ”由 例 14, 有 


alb? + 22 - a) + b( 2 


+a- b?) ela + 2? - 2) = 3abc 


车 再 注意 到 余弦 定理 , 则 可 得 到 不 等 式 (1); 


(2); 


由 (1), 且 注意 到 cos A + cos B + cos C = 1 + dein £ . s| . si £ 即 得 


由 (2) ,并 注意 到 半角 定理 , 即 得 (3); 


ROA ghe 


>, J (p = a)(p = b)(p = c) py 
V p(p- a) p - bp- e) P 好 得 
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(4); 
由 (4), 且 注意 到 Ro > 2m = 254, 即 得 (5) 
注 :类 似 于 此 例 ,可 得 到 例 14 的 数 十 个 等 价 式 . 
45828688X88223 8 
RITET RFID E AIE N 48 SRE 8 M = J8 RARE 
系 ,给 出 几 个 相关 定理 来 证 明 三 角形 的 三 角 不 等 式 . 
定理 2 用 7(4) 表示 三 角 函 数 sin AR cos 4,tan 4 或 cot 4A, 用 CT(4) 表 
TCA) BRAAF). EWF AARC 的 三 内 角 4,B,C 有 
PLTC), TB), TCO] = (>, ORG), rE), rE] 
成 立 , 则 
RLG) rË) rE) = (>，<)RLTGE A), res rs) 
RE. 


定理 3 在 人 48C 中 , 若 
F[T(A),T(B),T(C)] = (>, <)0 
成 立 , 则 FICr(E), cr(§), cr(§)] = (>, <)0 
也 成 立 . 


定理 4 着 对 任意 人 4BC, 有 
FLTOA) TH) TL) = (>, OREA, rB) rE 
成 立 , 则 当 人 4BC 为 锐角 三 角形 时 ,有 
FL CT(A), CT(B), CT(C)] = (>, OPATA) T(E), E) 
成 立 . 
定理 5 ”车 对 任意 OABC A 
FET), ËE] = (> ，<)0 
成 立 , 则 当 入 4BC 为 锐角 三 角形 时 ,有 
F[CT(A),CT(B),CT(C)] = (>, <)0 
成 立 ,如 上 几 个 定理 的 证 明 可 见 参考 文献 [18]. 


例如 定理 5, 由 sing ` sinë ` sng < 二 ,可 得 oos 4 * cos B+ cos c<4. 
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£ RHSXA3S2X RS 


母 不 等 式 是 研究 不 等 式 的 重要 工具 ,也 是 证 明 不 等 式 的 一 种 途径 . 对 母 不 
等 式 中 的 某 些 参 变量 取 特 殊 值 便 可 获得 一 系列 不 等 式 .下 面 介绍 的 几 个 三 角形 
母 不 等 式 ,它们 的 适用 范围 都 很 广 ,都 赛 括 了 三 角形 中 的 大 批 不 等 式 ， 
定理 6 设 x,y,z € RR, 在 公 4BC 中 ,有 
(1) 2 +? + Z > 2yz- cos A + 2xz * cos B + 2xy * cos C 
其 中 等 号 当日 仅 当 x :sin4 = ysi B = z: sin C 时 成 立 ; 
(2) (xa? + yb? + ze)? > 16SA0(2y + yz + zx) 
其 中 等 号 当 目 仅 当 x :y :z= (bt e-a): (2 a? l Di (a? 2 2) 
HRX 
(3) 334 x,y,z € Rt, R 为 三 角形 外 接 圆 半径 时 
Alx + y + z)R2 > aa? + yb? + 22 + (a? + b+ c2)(ay + yz + sz) 
其 中 等 号 当 且 仅 当 三 角形 重心 与 重心 重合 时 成 立 . 
此 定理 中 的 (1) ,(2),(3) 的 证 明 及 应 用 可 分 别 参见 文献 [19],[20],[62] . 
例如 ,对 于 (1), 令 x = y = z= 1, 则 有 


cos À + cos B + cos C < + 


于 (1), 令 x = cos A,y = cos B, z5 es CAIR 303 


z 


cos Á * cos B + cos C < Ç i 


1 1 1 
对 于 (2), 令 x = y = arz = GWA 


Sa < cc) (Pelya-Szego 不 等 式 ) 
对 于 (2), 令 x = 82+e2-e2y= 2. b, = 2 b on, 
H a,b, 作为 人 4'B'C MERK, 设 公 4'B'C' HERA Sa WA 

aB? eT a?) + BUEP a Bb) + ca? + 2 _ 22) > 6Sa SA 
(Pedoe 不 等 式 ) 
对 于 (3), 令 x = y = z = 1, 则 有 
a+b te < 9R (Neuderg 不 等 式 ) 
XFO) $: = bta, y = a z = at, 2 _ NA 
al. b? + 2 > 443SA (Weitzenbock 不 等 式 ) 
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é BšBRS8EB 


对 于 三 角形 几何 不 等 式 ,有 如 下 变换 原则 . 

定理 7 设 P 为 他 4BC 平 面 ( 非 边 界 ) 上 人 竹 一 点 ,从 P 到 BC, CA, AB WE 
R EEIE D,E, F.W PA = x, PB = y, PC = z,PD = u,PE = ç, PF = 
w. OABC HBC , CA,4B 边 与 外 接 贺 半径 分 别 为 a,5,c，R. 若 有 关于 a,b,c, 
yz, uv w ARREA a, bex yz uv w) 0 则 此 不 等 式 经 如 下 变 
换 


Ti(asB,es ,yy zu 0, Ww) — (ax, by, cz, yz, zx, xy, ux, vy, zw) 


或 Si(aab,arynu s) > (SE AE a L E rr 


aa b C 111 

R Ki(a,b.e,r,y, r u,v w) > (ZR Duuk’ 2unR u'o’ w 
仍 成 立 . 此 定理 的 证 明和 应 用 可 参见 参考 文献 [22]. 

例如 ,由 不 等 式 

Sacs PA? + Saqi ° PB? + Sap PC g Èp : PA + PB - PC 

即 au? + bo? + c g p ° x*y* x(p 为 三 角形 半 周 长 ), 经 7 变换 ,并 利 

H au + bo + cw = 25a, 则 得 不 等 式 
ax + by + cz > 4a 

Bp a PA + b+ PB + c° PC >4SA 


练习 题 2.11 


1 在 周 长 为 的 A ABC ND AORE: Lp < 40 + BO + CO < p. 

2. 设 a,8,e 为 任意 三 角形 的 边 长 , 则 

(l)a(b - c) + ble ~a) + cla- bY +4abe > a? + b? +c; 

(2)Xa +b ~ea- b + e)(a + b + e) = abe; 

(3)a2b(a - b) + belb - c) + ale ~- a) > 0. 

3. 设 E, F, G, 是 四 边 形 ABCD 的 边 AB, BC, CD, DA 的 中 点 ,求证 :Sisco = 
EG HF < L(AB+ CD) -Aap + BC). 

4. TE AABC HRAM , Sa 为 其 面积 ,求证 :4Sa < AM + BC + BM AC + 


1 1 1 
++ 
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CM > AB. 
5. ABCD 为 面积 为 $ 的 凸 四 边 形 ,直线 AB 与 CD ARAN a , AD 与 BC 间 夹 
角 为 B, 求 证 :4B - CD .sina+4D. BC - sin B < 28 < AB + CD + AD : BC. 
6. 设 m, 是 三 角形 中 边 长 为 x 的 边 上 中 线 长 ,R 为 其 外 接 圆 半径 . RE: 


(1)m + mà + mŠ < ROm + m + m < $n. 


7. 设 六 是 三 角形 中 边 长 为 x 的 边 上 的 高 ,r AAEE RIE: ha + he + 
h, > 9r. 


WAG a,b,c ARFER 尺 且 面积 为 SA 的 三 角形 中 , 试 证 : 


(R< zs Ze (a +b) + c)Xc + a); 


Ql... dpi 5, 


(3)3(ab + bc + ca) < (a + b + ey) < 4(ab + bc + ca); 
(4)ls ~ a)t + Cs -b)+ (s = ot > 5A( 其 中 ,s = La +b +e); 
444 +i ageh, = a+ b+ c, FHR); 


1 
35 


(6) + É + 2 > 
(7)p2 > D. SA; 
(8): + P+ O > + 


《9)a3 + 本 + 5 > sa "Pi 


(10) at + bf + ct > 168A. 

9, 证 明 Pedoe 不 等 式 ， 

10.2 P HIE AABC 内 一 点 ,线段 AP. BP, CP 依次 交 三 边 BC, CA, AB 于 
An Bis Cl. 求证 ;41B1* BC ° Cihi > AB BIC: GIA. 

11, 设 ABCDEF 是 凸 六 过 形 ,并且 48 // DE, BC // EF, CD // AF À$ Ry, 
Ro, Re 分 别 为 全 48, 全 BCD, 公 DEF 的 外 接 圆 半径 ,p 为 该 六 边 形 周 长 .求证 : 


Ra + Re + Re a > 


2' 


= FRA 
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第 十 二 章 。 点 的 轨迹 \ 作 图 问题 的 求解 思路 


一 .轨迹 问题 


在 几何 中 ,把 具有 某 性 质 的 点 组 成 的 集合 叫做 具有 这 种 性 质 的 点 的 轨迹 . 
求解 轨迹 问题 ,往往 首先 要 设法 发 现 满足 条 件 (具有 某 性 质 ) 的 点 的 集合 是 什 
么 形状 和 处 在 何 种 位 置 , 然 后 还 要 加 以 证 明 , 既 要 证 明 具 有 所 要 求 性 质 的 点 都 
属于 问题 答案 的 图 形 , 又 要 证 明 这 个 图 形 上 的 所 有 点 都 具有 所 要 求 的 性 质 . 此 
时 前 者 往往 是 解决 问题 的 关键 所 在 ,因为 发 现 轨迹 的 过 程 ,自然 涉及 它 的 成 图 
过 程 ,其 间 的 逻辑 关系 很 可 能 已 经 从 本 质 上 养 清楚 了 ,所 以 ,此 时 后 面 的 证 明 大 
多 是 补 行 的 手续 . 

轨迹 问题 根据 结论 部 分 叙述 是 否 完整 可 分 为 三 种 类 型 

I 命题 结论 中 明确 说 出 了 轨迹 图 形 的 形状 ,位 置 和 大 小 ; 

工 命题 结论 中 只 说 出 了 轨迹 图 形 的 形状 ,对 于 位 置 和 大 小 或 缺少 ,或 叙述 
不 全 ; 

下 命题 结论 只 说 求 适合 某 些 条 件 的 点 的 轨迹 ,对 轨迹 图 形 的 形状 位置 和 
大 小 没有 直接 提供 任何 信息 . 

有 些 轨迹 问题 比较 复杂 ,求解 时 还 要 用 到 一 些 最 常见 最 基本 的 轨迹 命题 作 
为 推 求 的 基础 ,我 们 把 这 些 命题 作为 罗 迹 基本 定理 ， 

定理 1 ”和 一 个 定点 的 距离 等 于 定 长 的 点 的 轨迹 是 以 已 知 点 为 融 心 ,以 定 
长 为 半径 的 圆 . 

定理 2 ”和 两 个 定点 的 距离 相等 的 点 的 轨迹 是 连结 这 两 个 已 知 点 的 线段 
的 垂直 平分 线 . 

定理 3 ”和 一 条 已 知 直 线 的 距离 等 于 定 长 的 点 的 轨迹 ,是 平行 于 已 知 直线 
且 位 于 直线 两 侧 并 和 这 直线 的 距离 等 于 定 长 的 两 条 平行 线 . 

定理 4 与 两 条 平行 线 距离 相等 的 轨迹 ,是 和 这 商 条 平行 线 距离 相等 的 一 
条 平行 线 ， 

定理 5 与 相交 两 直线 距离 煌 等 的 点 的 轨迹 ,是 分 别 平分 两 已 知 直线 交角 
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的 互相 垂直 的 两 条 直线 . 

定理 6 ”对 已 知 线段 的 视角 等 于 定 角 a(P < a < 180) 的 点 的 轨迹 ,是 以 
已 知 线段 为 弦 , 所 含 圆周 角 等 于 a MRBIN. 

推论 ”对 已 知 线段 的 视角 为 直角 的 点 的 轨迹 ,是 以 已 知 线段 为 直径 的 贺 
《除去 线段 两 端点 ) . 


L H9EBEBEE Ey 


例 1 如 图 2.12.1, 动 梯形 EFGH 的 一 底 EF 的 两 端 分 
IAEE A ABC 的 两 边 48,4C L, EF // BC, 另 一 底 CH 
的 端点 分 别 在 4C,48 上 滑动 .求证 ; CH 的 中 点 P 的 轨迹 是 
2 ABC 的 中 线 4D( 点 4 以 及 4D 与 EF HIZA M 除外)， 

思路 ”一 方面 , 设 P( 不 与 点 4 及 AD 与 EF 的 交点 用 
重合 ) 为 动 梯形 EFGH 一 底 GH 的 中 点 , 连 4P 交 BC 于 D，3 D c 
由 GH // EF // BC, HP : BD = PG : DC ëk BD = DC, 图 2.12.1 
即 疡 在 中 线 4D E. 

另 一 方面 , 设 P H A ABC 的 中 线 4D 上 的 任 一 点 (点 4 以 及 4D 与 EF 的 交 
点 MIRAH, iE P ERG // EF2ZAB, AC FI, B HP :BD = PC: DC 
HP a PCU P 符合 条 件 . 

综 上 ,可 知 点 的 轨迹 是 A ABC 的 中 线 4D( 点 4 以 及 4 委 与 EF 的 交点 MM 307 
除外 ). 


28 I EBBHEEESE XERBDBED.H Ë 
例 2 RIEMER KERETI MAREMA NIEA, Bs 
点 所 连续 自 的 中 点 是 国 的 国 心 
思路 TEPER, A, BEMER ARKAE, 0O 为 线 匀 4 的 中 点 ， 
PA? + PB° = 及 ,此 时 应 设法 确定 加 的 半径 . 设 48 = a, 则 由 三 角形 中 线 长 公式 
有 PO s LVI EAMA k > am AVI TE TARRE. 
SETAE PAREPA + PEP = PMA PIEDO BI seis 


IVIT > Go 的 加 上 ; 另 一 方面, 若 设 点 P AAV) 


C > Ba) 上任 一 点 , 则 PO = 二 V3E 一 司 ， 又 由 三 角形 中 线 长 公式 知 
t BBAB.RHHBSREEB 
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PR + PB = RIR P 符合 条 件 . 


3.HIHHBBHEE280ETHEZ KENTAR ER B. NASR NA 
RA sz 


例 3 以 点 0 为 中 心 的 正 a(a > 5) 边 形 的 两 相 邻 点 记 为 A, B, A YYZ 与 
A04B 全 等 ,最 初 令 全 XIZ 与 A 04B 重合 ,然后 在 平面 上 移动 人 XYZ ,使 点 Y 
与 了 均 洛 着 多 边 形 的 周 界 移动 一 周 ,而 点 下 保持 在 多 边 形 内 移动 , 求 点 工 的 轨 
A. (参见 第 一 篇 第 十 章 中 例 10) 

BH H 

Z XZ + LYBZ = LAOB + Z ABC = n KARIEN 


有 X,Y, B, Z WARE, AN Z XBZ = Z XZY = OBY, B X # BO 的 延长 线 
上 .又 


n = 2 2 


Sam = LBX - BY - sin Z XBY = -L yy - BY - sin ZXYB 


2 = 2 
XV sin ZXYB _ XY sin XYB 
有 BX = mA = nm 
an > x 


而 Z XYB 的 变化 范围 是 "于 n < LXYB < x ~ Ë n AWAS X Slika 0 8 
最 大 距离 为 


1- xY _ OB = a(l - cos) 
sin( 了 了 - 5) sin 到 
其 中 ,a 为 正 n 边 形 的 边 长 .足见 当 点 了 在 48 上 变化 时 ,点 
恰 在 BO 的 延长 线 上 由 点 0 出 发 描绘 了 长 度 为 a 的 线段 两 
次 .这 样 ,点 了 的 轨迹 是 由 正 n 边 形 的 中 心 背 向 每 一 顶点 的 
长 度 为 4 的 线段 所 组 成 的 * 星 形 ”. . 
例 4 如 图 2, 12.2, 给 定 锐角 0 AIIIN UB PS 4 Bl. bF 
公 切 点 4 作 定 直线 i( 不 过 圆心 ) 交 外 贺 于 点 8. 设 点 型 在 外 
图 优 弧 上 运动 ,W 是 M4 与 内 圆 的 男 一 交点 ,P 是 射线 MB 上 
的 点 ,使 得 人 MPN = 9. 试 求 点 已 的 轨迹 ， 
思路 ”过 4,8 作 外 网 的 切线 相交 于 7, 设 直线 1 与 内 贺 
的 交点 是 C, 连 NC, 在 BT 上 取 点 D, 使 BDC = 9,3 AD, 


FOE BSET RA MERTA 


CD Mit ANMP o> A cap HA BC 


= BD 
又 MB // NC, 有 炙 = ÉE. kisa aa -4E WEA ZAMP = 


Z ABD ,W| A AMP o A ABD. 
AABC 是 一 个 完全 确定 的 三 角形 ,因此 ,全 AMP 的 各 角 及 各 边 之 比 都 是 完 
全 确定 的 .由 此 可 看 到 ,点 了 可 由 点 用 经 过 绕 点 4 的 旋转 相似 变换 而 得 到 , Bl 


PAM = LDAB(EM) A = 忽 ( 定 值 ). 因 此 ,将 所 给 的 外 加 的 优 弧 作 相应 
的 旋转 相似 变换 就 得 到 点 P 的 轨迹 ,是 以 AD 为 弦 , 张 角 等 于 人 ABD( 定 角 ) 的 
一 段 赔 弧 . 

例 5 如 图 2.12.3, 已 知 ABCD 的 对 角 线 4C A p 
BD 交 于 0, 在 直线 CD 上 任 取 一 点 E, 连 AE 交 对 角 线 BD 
所 在 直线 于 FF, 连 OE, CF 交 于 了. 试 求 交点 P 的 轨迹 . OE 

思路 ”点 E 可 在 直线 CD 上 任 取 , 则 设 E 一 DD, 有 AP 
F— D,K P— D, Bl DEREK ORA W E E 82.3 
线段 DC 的 延长 线 上 无 限 远离 , 即 B-* > ,WJ F — B, 这 
时 OE /CD, 因 而 OE 3 BC 于 中 点 村 ,这 是 轨迹 的 一 个 端点 (极限 点 ); 设 在 
线段 CD 的 延长 线 上 无 限 远 离 , 旭 在 Bp 的 延长 线 上 无 限 远离 ,因而 oE, CF 
的 交点 也 无 限 远离 . 至 此 可 斯 定 ;符合 条 件 的 点 的 轨迹 是 以 BC 的 中 点 衣 为 309 
端点 ,经 过 定点 D 的 一 条 射线 . 

事实 上 , 若 设 DP 交 0C 于 NN, 交 BC T M' ,由 直线 AFE R AOD 的 三 边 于 


AF E BEREE, A CEDE = -1. 又 在 COD 中 有 三 线 中 点 ,由 塞 现 
ON CE DE ” 
定理 wc ' ip’ FO = 1 可 得 
M ONS N: NO = 1:2 
从 而 六 是 入 BCD 的 重心 ATAR DPN 必 过 BC 边 的 中 点 好 , 即 M SMER, 


即 直线 DP 恒 过 定点 以, 故 符合 条 件 的 点 P 的 轨迹 是 射线 MD. 
二 . 作 图 问题 


在 几何 中 ,预先 给 出 一 些 条 件 , 要 求 作出 具备 这 些 条 件 的 图 形 的 问题 称 为 
作 图 问题 .不 过 要 注意 ,平面 几何 中 的 作 图 工具 只 限 用 无 刻度 的 直 尺 和 圆规 , 因 


— 点 的 轨迹、 作 图 问题 
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此 又 称 尺 规 作 图 . 尺 规 作 图 能 够 完成 的 基本 作 图 只 有 如 下 三 项 : (1) 通过 两 已 
知 点 可 作 一 条 直线 ;(2) 已 知 圆心 和 半径 可 作 一 个 阅 ;(3) 两 已 知 直线 ,一 已 知 
ERA- EARCH) ,或 两 已 知 圆 , 如 其 相交 ,可 作出 其 交点 .此 外 ,还 附加 
一 个 约定 :在 已 知 直线 上 或 外 部 均 可 以 任意 取 点 ,但 所 取 的 点 不 得 附加 任何 特 
殊 性 质 .此 三 条 又 叫做 作 图 公法 ,是 尺 规 作 图 的 理论 根据 ， 

在 作 图 中 ,我 们 又 把 根据 作 图 公法 或 一 些 已 经 解决 的 作 图 题 而 完成 的 作 图 
叫做 作 图 成 法 , 它 可 以 在 以 后 的 作 图 中 直接 应 用 . 例如 : (1) 任意 延长 已 知 线 
Ë; (2) 在 已 知 射线 上 自 端点 起 裁 一 线段 等 于 已 知 线段 ; (3) 以 已 知 射线 为 一 
边 , 在 指定 一 侧 作 角 等 于 已 知 角 ; (4) 已 知 三 边 ,或 两 边 及 夹 角 , 或 两 角 及 夹 边 
作 三 角形 ; (5) 已 知 一 直角 边 和 射 边 , 儿 直 角 三 角形 ;(6) 作 已 知 线段 的 中 点 ; 
G) 作 已 知 线段 的 中 重 线 ;(8) 作 已 知 角 的 平分 线 ; (9) 过 已 知 直线 上 或 外 一 已 
知 点 , 作 此 直线 的 垂 线 ;(10) 过 已 知 直线 外 一 已 知 点 , 作 此 直线 的 平行 线 ; (11) 
已 知 边 长 作 正方 形 ;(12) 以 定 线段 为 纺 , 已 知 角 为 圆周 角 , 作 己 形 弧 ;(13) 作 已 
知 三 角形 的 外 接 图 ,内 切 图、 旁 切 加 (14) 过 加 上 或 圆 外 一 点 作 圆 的 切线 ;(15) 
作 两 已 知 图 的 内 、 外 公 切 线 ;(16) 作 已 知 圆 的 内 接 (外 切 ) 正三 角形 \ 正 方形 、 正 
六 边 形 ;(17) 作 一 线段 ,使 之 等 于 两 已 知 线段 的 和 或 差 ; (18) 作 一 线段 ,使 之 等 
于 已 知 线段 的 n 倍 或 n 等 分 ;(19) 内 分 或 外 分 一 已 知 线 眉 ,它们 的 比 等 于 已 知 
比 ;(20) 作 已 知 三 线段 a,b,c 的 第 四 比例 项 ; (21) 作 已 知 线段 a,5 的 比例 中 
项 ;(22) 已 知 线段 a,5, 作 一 线 股 x = V al, P SR z = V 2 Pla > 5); 等 
等 


所 谓 完 成 了 一 个 作 图 ,就 是 说 把 问题 归结 为 有 限 次 完成 上 述 基 本 作 图 或 作 
图 成 法 作 图 动作 .求解 作 图 问题 的 步 又 一 般 为 , 写 出 已 知 (详细 写 出 题 设 条 件 ， 
并 用 相应 符号 或 图 形 表示 ) 与 求 作 (说 明 要 作 的 图 是 什么 ,以 及 该 图 形 应 具备 
的 题 设 条 件 ) ,进行 分 析 ( 寻 求 作 图 线索 ), 写 出 作法 ,证 明 , 并 进行 讨论 (在 怎样 
的 情形 下 有 解 ,有 多 少 种 解法 ). 其 中 分 析 是 解决 整个 作 图 问题 的 关键 . 在 本 节 
中 ,我 们 只 把 注意 力 放 在 分 析 这 一 点 , 即 假设 所 求 的 图 形 已 作出 ,并 研究 它 的 性 
质 ,寻求 如 何 利用 已 知 条 件 作 图 ,以 思路 形式 写 出 ,其 他 各 步 在 大 多 数 例题 中 就 
略 去 了 ,请 读者 自己 完成 . 

一 般 作 图 问题 可 分 为 定位 作 图 (在 指定 位 置 上 作 图 ) 与 活 位 作 图 . 常用 的 
作 图 分 析 思 路 可 从 代数 法 、 交 轨 法 、 三 角形 英 基 法 、 变 换 ( 变 位 、 位 似 \ 反 演 等 ) 
法 等 方面 去 考虑 . 
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有 些 作 图 问题 的 解决 常 归结 为 求 作 一 条 线段 ,而 未 知 线段 的 量 可 以 用 一 些 
已 知 线段 的 代数 式 表 示 ,于 是 根据 这 个 代数 式 先 作 出 所 求 线段 ,然而 再 完成 束 
个 作 图 ,这 种 借助 于 代数 运算 来 求解 作 图 问题 的 方法 叫做 代数 分 析 法 ,简称 代 
数 法 . 

例 6 求 作 一 圆 ,使 之 通过 两 定点 A, B 并 切 于 已 知 直线 i. 

思路 ” 设 问 题 已 解 , 求 作 的 圆 切 直线 于 了 , 若 能 确定 点 了 的 位 置 ,那么 通 
过 4,B, 了 的 圆 即 为 所 求 .假设 直线 AB 和 ! 相交 于 一 点 0 ,那么 x = 0T 满 足 关 
E Z = OA: 08, 即 “是 线段 04 和 08 的 比例 中 项 . 若 直线 AB 与 1 不 相交 , 则 
AB 的 中 三线 必 与 ! 相交 于 一 点 . 

作法 ”车 连 48 交 i! 于 0, 则 作 04 和 08 的 比例 中 项 .在 ! 上 到 点 了 使 O7 
等 于 比例 中 项 ,过 4, 下, 了 所 作 的 圆 即 为 所 求 . 若 AB 所 在 直线 与 1 不 相交 , 则 作 
AB 的 中 垂 线 与 1 相交 于 T, 过 4,8,7 所 作 的 圆 即 为 所 求 。 

证 明 ”车 连 48 与 1 交 于 0, 由 作法 知 04 : OT = OT: 08, 于 是 人 O04T 和 
AOT 有 一 角 相等 且 夹 边 成 比例 ,这 两 三 角形 相似 ,从 而 ZABT = 人 0BT = 
LOTA BEE OT 切 于 圆 . 若 连 AB 与 1 不 相交 时 作 的 贺 显 然 与 1 相 切 . 

讨论 SER AB 与 1 相交 于 一 点 且 4,8 在 同情 时 ,有 二 解 ; 当 A, B 在 
1 异 侧 时 无 解 ; 当 AB // 1 或 4,8 之 一 在 1 上 时 ,有 一 解 ; 当 4,8 痢 在 1 上 时 无 解 ，311 
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有 些 作 图 问题 , 常 归 结 为 确定 某 一 点 的 位 置 RERE REA 
个 条 件 , 于 是 分 别 作出 只 符合 一 个 条 件 的 轨迹 , 则 这 两 个 轨迹 的 交点 即 为 所 求 
的 点 ,这 种 利用 轨迹 的 交点 来 求解 作 图 问题 的 方法 叫做 交 轨 法 . 

例 7 参见 第 一 篇 第 一 章 中 例 9. 

此 例 就 是 用 交 轨 法 求 得 关键 的 点 E TRE. 


£ 
N 
3.ZF8B8E; AIN 
对 于 某 些 作 图 问 c 


E EREEREER- mH 
三 角形 , 便 莫 定 了 整个 图 形 的 基础 .这 种 以 作出 某 个 三 角 / Z 
形 为 基础 的 作 图 方法 叫做 三 角形 英 基 法 . r 
例 8 已 知 一 边 上 的 高 ho 中线 m, 和 它 的 对 角 £ 
LA, RHE 人 48C. 如 图 2.12.4. 图 2.12.4 


Eto 点 的 轨迹 、 作 图 回 题 的 求解 思路 
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思路 ”假设 个 4BC 已 作出 ,4M ACHP, AH EEKE. WA 是 4 关于 
点 寻 的 对 称 点 .由 此 可 见 ,可 先 作出 RAS ANMH( 用 交 轨 法 , 先 作 AM = mo, 再 定 
点 本 ,再 以 44 = 2m, 为 弦 , 作 张 角 为 18P - ZA REAM, EE MH SAIE 
F C, RHE CRAM 的 对 称 点 召 .由 此 可 作出 A ABC. 


4.39 8 £ 


对 于 某 些 作 图 问题 ,可 运用 各 种 几何 变换 作出 .例如 , 变 位 法 :把 图 形 中 某 
些 元 素 施行 适当 的 合同 变换 ,然后 借助 于 各 元 素 的 新 旧 位 置 关系 发 现 作 图 的 方 
法 ;位 似 法 ; 作 图 时 , 常 先 合 弃 图 形 的 大 小 ,位 置 条 件 (或 部 分 位 置 条 件 ) ,作出 满 
足 形状 要 求 的 图 形 P' ,然后 选择 适当 的 位 似 中 心 和 位 似 比 ,作出 符合 大 小 要 求 
(或 位 置 楼 求 ) ,并 与 r 位 伏 的 图 形 ; 反 演 法 ;对 于 与 加 有 关 的 一 类 作 图 问题 , 利 
用 反 演变 换 的 性 质 来 求解; 等 等 . 

例 9 已 知 三 角形 边 长 为 a 的 边 上 的 高 加 , 另 两 边 的 4 
2 b -c。 和 三 角形 内 急 贺 的 半径 7, 求 作 这 个 三 角形 . i 

思路 。 假设 已 作出 所 求 的 人 4BC, 设 ERWAN A 
BC 边 的 切 点 , PQ 是 这 个 圆 的 直径 ,R 是 旁 切 贺 和 BC UK F 
切 点 .显然 ^i 


BR = Flatb+e)-e= plasd- o) N ⁄ 


BQ = Y(a +b - e) 图 2.12.5 


因此 RQ =} BR- BQ I=l]b- ec] 

Z ABC 的 内 切 圆 和 切 于 BC AARU 812 MEE JEE rh at: A. BAR 4 

在 直线 PR 上 ,如 图 2. 12.5. 
由 此 可 得 作法 : 作 直角 APOR, E PO = 2r,RO = 1 8 - c |, 然后 作 两 条 平 

行 于 直线 RG, 且 到 它 的 距离 为 h 的 直线 .顶点 4 是 其 中 的 一 条 直线 和 射线 RP 

的 交点 , 因 已 知 内 切 图 直径 PQ 的 长 ,能 够 作出 肉 切 圆 .从 点 4 作 这 个 圆 的 切线 

和 直线 RQ 的 交点 ,就 是 三 角形 的 顶点 和. 


练习 题 2.12 


1. 已 知 平 面 上 点 AME RERE AM 和 BM 的 长 的 平方 的 差 (或 和 ) 是 党 
数 的 点 的 轨迹 . 


2. 两 个 半径 为 r 和 r, 的 车 轮 沿 着 直线 1 滚动 , 求 它们 的 内 公 切 线 交点 M 


POR 懂得 庄子 "兵法 "一 一 熟悉 基本 思路 


的 轨迹 . 
3.# A ABC 的 边 4B 和 BC 上 ,任意 截取 长 度 相等 的 线段 AD ACE. RARE 
DE 的 中 点 轨迹 . 

4. 已 知 贺 和 其 内 的 定点 忆 , 过 圆 上 任 一 点 Q 作 圆 的 切线 ,从 圆 的 贺 心 向 直 
线 PQ 引 垂 线 , 和 切线 交 于 点 MRA M 的 轨迹 . 

5. 设 0 是 矩形 ABCD 的 中 心 . 求 满足 条 件 AM > OM,BM > OM,CM > 
OM,DM > OM 的 点 于 的 轨迹 . 

6. 设 AB 是 定 半圆 所 在 的 直径 ,0 是 圆心 , C 是 半圆 上 的 一 个 动 点 , CD 上 
AB FD EFB OC 上 截取 OM ,使 OM = CD, 再 设 动 点 C 沿 着 半圆 从 点 4 移 
动 到 点 B. 试 求 点 M 的 轨迹 . 

7. 已 知 一 直线 和 一 个 贺 不 相交 , 求 作 一 圆 , 使 其 半径 为 r, 且 和 已 知 的 直线 
和 圆 都 相 切 . 

8. 已 知 图 和 在 其 内 的 两 个 点 4, 召 . 求 作 内 接 于 该 图 的 直角 兰 角 形 , 使 它 的 
直角 边 分 别 过 已 知 两 点 . 

9. 已 知 三 角形 的 三 条 高 h。, hh, h。, 求 作 这 个 三 角形 . 

切 ,已 知 凸 四 边 形 的 所 有 边 的 长 和 一 条 中 位 线 长 (连接 相对 边 中 点 的 线段 
长 ) , 求 作 此 凸 四 边 形 . 


1. BARE a,b,c,d e RERESET + 


< 
d f’ 


毕 达 哥 拉 斯 在 发 现 了 他 的 直 前 三 角形 基本 定律 后 , 曾 举 办 了 一 
次 盛大 的 牛 于 。 从 此 以 后 ,等 当 新 的 真理 被 发 现 后 ,所 有 的 生 人 ( 牛 ) 
AF088 33. 
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部 署 优势 “兵力 ” 
一 一 善 用 基本 性 质 


| 
I —A. Lichnerowicz 

I 

| 完全 没有 知识 , 则 根本 不 可 能 产生 好 念头 .一 全 好 念头 的 基础 是 过 去 

i 
i 
I 


的 经 验 和 已 有 的 知识 ,仅仅 靠 记 忆 不 足以 产生 好 念头 .但 若 不 重新 收 
集 一 些 有 关 事 实 , 则 也 不 会 出 现 好 念头 、 


i 
| 
如 果 我 们 对 该 冤 基 知识 贫 筷 ,是 不 容易 产生 好 仿 关 的 .如 果 我 们 | 
l 
l 
l 


PARAMA AEREE EKER, EREEREER Ja) 
的 首要 条 件 .在 求解 某 些 稍为 复杂 的 平 而 几何 问题 时 ,虽然 能 够 根据 问题 所 求 
解 的 目标 ,找到 一 个 大 致 思路 或 准备 运用 的 方法 ,但 有 时 苦于 具体 的 思路 、 步 
又 方法 难以 选 定 ,也 难以 人手. 因为 这 些 问题 的 求解 关键 往往 不 只 一 处 ,车 仅 
仅 考虑 最 后 的 一 个 目标 是 远 远 不 够 的 . 解 题 实践 告 诉 我 们 : 比较 有 效 的 办 法 之 
一 是 把 一 些 基础 知识 ,包括 定义 ,定理 等 ,按照 图 形 分 别 归 类 .每 一 个 基本 图 形 
都 与 许多 定义 ,定理 有 关 . 把 这 些 定义 、 定 理 和 图 形 结合 起 来 ,不 光 能 记 住 这 些 
定理 等 图 形 的 基本 性 质 ,而 且 更 重要 的 是 ,能 够 掌握 在 图 形 中 有 怎样 的 条 件 就 
能 够 得 出 怎样 的 结论 ,同时 ,能 更 深入 地 掌握 图 形 的 特征 及 其 基本 性 质 ,便于 灵 
活 送 用 .在 求解 时 ,能 从 题 设 图 形 及 已 知 的 条 件 和 求解 的 结论 ,联想 到 近似 的 基 
本 图 形 , 找 到 合适 的 定理 等 图 形 的 基本 性 质 ,容易 探索 到 求解 的 有 效 途 径 ， 
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第 一 章 ”三 角形 中 的 巧合 点 问题 


三 条 或 三 条 以 上 直线 恰巧 相交 于 一 点 ,通称 为 巧合 点 .所 谓 三 角形 的 巧合 


点 ,就 是 关于 三 角形 的 某 些 特殊 线 的 交点 ,这 些 点 都 各 有 其 专用 的 名 称 . 


一 .三 角形 外 心 的 基本 性 质 及 应 用 


三 角形 三 边 中 垂 线 的 交点 ,叫做 三 角形 的 外 心 . 外 心 也 就 是 三 角形 外 接 圆 


的 圆心 .显然 ,外 心性 一 . 


定理 1 W 0 为 全 486 的 外 心 , 则 (1)04 = 08 = 0C, 反 之 亦 成 立 ; 


(2) 人 BOC = 2LA RÉ Z B0C = 36 - 2ZA(Z AOB, Z AOC RW). 


三 角形 的 外 心 在 形 外 . 
心 ;(2) 直径 所 对 的 圆周 角 为 直角 ,直角 三 角形 斜 边 土 的 中 线 等 于 斜 边 的 一 半 . 


关于 BC,CA,AB 的 对 称 点 分 别 为 4 ,BC . 求 
证 :(1D44' , BB' ,CC' 交 于 一 点 P;(2) 车 BC, CA, 


外 心 . 
互相 平分 知 4C MOB. HAC 40B, 则 有 AC 


AN ,CC' 在 它们 的 中 点 了 相交. 


定理 2 ” 设 三 角形 的 三 边 长 \ 外 接 贺 半径 面积 分 别 为 4,8,c,R,SA, 则 R 


abe 


= 49<' 
定理 3 ”直角 三 角形 的 外 心 为 斜 边 中心 , 锐 角 三 角形 的 外 心 在 形 内 , 钝 角 315 


由 外 心 的 概念 与 性 质 ,我 们 可 进一步 了 解 到 : (1) RHEES ROAA 


例 1 如 图 3.1.1, 设 入 4BC 的 外 心 为 0, 若 0 


AB 的 中 点 分 别 为 4 Bo Cu M P H AAB G fl ñ 


证 明 (1) 如 图 所 示 , 由 四 边 形 084'C 对 角 线 


LAC ,出 四 边 形 4C'4'C 为 平行 四 边 形 , 故 知 


同 理 , 知 BB' 也 过 己 , 即 44' , BE , CC 交 于 一 点 已 
(2) 由 少 ,0 关 于 BC 对 称 , 易 见 <BC4' = 90P - 人 4, 且 A'C = ROME 


一 = 合 占 问题 


平面 儿 何 证 明 方法 全 书 


3458). E AACA 中 ,由 余弦 定理 有 
AA'? = R? + b? ~ 2Rb .cos(C+9P -4) = R, 2, 2 - 22 
其 中 ,BC = a,AC = 5,48 = o, 于 同 . 
同 理 BB? = 2. 2. 2 b, Cc = R2 + 2, 2 - 2 
从 而 PB? = ARa aa o- P) PO (Rt) 
又 由 三 角形 中 线 长 公式 ,有 
Ph = 于 [2(PB + PO) - a?) - HACR 4 o? + 


P-R +a- t) a] FR 


同 理 , PB; = TE, PCI = T 2 jN P 3 AAB G 的 外 心 ， 


例 2 如 图 3.1.2, 在 人 4BC HIH AB , BC, CA 4 
上 分 别 取 点 P,Q,S. 证 明 以 AAPS,A BQP, 
A CS0 外 心 为 顶点 的 三 角形 与 A ABC 相似 . 
316 证 明 ” 设 01,03,03 分 别 为 人 4PS, 公 BQP， 
ACS0 的 外 心 ,作出 六 边 形 01PO20033, 由 外 心 
性 质 知 CPOIS = 2ZA,ZQ0,P = 2ZB, 
£8030 = 2⁄C.BJ 图 3.1.2 

LPOIS + ZQ0,P + ZS0;Q0 = 36 

从 而 Z 0,P0, + Z 0,00; + Z 0,S0, = 36 

将 公 0;80; 绕 0, 旋转 到 AKSO, 2 8l AKSO, 2 人 0,PO1, 同时 可 得 
A0,0,0; 2 A 0,K0,. AT 


b: 


0:010; = ZK0.0; = $ L0:0:,K = (200.8 + ŻS0,K) = 


(L01018 + ZP010)) = 3 ZP0,5 = LA 
同 理 , 人 010203 = Z B. A 0,0,0; > AABC. 


二 、 三 角形 重心 的 基本 性 质 及 应 用 
三 角形 三 边 上 的 高 线 的 交点 ,叫做 三 角形 的 重心 .显然 ,重心 惟一 . 


定理 4 设 公 4BC 的 三 条 高 4D,BE, CFTE JF D,E, FARE, H 
HAE W) Eù # 关 于 三 边 的 对 称 点 , 均 在 A ABC 的 外 接 贺 上 ;(2) 图 中 


第 三 篇 “部署 优 势 "兵力 "~ 羡 用 基本 性 质 


有 六 组 四 点 共 圆 ,三 组 (每 组 四 个 ) 相似 直角 三 角形 , 且 458 HD = BH : HE = 
CH. HP,G3)B,A,B,C 中 任 一 点 是 其 余 兰 点 为 顶点 的 三 角形 的 生 心 (并 称 这 
样 的 四 点 为 一 重心 组 );(4) 锐角 A ABC 的 内 接 三 角形 (顶点 在 分 4BC 的 边 上 ) 
H, BEE A DEF WAKRA: (5)AABC, ABCH, AABH, AACH 的 外 接 圆 是 
等 圆 ， 

RER Q KH XT BC 的 对 称 点 .(1) 由 和 4CB = 人 BHK = Z BKA 
即 证 在 全 4BC 的 外 接 贺 上 ;(2) B; (3) 由 重心 定义 证 ;(4) 参见 第 一 篇 第 一 章 
中 例 8 或 利用 对 称 变换 即 证 ;(5) 由 全 BHC 与 A BKC 的 两 外 接 圆 是 等 图 即 证 

定理 5 ”直角 三 角形 的 重心 在 直角 顶点 ,锐角 三 角形 的 重心 在 形 内 , 钝 角 
三 角形 的 垂 心 在 形 外 ， 

例 3 如 图 3.1.3, 已 各 如 0 的 直径 为 4B8,4C 3k, 
C 是 从 的 中 点 ,CD L AB F D, AG T. E, BC % AG + 
下 ,求证 :45 = EF. 

证 明 ” 连 0C,4C, 由 6 是 从 中 点 , 则 0C 46. 又 
CD | 48, 则 知 瑟 为 A CA0 的 重心 . 

PE OE ZZ AC FM, M] OM | AC, X BC | AC, M 
OM // BC. 又 林 为 4C 中 点 , 故 45 = EF. 

例 4 如 图 3.1.4, 已 知 吾 为 人 4BC 的 重心 ,也 , 忆 , 严 
分 别 为 BC, CA. AB 的 中 点 ,一 个 以 如 为 圆心 的 圆 交 DE ñ 
FP, Q.X EFFR,S, 3 DP TT. UER: CP = C0 = A A YA 
AR = AS = BT = BU. LA 

证 明 ” 设 4L, BM, CN 为 人 4BC 的 三 条 高 线 , 杠 交 
中 位 线 EF FK, I K AL 的 中 点 , 且 AK 垂直 平分 SR， PU 
HAS = AR. 

同 理 , BT = BU, CP = CQ. 

下 面 证 明 AR = BT = CP. 设 圆 吾 的 半径 为 >, 则 
AR? = AK? + KR? = AK? + r°- HK? = r + AH(AK - HK) = r? + AH > HL 
HE BT? = r + BH' HM,CP = r+ CH' HN 
而 AH HL = BH - HM = CH- HN 
故 AR = BT = CP, 所 以 

CP = CQ = AR = AS = BT = BU 
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三 ,三 角形 重心 的 基本 性 质 及 应 用 


三 角形 三 边 上 的 中 线 的 交点 ,叫做 三 角形 的 重心 .三 角形 的 重心 必 在 形 内 ， 
且 惟 一 . 
定理 6 重心 是 三 角形 中 线 上 特定 的 定 比 分 点 . 即 若 G 为 2 ABC 的 中 线 
AD 上 一 点 , 则 G 399 A ABC 的 重心 46 ; GD = 2， 

定理 7 设 6 为 A4BC 内 一 点 , 则 CH A ABC 的 重心 Sa = 
Sac = Saca: (参见 第 一 篇 第 三 章 中 例 6) 

推论 1 三 角形 内 一 点 到 三 边 ( 所 在 直线 ) 的 距离 与 三 边 长 成 反比 的 充 要 
条 件 是 这 点 是 三 角形 的 重心 ， 

推论 2 三 角形 的 重心 是 三 角形 内 到 三 边 (所 在 直线 ) 距离 之 积 为 最 大 的 


点 . 
推论 3 当 6 为 全 ABC 的 重心 时 ,4GC? + BO = CG 的 充 要 条 件 是 两 中 线 
AD, BE HHEH. 
定理 8 设 C 为 人 4BC 内 一 点 , 则 6 为 人 4BC 的 重心 的 充 要 条 件 是 下 列 
条 件 之 一 成 立 : 
(I)BC? + 3GA? = CA? + 3GB? = AB? +3602; 


(2) GA? + GB? + GC = Jar + BG + CA2); 

(3)W = GA? + GB? + GC? 最 小 ， 

证 明 提示 (1) AD 为 BC 边 上 中 线 ,G 为 人 ABC 重心 时 ,有 

BC + 3642 = BO + (24D)? 

由 中 线 长 公式 (24D) = 2(AB2 + CA2) - BC 
得 BC 3GA? = Ẹ(AB? + BC + CA?) = CA? + 3GB? = AB? + 36C? 

BZ HIE: AARC B 35.8 CREC -CB = 二 (C4? ~ BC2)( 党 
数 ) , 则 点 G 的 轨迹 是 垂直 于 直线 4B 的 一 条 直线 ,并 且 这 直线 过 A ABC 的 重心 


(前 一 断言 可 参见 练习 题 2. 12 中 第 1 题 ,后 一 断言 可 验证 ) . 即 可 证 ; 
(2) 由 (DD) 可 证 ; 
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(3) 设 AD 为 BC WEHR, E KAGER, P 为 平面 内 任 一 点 .与 6 不 重 
At, Æ APDE Mi A PCA 中 ,有 
4(PG? + GD?) = 2(PD° + PE?),2( PE? + EC) = PG + PA? 
P 了 与 6 重合 时 ,在 公 PBC 中 ,有 
2(PD2 + BD?) = PB? + PC 


从 而 有 3PC2 + 6CD° + 2BD2 = PA? + PR? + PO 
亦 有 66D? + 2BD2 = GA? + GB? + GC? 

故 有 PA? + PB? + PC = 3PG2 + GA? + GB? + GC 
即 证 . 


例 5 如 图 3,1.5, 已 知 C4 = AB = BD,4B 为 
圆 0 的 直径 ,C7 切 圆 0 T P. 求证 :LCPA = 
Z< DPT. 

证 明 连 PO 并 延长 交 贺 0 于 E, 则 PE L 
PC. 又 连 EC,ED, 并 延长 PA 交 CE 于 F, 在 Cc 
Rt 全 CPE 中 ,C0 为 PE 边 上 的 中 线 昌 C4 = 240, 即 
Z 4 为 全 CPE 的 重心 , 则 PF 为 CE 边 上 的 中 线 , 从 
而 CF = PF ,ZFCP = Z FPC. X. PE 与 CD 互相 平分 , 则 CPDE 为 平行 四 边 形 ， 
即 有 LFCP = ZDPT.ġk ZPA = 人 FCP = Z DPT. 

例 6 ” 试 证 :以 锐角 三 角形 各 边 为 直径 作 图 ,从 相对 顶点 作 切 线 ,得 到 的 六 319 
个 切 点 共 

证 明 如 图 3. 1.6, 设 人 48C 三 边 长 分 别 为 a,&,c， 
0 是 以 BC = a XERA, AT E O Jš T, 40, 取 点 /\ 
6 使 46 = 260,0] 6 为 人 4BC 的 重心 , 连 OT, GT. H £ 


1 /ri 
40 = y V 2 2o = a A 
C = O OČ = 207 > 06 ` eos £ TOA 


on oT = 1 
K cos Z TOA = gorz 2906 = 二 04, 有 图 3.1.6 


TG? = KG +b 4) 


图 3.1.5 


同 理 ,其 他 五 个 切 点 到 重心 G HERPIHHE a? + 2 + 0). BRE. 
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四 .三 角形 肉 心 的 基本 性 质 及 应 用 


三 角形 三 内 角 的 平分 线 的 交点 ,叫做 三 角形 的 内 心 . 内心 也 就 是 三 角形 内 
切 圆 的 图 心 .显然 ,内 心 在 形 内 , 且 惟 一 . 

定理 9 设 7 为 人 4BC 的 内 心 , 则 (1)7 到 入 4BC 三 边 等 距离 ,反之 亦 成 立 ; 
(2)Z BIC = MP + 42a 等 . 

定理 10 设 三 角形 的 三 边 BC = e,4C = b,AB = ce,1 为 其 内 心 ,1 在 BC， 
AC ,AB 上 的 射影 分 别 为 D,E,F, 且 ID = IE = IF = r, HARY Sa Wp = 


Lia + b + c), W 


(Ir = e +S = 4R si 4 ` sin 2 sing R Sa = pri 
(2)4E = AF = p- a, BF = BD = p-b.CD = CE = p- o; 
(3)aber = p + AI » BI > CI. 
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证 明 提示 (1)(2) 略 ;(3) E AABI 中 
A e e 
sin sin ZAIB cos £ 
类 似 还 有 了 两 式 ,这 三 式 相 乘 即 有 
Al: BI ° CI A B 
abe = tn% ` tan-> "tan > 


再 注意 到 tan 分 = 7 
定理 11 公 4BC 的 顶点 4,8,C 所 对 的 边 长 分 别 是 a,b,c,1 ÆR G, LA 
的 平分 线 和 A ABC 的 外 接 圆 相交 于 也 ,与 BC 相交 于 KK, 则 
(1)DI = DB = DC; 


AD DI bre 
DfA a 


证 明 提 示 (1) 参见 第 二 篇 第 一 章 中 例 2 的 证 明 ; 


(2) 由 AI AB AC AB+AC b+c 
KR BR CR O BK+CK a 
AD _ AC _ 加 
R AADC o ACDKA DC ° CK = DK 


4 AC _AB _AB+AC bie 
亦 有 DI © CK” BK  CK+BK ` a 
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Dl CD AC AB b+c 
DK DK CK BK a 
例 7 如 图 3.1.7,D Æ AABC 的 内 心 ,E 是 A 
A ABD 的 内 心 ,是 全 BDE 的 内 心 ,车 Z BFE 的 
度数 为 整数 , 求 人 BFE 的 最 小 度数 . 
解 ”由 内 心性 质 , 知 Z 
B c 


<BFE = 90 + T ZBDE =% + T ZABDA = 


1 1 = 
90P + gO + 2 ZAGCB) = 


12 + E(P + LACB) 
故 当 Z ACB = 4 iý, Z BFE 最 小 度数 为 1129. 

例 8 如 图 3.1.8, 在 全 48BC 中 ,0 是 外 心 ,1 是 内 
Ñ, ZC = 30? , 边 4C 上 的 点 也 与 边 BC 上 的 点 8 使 4D 
= BE = 48B. 求 证 :01 | DE FOI = DE. 

证 明 E AP324632 A ABC 的 外 接 贺 于 用 , 连 
BD,OM,BM,CM, 则 知 BM = CM = IM. ME 
OM | EB,AI | BD, 从 而 由 么 0 及 与 和 EBD 的 两 组 
对 应 边 分 别 垂直 , 且 均 为 锐角 ,有 LOMI = 和 EBD. 
又 由 正弦 定理 AB = 2R 'sin C = R = OB = OM, 
BAD = 人 BOM( 注 意 本 篇 第 一 章 中 定理 1), 有 全 D4B L A M0B,ED BD = 
BM = IM, 又 OM = AB = 8E, 则 由 此 可 得 公 0MI 旦 个 8D. 从 而 知 通过 旋转 
w 和 平移 可 使 两 个 三 角形 重合 , 故 01 上 DE ROI = DE. 


图 3.1.8 


例 9 ”如 图 3.1.9, 设 1 为 全 4BC 的 内 心 , 人 4, 人 人 B， 4 
ZC 所 对 边 分 别 为 a,8,c. 求 证 : P 
H: BIC ë 


bc ` oc + ab T CN 
证 明 B TESH EMREN DEP NLLN, 
ID = IE = IF = r 这 些 点 及 与 了 的 连 线 如 图 , 则 知 B, 


D,1, FURRA, E Ip 为 该 圆 直径 . 图 3.1.9 
由 托 勒 密 定理 ,有 
DF.IB= IDD. BF + IF. BD = r(BD + BF) 
MEREM, A 


第 ~ 章 三 角形 中 的 巧合 点 回 昨 
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DF = IB -sin B = È IB 


2R 
亦 有 b> IB? = 2Rr(BD + FB) 
类 仆 地 a> IA? = 2Rr(AF + AE),c ° IĊ = 2Rr( GD + CE) 
即 有 as IA? 4+ b> IB y c 10 = 2Rr(a + b + c) 

又 由 Sa = Erfa sb +c) = W 
有 2Rr(a + b + e) = abe 
故 a- IA? + b- IB? 4 c+ IQ = abc 

MM’ E, I 

即 be tac t ab 7 =1 

例 10 ”如 图 3.1.10, 设 点 村 是 全 4BC 的 BC 边 的 中 AO 


点 ,1 是 内 切 加 贺 心 ,4 是 高 ,为 直线 MH 与 48 的 交点 ， 
求证 :AE 等 于 内 切 圆 半径 7. 

证 明 ” 设 P 为 内 切 略 与 边 BC 的 切 点 , 连 IP. Ë AIN 
322 BC = a,AC = b,AB = c, Ñ} M PH 


a arbe 
MC = +, PC = 2 


图 3.1.10 
2 2 2 
HC = AC + cos C = €+ b = e 
2a 
H A IMP AEMH, 


EH HM _ MC - HC _ 
IP ” PM " MC- PC ` 


a= 2HCÇ b+c 


c-b 7 2 
x AH» a = 25am = r(a + b + e) 
HI AH gthb+e 
r a 


BA -和 + QE P = r) Ë AE = AH - EH, 有 
AE AH EH _atb+te bze 


r r r a a 


=1 
RAE = r. 


第 三 篇 “部 署 优势 "兵力 "一 一 善 用 基本 性 质 


五 .三 角形 旁 心 的 基本 性 质 及 应 用 


三 角形 的 任何 两 外 角 的 平分 线 和 另 一 内 角 的 平分 线 的 交点 ,叫做 三 角形 的 
旁 心 , 旁 心 也 就 是 与 三 角形 的 一 边 外 侧 相 切 ,又 与 男 两 边 的 延长 线 相 切 的 圆 的 
轩 心 ,显然 ,这 个 旁 心 到 三 角形 的 三 边 距 离 相 离 ;每 个 三 角形 都 有 三 个 旁 心 . 

定理 12 设 人 4BC 的 三 边 BC,C4,4B 边 长 分 别 为 a,5,6, 设 p = 二 (a + 
b + c) .分别 与 BC, C4 ,4B 外 侧 相 切 的 旁 切 圆 图 心 记 为 有 4, Ip, le, RERA 
Ta rB rc, Sa 表示 A ABC 的 面积 , 则 

(DLBNC = 9 - + ZA, ZBhC = BIC = 二 24;( 人 4, 人 LB 类 似 ,还 
AUA). 


25. 
(2)m = Ti = R sin cos 了 osf = reog o$; 
rs = gSA = aR: sind osf- cok =r oE. otk, 
2. 
ro = A s aR: sn. £ s cos = rect A o ot E; 
(3) Sa = (p = a)m = (p - b)rg = (p = ec)re; 
Pre. 323 
Sa = A'B'C ; 
V Targ + rBrc + rerA 
2 LELA 
sssi 
a [ 0,7 = b Zacp(p = b) _ obp(p ~ c). 
(Wh = ~a) plp -b) ‘le® plp-o) 


CAapCR ERORE E A hlel 的 外 接 圆 半径 等 于 入 4BC 
外 接 圆 的 直径 ; 

(6) 设 AT, 的 连 线 交 2 ABC 的 外 接 圆 于 D, 则 DI, = DB = DC( 类 似 于 定 
理 11(1)); 

(DA Wale ERRAN Zolle = 3 (B + C),ZIWale = +(A + 0), 
Llcls = 4a +B). 

EARR (1) E; 

(2) 由 Saapc = Saam, + Sac, = Sasa ,有 


8-8 三 角形 中 的 巧合 点 问题 
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Sa = rale + b- a)=22R sin A + sin B + sin C = 


rm(sin B + sin C — sin A) = 4r; ° cos + . snt . sing 


并 注意 r = 4R -sin G -oin Z» sin Š 即 证 得 第 一 式 , 余 同 理 证 得 ; 


(3) 由 Sane = Gra + e), Sa = Satz - Saige 等 妈 证 得 第 一 式 ; 将 芭 
等 表达 式 代入 即 证 第 二 式 ;由 平均 信 不 等 式 即 得 第 三 式 和 第 四 式 ; 


Á asa 
(4) 由 IL, = (ra — r)cse 24r p-a) 
Pae- 2 _ (p b)(p = e) 
及 1-co À =l- 36 = be 
si A _ -b =c 
mg = be 


部 证 得 第 一 式 , 余 同 理 证 得 ; 

(5) 由 同一 个 角 的 内 、 外 角 平 分 线 互 相 垂 直 即 证 得 前 一 结论 . 设 r, 交 
2 ABC 的 外 接轨 于 E, 连 BE, 则 

LBIE = Z BAI + ZABI = Z CAI + LIBC = Z CBE + ZIBC = LIBE 

H El = EB,ËBD E 2 H EERW 0 是 [关于 0 的 对 称 点 , 则 0'h = 20E = 
2R. 同 理 有 0'1s = O'l = 2R, 即 0' 为 人 lslc 的 外 心 , 即 可 证 (可 参见 后 面 的 
定理 18(2)); 

(6) 设 C, 为 4B 延 发 线 上 一 点 ,由 

CB1 = LCBh = ZDLB + ZLAB 


有 ZDB = LGB - T ZÀ = LCBh - T ZA 
而 LCBD = CAD = } ZA 
mi LDB = Z CBI, - Z CBD = 人 CBN -ZA = <DRB 


故 CD = BD = LD; 
(7) tH Z le = z- ZBC - LNCB = 


m= B -ce 1 
a = 7(B+C) 


等 即 证 . 
定理 13 一 个 旁 心 与 三 角形 三 条 边 的 端点 连接 所 组 成 的 三 个 三 角形 面积 
之 比 等 于 原 三 角形 三 条 边 之 比 ;三 个 旁 心 与 三 角形 一 条 边 的 端点 连接 所 组 成 的 
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三 角形 面积 之 比 等 于 三 个 旁 切 圆 半 径 之 比 .( 其 证 明 可 参见 参考 文献 [37]) 
例 11 如 图 3.1.11, 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ， ` 
AD 不 平行 于 BC ,从 点 4 作 内 、 外 角 平 分 线 与 从 K. 
点 B 作 肉 、 外 角 平 分 线 相交 于 K, L; 又 从 点 C 
作 内 、 外 角 平 分 线 与 从 点 D 作 内 外 角 平分 线 相 
ZFP, Q RHE:K, L, P,Q 四 点 共 线 . 
证 明 ”由 4 不 平行 于 BC, 设 4D 与 BC 相 图 3.1.11 
交 于 一 点 E.A AABE KE, K HZD, LANGI A CDE 来 看 ,P RRD, Q 
是 内 心 .因此 ,这 四 点 K, L, P,Q 必 在 人 的 平分 线 上 . 故 命 题 获 证 . 
例 12 如 图 3.1.12, 圆 O, 与 圆 0 fl A ABC 
的 三 边 所 在 的 三 条 直线 都 相 切 ,已 , 严 , C, 瑟 为 切 
点 ,直线 EG 与 扫 交 于 点 P., 求 证: PA 上 BC. (参见 
练习 题 2.4 中 第 和 1 题 ) ç H 
WEH jË 0102, HFE O, MA 0, È AABC (CFK 
BAASIN, 548 0.0, 过 点 4. 设 0,0, 5 EG PAKO 
交 于 点 D, 连 01B, 01B, BD, DH, 0H, OF, FA, ER CF 
B,C 表示 A ABC 的 三 内 角 . 图 3,1,12 


由 贺 0, 是 旁 切 贺 , 则 CE = CC,LCBC = 90 - +A. 


EBJEB, Z BHF = 90 - 1g, 
又 LODE = 18? - ZADE = 


18 - (36 - DAB - ZABE - Z BED) = 


- 18 + (90 - +A) + (180 ~ B) + (9% - +C) = 
9-7 = ZOBE 
从 而 01,E,B,D WARA, NA 
Z 0,DB = 180p - Z OI EB = %0 
ZPDA = Z0 DE = %P -48 = BHF 
HHAH, P, DRAA 
APH = LADH, Z0,HB = ZO, FB = Z0,DB = 9% 


从 而 B,D,H, 0, F ERAM, A LADH = Z 0;FH. 
一 章 三 JA 8 1) ñ 
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H Z APH = Z0;FH 48 PA // O,F. Ñ 0,F | BC # PA L BC. 


A IAW A R E b 2 BJ By3: 8 8 B I 


1. ZP“TO" HEALE 

定理 14 ” 设 公 48C 的 顶点 坐标 为 4(si,yD)， Bly), Casy) EA 
F, D, E Sy 3101252R9F2y AB, BOAC HAE = 4 好 = h, E = a, B BE 5 
AD ZFB' ,4 与 CF 交 于 4 ,CF 与 BE 交 于 CG’, 则 点 和 (x syr), B' (xr, yz), 


C'(xy ,yy ) 中 的 坐标 值 为 

ro FLH AR + AAi Aian 
“= EREZET] 
其 中 , 当 i k = m > 4BD BUDE i+ k = m — 3;i = 1,2,3;k = 1,2. 
， = AE CD BB _ 
证 明 ”对 于 A BEC ,运用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 4C， pa pg = 1: 即 


a À it Ayie + Adis Yis? 
Yi S Ty Rit Añ 
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BE 
BE = (L+ 19)j2 
CC 
同 理 SE = (+A). = (14 Aa) 
记 D(d,,d.),E(er,e), F A) ,应 用 线段 的 定 比分 点 公式 ,有 
2 + A233 _ Zat Aas _ žit Aita 
aa Ira t Tra = T+A 
则 k 8 1 + Atxa2 + AA , _ 22 + laxa + A24321 
1 5 1+h+fhh 2 = CTA +A 
, _ Z+ Àszi + ÀsÀ 122 
3 = IF A3 + Àz] 


同 理 ,可 写 出 y ,yy ,ys 的 表达 式 ,由 此 即 证 ， 


由 如 上 定理 ,适当 地 选取 参数 4; 的 值 ,有 
(1) IRA, = ào = X43 = 1, 则 得 公 4BC 的 重心 5 的 坐标 


(|a t 5 t+] 
3 , 3 


(DR = Toa = 
A ABC 的 肉 心 了 的 从 标 


È= Eas = 时 ,其 中 BC = a,AC = b,AB = 6, 则 得 
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es gn + bten) 
a+b+c ' a+b+rte 


(3) 取 X41 = -一 ha = P sà- 二, 则 得 切 BC 边 及 其 他 两 边 延 长 线 的 旁 


LISATA 
n| ~ + e+ ys) 
4 -a+b+c ” -a+b+e 
ax, ~ baz + cx3 ,0 
同 更 |=. -b+c a-b+c 
K| tx ba = es gn + by = en) 
€ a+b-c ' a+b-e 


==. = _ etA cot B cot C 

(4) 对 于 非 直角 三 角形 , 取 hi = SH a = Sa = C, yg aag 
的 垂 心 H BS Eda 
M2 wn d + an B ta: an C Round ty ian ays tan C) 

tan À + lan B + tan C , tan À + tan B + tan C) 

(5) 对 于 非 直角 三 角形 ,由 A ABC 的 外 心 是 中 位 线 ADEF 的 甜心 , 则 得 

A ABC 的 外 心 坐 标 
o[ tn B + tan C) + x2(tan C + tan A) + zə(tan A + tan B) 
2(tan À + tan B + tan C) 


yı(tan B + tan C) + y2(tan C + tan £ + (um A + tan B) 327 
2(tan À + tan B + tan C) 
例 13 ” 试 证 :平面 内 到 三 角形 各 顶点 距离 的 平方 和 最 小 的 点 为 三 角形 重 
D. (参见 定 理 8(3)) 
证 明 ”建立 平面 直角 坐标 系 , 设 AABC 三 顶点 Alay), B(x2,72)， 
C(wa,ya), P(x,y) 为 平面 内 任 一 点 , 则 


< 
IPA +I PB 2 +1 PC Ë = DU- tY + (y = yi] = 
< 


3x? 2(xr + ta + as)zs + aka 2, 2 L 3⁄2 一 
2. 2, 2 
2(yi + 72 + y3) + yl + 2 + = 
31 + 42 + 5 
3(% - S + ai + 33 + 3 - 


1 + y2 + 

(nta 30 - 11 AE, ya 
1 

i+ EEEE EENH 
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可 见 当 上 且 仅 当 % = HEEE R y = POEN t, | PA É + 


1 PB + 1 PC 为 最 小 , 而 已 知 [于 (zi+ 2 + m) pO + 5 + ))] E 


A ABC 的 重心 6 的 坐标 , 故 当 且 仅 当 了 为 A ABC 的 重心 时 , 它 到 三 角形 各 顶点 
距离 的 平方 和 最 小 


注 :通过 计算 知 ,此 最 小 信 为 三 角形 名 边 长 平方 和 的 二 
TISTE LT 


定理 15 (1) 三 角形 的 外 心 重心 EORROKRR) (2) 三 角形 的 外 心 、 
重心 分 别 是 它 的 中 位 线 三 角形 的 匡 心 重心; (3) 三 角形 中 位 线 三 角形 的 外 心 
也 是 垂 足 三 角形 的 外 心 . 

定理 16 设 0,,1 分 别 是 全 4BC 的 外 心 .重心 内心 , 则 任 一 项 点 与 内 心 
了 的 连 线 平分 这 一 顶点 与 外 心 ,重心 所 成 的 角 . 

定理 17 (1) 三 角形 的 重心 到 任 一 顶点 的 距离 等 于 外 心 到 对 边 距 离 的 两 
倍 ;(2) 三 角形 的 重心 是 它 的 垂 足 三 角形 的 内 心 ， 

定理 18 ”三 角形 的 内 心 (1) 是 它 的 旁 心 三 角形 (三 个 旁 心 组 成 的 三 角形 ) 
的 垂 心 ; (2) 关于 外 心 的 对 称 点 是 旁 心 三 角形 的 外 心 ; (3) 是 它 的 切 点 三 角形 
《内 切 圆 的 切 点 组 成 的 三 角形 ) 的 外 心 ; (4) 是 它 的 旁 切 三 角形 ( 旁 切 圆 与 边 上 
的 切 点 组 成 的 三 角形 ) 的 旁 心 . 

定理 19 (i) 三 角形 的 内 心 与 三 角形 一 边 的 两 端点 及 相应 的 觉 心 四 点 共 
i(2) 三 角形 外 心 , 内 心 所 在 直线 与 旁 心 三 角形 的 欧 拉线 重合 . 
定理 20 《1) 三 角形 三 边 上 的 中 点 \ 高 线 重 足 ,重心 与 顶点 连 线 的 中 点 ,这 

ARRA, , 称 为 三 角形 的 九 点 圆 ; (2) 三 角形 的 外 心 与 重心 所 连 线段 的 中 点 是 
三 角形 九 点 圆 圆心 ;外 心 0 ,重心 6, 九 点 圆 圆 心 ,甜心 HARR, H 0G ; 
GH =1:2,0V: VH = 1:2. 

以 上 定理 的 证 明 均 留 给 读者 作为 练习 . (参见 练习 题 3.1 中 第 20 ~ 25 题 ) 

Hi 试 证 : 圆 内 接 四 边 形 四 顶点 组 成 的 三 个 三 角形 的 垂 心 构成 的 四 边 
形 与 原 四 边 形 全 等 , 且 每 一 顶点 与 其 他 三 顶点 所 成 三 角形 的 重心 之 连 线 共 点 ， 
共 点 于 两 全 等 四 边 形 外 心 连 线 的 中 点 .参见 第 二 简 第 七 章 中 例 10(1)) 

证 明 ”如 图 3.1.13, 设 AAAA 为 圆 0 的 内 接 四 边 形 , Hi, Ha, Ha, Ha fk 
次 为 424341 信 434442, 人 444143, 人 414244 的 重心 , 则 由 定理 17(1) 知 ， 
Ash; 与 As H, 的 长 度 均等 于 0 到 4144 WER HRE , E AsH, A, H, 335 4144 
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EH, 故 H,H,A,As 为 平行 四 边 形 , 即 有 HH, n 
ZAA. 

HH, H.R, Z Aia, Fb £ Aia, Hah, ZAA. 

故 四 边 形 HHHH, 2 BE, 44414243. 

由 于 平行 四 边 形 AAHH, AAHH, 
A344H4Ht 有 相同 的 中 心 P, 则 四 线 AH, AH, 
Arh, As H. RAT P.H. P EA HIH, (i = 1,2, 
3,4, E Hs = Hú 的 对 称 中 心 . 故 P 是 两 四 边 形 国 3.1.13 
而 环 画 瑟 与 44444243 的 外 心 的 对 称 中 心 , 即 忆 是 两 全 等 四 边 形 外 心 连 线 的 中 
点 


例 15 fi A ABC H ZA 的 平分 线 与 外 接 圆 交 于 另 一 点 41; BI, Ci 与 此 
类 似 .直线 414 与 B,C 两 角 的 外 角 平 分 线 交 于 点 A: Bo, Co 与 此 类 似 ,求证 : 
A ABC 的 面积 是 六 边 形 AC, BA CB, 面积 的 两 售 . (参见 第 二 篇 第 十 一 章 中 
例 7 及 图 2.11.5) 

证 明 设 1 是 全 4BC 的 内 心 , 则 由 定理 18(1) 知 7 是 入 40BoCo 的 垂 心 . 
为 了 证 Sange, = 2Ssc al ce RRE San = 2SAme, 又 只 需 证 A, 是 Jo 的 
中 点 ,由 于 过 A, B, C 的 圆 是 AAB Co 的 九 点 贺 ( 它 过 三 条 高 线 的 垂 足 ), 所 以 
RAS A 的 交点 A 是 14o 的 中 点 ,从 而 命题 获 证 . 


3.Z8B°SB 0” B B EW AY 


定理 21 设 公 4BC 的 外 接 圆 ,内 切 圆 半径 分 别 为 R,r, 外 心 为 0, 内 心 为 
了 ,重心 为 万 ,重心 为 C, 顶点 4 所 对 的 边 的 旁 切 贺 圆 心 为 及 ,半径 为 m( 余 类 
同 ), BC = a,AC = b,AB = c, J 
(1)OP = R -2Rr; 


(2) I@ = HG +b e} -Šla +b? 4 2) - 4Rr; 
-=r - 3s[6(ab + be + ca) - S(a2 + b? + 2) 1; 
(3)062 = R -二 (e+ P+?) 
(OHC = AR? (a, P + 2): 
(5)0IP = 9R2 - (a° + b? + ê); 
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3 3 3 
2 _ Aap tb + c) + abc, 
(@ HP = 4R? - a+b+c ’ 


I = AR -8Rr + Ela + bte- Elaa b + e); 
HP Q AR 022 Haa P + e), 
I. = 48 + 37 Anr- (a+ b + c), 


IH = 27 -AR + cos A + cos B + cos C; 
(D = 4R(r, - r), I = AR(rsg - r), He = 4R(re = r); 


28 2A 

a * cos 2 +b. cos y 

(8) LI; = 4R(r + ra), ls = — í 3: 
cos 2 = cos > 

b oor {+ e+ co Ë 

Igle = 4R(ra + ro), Igle = —— 
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Ile = 4R(m + re), Isle = z 
cos > * cos 2 
(9) OF = R + 2Rr,, Of = R? + 2Rrg, OF = R? + 2Rre. 
为 了 证 明 上 述 定理 , 先 看 几 条 引 理 ; 
引 理 1 (1)60Ë +3IH2 = 20H + 916; 
{2)20P + H = 6062 + 3162; 
(3)40Ë + 212 = 3GH + 6162. 


事实 上 ,由 0,0, HZARREOC = T cH, 06 = +0n, GH = oH. 
在 A IOH 中 应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 , 有 
OP - CH = IR . OG - I@ - OH = OH - 0G + CH 
将 GH = Zon, oc = J OH RAER) H 08 = 306 代入 (1) M 


得 (2); 将 08 = Š GH RAC RRG). 


引 理 2 P% AABE 所 在 平面 内 任 一 点 ,了 为 内 心 , 则 


PP = aPA? + bPB? + ePC? - abe 
- a+b+e 
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事实 上 , 设 人 4 的 平分 线 交 BC 于 D, 则 BD =p% Cp = 和 在 A PBC 
中 应 用 斯 特 瓦 尔 特定 理 , 有 


b e abe 
PD = pro PE a T PO- G + ey 
又 注意 到 入 = ES. = Tepo- a) h.p = (a+ b+ o). 
E APAD 中 应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 ,得 
PP = fi. ppa R. PA - AT: ID = 
btc. a, abe(p — a) 
jp PP tap PP- POTA 
将 PP? 代 人 土 式 即 得 结论 . 


引 理 3 PH AABC 所 在 平面 内 任意 一 点 , G 为 重心 , 则 
PA? + PB° + PC = 3P@ + L(a? + +) 
事实 上 , 设 复 平面 上 A4BC 顶点 4 ,B,C 分 别 对 应 复数 ,zp,2c, 则 重心 G 
对 应 的 复数 zo = HELE A 己 对 应 复数 为 , 则 


a atara i 331 
HG- a) + (2-2) + G- )] [GC 2) + 
(z - z) + (z - #3)] 

由 此 即 可 证 得 结论 ， 


定理 21 证 阴 提示 (1) 可 参见 第 一 篇 第 七 章 中 例 26, 或 由 引 理 2, 令 与 
0 重合 即 可 ; 


(2) 由 引 理 2, 令 P 8 G 重合 ,注意 PA? = + (2 + 207 - a) 等 三 式 即 得 


前 一 式 ,应 用 二 (a +b +e) - z(a + b2 ê) = r + 4Rr 即 得 后 一 式 ; 
(3) 由 引 理 3, 令 PP 与 0 重合 即 得 ; 
(4) HG) 及 06 = + GH 即 证 ; 
(5) 由 (3) 及 OH = 306 即 证 ; 
(6) 由 引 理 2, 令 P 5H ES, EE PA = a? (cse2A - 1) = 4R2 _ ?等 三 
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式 即 得 第 一 、 二 式 ;后 面 几 式 运用 前 面 (1),(2),(3) 及 引 理 1 可 推 之 ; 


(Dr oot a r.o = BC -= n oot HE 4 ry e ot EE 
工 ， 了) pe. an 4 
可 得 ra D = BC tun 


4R 
Al ~ AI = 一 全 - T 即 证 得 第 一 式 ,其 余 同 理 推 得 ; 


sin sin 
2 2 


进一步 可 推 得 si = 世 二 (注意 到 T4 + rg + re = r = 4R). ŒH IL, = 
r 


(8) 注意 L,C, Is 共 线 ,由 正弦 定理 
Lla li | 


(fa sin 


注意 IÉ, = 4R(rs - r) 
及 id a Eih B a BET hy + m 4R re + r 


即 得 第 一 式 ; 在 A LBC Tl A AC 中 分 别 用 正弦 定理 ,注意 ls = hC + Cis 即 
得 第 二 式 , 余 同 理 推 得 ; 
(9) 略 (也 可 参见 练习 题 3.1 中 第 32 题 ) 
例 16 E AARC 中 ,内 心 到 外 心 的 距离 等 于 重心 到 外 心 的 距离 的 充 要 条 
件 是 a2 + 2 y è = 18Rr， 
证 明 ”由 定理 21 中 (1)(3) 即 得 . 
例 17 全 48C 中 ,内 心 与 外 心 之 距 等 于 重心 与 内 心 之 距 的 充 要 条 件 是 三 
内 角 中 有 一 个 角 为 60. 
证 明 B = Gp, 2 +b? ae = b,b? = 2R sin B = BR , AEN 
21 的 (6) 中 第 一 式 ,得 
In -aR HE e a)+ _ abc =z 
a+b+e a+b+e 
4R- P -2Rr = R -2Rr = 10? > IH = 10 
EZ, I = 10,8 


Ptb = 3R 
w+b+e 
由 正弦 定理 得 
(3sin A — 4sim A) + (3sin B ~ 4si B) + (3sin C - 4si C) = 0 
BU sin34 + sin 3B + sin 3C = 0 


第 三 篇 部 署 优势 "兵力 "一 一 善 用 基本 性 质 


亦 即 cos À ° eos B + eos $ C =0 
故 4,8,C 中 至 少 有 一 个 角 为 O. 
4.Z 883 à” Ë B X # B X # x. 
定理 22 W AABC 三 顶点 4,B,C 所 对 的 边 长 分 别 为 a,58,c,D 是 BC 上 
一 点 , 且 BD : BC = à : 1, 
AD? = AÇA - Dar + àb? + (1-A) © 
证 明 H BD : BC = À :1,# BD = ìa. 


fE AABO 中 ,由 余下 定理 ,有 cos B = AEE, 
在 全 48D 中 ,由 余弦 定理 有 
AD? = BD? + AB? _ 2AB + BD + cos B = A?a? + c? - àc? = Àa? + àb? = 
ACÀ = 1)a? + Ab? + (lA)e 
由 于 @ 式 中 含有 参数 1 ,我 们 适当 选取 A HE, E A ABC 中 的 有 关 
“ 心 ”的 线段 之 长 . 


(D 取 》 = 去 , 则 得 BC 边 上 的 中 线 长 m4 = + /3( + O) = Q, 
F mp = 上 VI + cD) b, me = +a. 0 2. 


GR A = PSS M ZA 的 平分 线 长 4 = ela) gui = 
Fo + 5 + e). PETRE to, te- 
Oa = PEE W BeA ENRE y = ZVG DG T DG =, 


p = F(a + b + c). METTRIE he,he- 


c-b 
Velp -EN p -6), 其 中 ,p = Flat b + o) 
同 理 可 来 得 ta, te 
定理 233” 设 1,0,C, 有 ,1 分 别 是 全 4BC 的 内 心 ,外 心 ,重心 ,重心 , 旁 心 
(外 切 顶 点 x 所 对 边 ); R, r, ms hb, to te 分 别 为 其 外 搂 图 半径 , 内 切 图 半 
径 ,顶点 x 所 对 的 边 或 项 点 «处 的 劳 切 加 半径 ,中 线 发 ,高 线 长 , 角 平 分 线 长 ,外 


S- SAPPI 


(RO = EgO 2 e), M ZA 的 外 角 平 分 线 长 = yry 
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角 平 分 线 长 . 则 
TA IB IC 
Dg ct g shj 
sin (sin singsing “sin + sin 
t ty 
2) 4 = — 
sin B +: sin C + sec 2 sin C + sin À + see 7 
-———— = 2R; 
sin B+ sin A * see — 
2 
OD _ QE OF _,. 
(3) os A = cos B 7 cos G > Rs 
RF, D,E, F 259] 0 # BC, CA, AB 边 上 的 射影 ; 
(4) AAI BB, 
sin B + sin C + sec(B — C) ” sin C + sin A + sec(C — A) 一 
€O, 


Sin A -ein B oA B) = 2R; 
其 中 ,41,B1, Ci 分别 为 40,B0, C0 与 其 对 边 的 交点 . 
(5) 一 CD = — GE -一 GF = 2 
sin B'sin C sin C sináÁ snAÀA: sinB 3 
EF, D,E, F 49] G fE BC, CA, AB 边 上 的 射影 ; 
(6) ma = mg = 
+ 2si B + 2sin2C ~ si A 4 V 2si A + 2sin2C — si B 


R; 


mc 


T+——— ERR; 
7 V 2simA + 2si B — si C 
HA HB HC 
(Tas AT = Toos BT = Teos C1 = 28 
HD HE HF . 
(8) | cos B +» cos Ci ~ | cos C+ cos AÍ ~ | cos AÁ : cos B | = 2R; 
RF, D,E, FAIA H TE BC, CA, AB 边 上 的 射影 ; 
ha hp he 
TB Ci Tame snai" TemA- sm BI = 2R; 
DA LB E 
kur paara ml N h 
2 2 2 2 2 2 
TA TB 
w sin — * cos — * co: c . 4 
2 2 S 2 sın 2 cos 2 cos 2 
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= 4R; 
sin cos > cos Z 
u M 
(12) = = 
sin B + sin C + ses Ë = sin A ° sin C + seo AFE 
te 
一 一 一 一 = 2R. 
sin Á » sin B + sec 3 
其 中 ,4 > B > C. 
证 明 提示 (1) BERERE a + b + e) = 2R2 + sin À ° sin B ° sin C 
# r= 4R: sind -ond . sng 
则 M= AR = sin 2 sing 
am 
2 
等 三 式 即 证 ; 
(2) 由 正 蓄 定理 及 
noa be .4_ SE: sinB+sin C. wh 
4b+re 092 = 2RGSin B + sin C) ° os2 = 
335 
2R » sin B. sin C + see Ë C 
等 三 式 即 证 ; 
(3) 略 ; 
(4) 由 
Mi= OM + R= s eR sin B + sin € + seo( B ~ C) 
等 三 式 即 证 ; 
(5) H GD = TAB. sin B = R + sin A - sin B 80DE; 
(6) 由 m4 = + 2 y 3⁄2 a KERERE; 
(T) h AH = 外 直人 4 - 2R .1 oos A 1 等 三 式 即 证 ; 
(8) H HD =14D-481= 2R + | cos B - cos C 1 等 即 证 ; 
_ a _ 8 ' sin B - sin C ; ， ; 
(分 由 和 = a B + o € " sin A = 2R - sin B * sin C 即 证 ; 
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1 
(10) 由 -4 - 一 6- SERME 
sng ssin( + 2) 
ODM = L * sin 2 = 4R ° sin Ó + eos + eos -£ REME; 


i 


ta c 
02 Hne B) = sin ZAFB = 


5 T 即 
sinfr- (x - B) - 3 (B + C)] 


例 18 #mB3.1.14,= BE OCR) 的 内 接 和 4BC 其 
内 心 点 二 内 切 圆 半径 r EE AJ, BI, CI 分别 交 贺 O( R) 
于 点 G,K,L, 令 AIBG,AICK, AIAL, AICC, AIKA, 
AMB 外 接 圆 半径 分 别 为 RI', RZ ,Ry ,Ri, Ro, Rs yk AG 
与 BC 交 于 $. 求 证 :RY + Ry + Ry = R. + R, ° Rs. 

证 明 JE BQ L AG TQ,.IP | AB T P. Ë 
< BAC, ZABC,Z BCA 所 对 三 边 分 别 为 e,b,e, 由 


M_e eC 
336 OUPO ABROR = ge, B = E. B C = 
AC AC _ AG -ab s _ ag, 
AB AS = AB POS ppo = AS - AG. 


XAS = T kon - a) ,其 中 ,p = (a + b + e), 0 


_ bc b+e be 
AC = As = 2 Np- a) 


X.# AASC % AABG, A 


ACCS a be 
B65 tT = IN pG- a) 
FE ABOG 中 ,下 到: GB = 2R/ .80, 有 
R Ü 62 Al: Bl b 
15 4r plp- a) 


以 求 和 a. AT: GI £ 
类 似 求 得 Rs 
Ri = b BI. CI E R, = 5° BL: Al a 
Ë 4r Napp- Ar N op - b 
pi a COA /a p BI fO 
3 = år bplp - e) ST 4r ap(p - c) 


由 此 即 证 RYRYR3 = RRR. 
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例 19 ”如 图 3.1.15, 设 AB 是 圆 0 Hæ, CD 是 E 
Bo KEAR, HS3 AB 相交 .求证 : | Sece - Sapa | = 
2SAoum， 


证 明 EAN SABC bE 48 ,BE, CH, 作 \ ZAINA 
OG L AB FGJ 6 为 48 中 点 ,由 DA, BH 18 AC N 4 vo 
AI DA // BH, 由 DA = CD - cos ZADC RBH = CD- D 
cos Z ABC 知 4DBH 为 平行 四 边 形 , 则 G 为 DH 中 点 . 且 
CH = 20G, Sape = Sarg. AT 
I Sacs - Same |= Saa + Sanc = 


TAB. CH = AB ， 0G = 2Saom 
注 ; 由 图 3.1.15 可 知 AH? + a? = BR? + b? = CH +e s AR. 
例 20 设 7 为 人 4BC 的 内 心 , 角 A.B, C 的 内 和 角 平 分 线 分 别 交 其 对 边 于 


A,B,C RYE: 


1 ANBI. 8 
4 $SAN BB CC < 27 
证 明 ”由 定理 23(1),(4) 知 


AI = dR: sin Z a sin É,AA' = 2R + sin B + sin C > see Ë — C 


2 2 
Aá _ 1 B. 
BB ja = 201 + tan tan >) 
同 理 B = YG +n.) Ch S Tü + un. un B) 
因为 fan 全 cn 有 tin staf san 1 
由 均值 不 等 式 ,可 得 
AI - BI» CI 


-A BI. GL rll A, an? 
I- BB CC S [3 z +1+1+ un tn) + 


tn n Ç + an Š mbp 


_ 8 

3” 
AT BI» CI 1 A B B C 

又 MM BB CC > 8 l+ ten 'tan)(1 + tan 'tan >) 


(l+ tan É; tan £) > tains 
由 此 即 证 得 原 不 等 式 成 立 . 


L 
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七 .三 角形 界 心 的 基本 性 质 及 应 用 


如 果 三 角形 一 边 上 的 一 点 和 这 边 所 对 的 顶点 把 三 角形 的 周 长 分 割 为 两 条 
等 长 的 折线 ,那么 就 称 这 一 点 为 三 角形 的 周 界 中 点 .三 角形 的 顶点 与 其 对 边 上 
的 周 界 中 点 的 连 线 ,叫做 三 角形 的 一 条 周 界 中 线 . 运用 塞 瓦 定理 可 证 明 三 角形 
的 三 条 周 界 中 线 交 于 一 点 .这 个 交点 ,我 们 称 之 为 三 角形 的 界 心 .三 角形 界 心 有 
如 下 基本 性 质 . 
定理 24 (1) 过 三 角形 任 一 顶点 的 周 界 中 线 平行 于 内 心 与 对 边 中 点 的 连 


线 ; 
(2) 三 角形 的 任 一 顶点 到 界 心 的 距离 与 其 对 边 上 的 周 界 中 线 的 长 之 比 等 
于 其 对 边 长 与 半 周 长 之 比 ; 
(3) 过 三 角形 的 界 心 ,但 不 过 三 角形 顶点 的 任 一 直线 ,都 不 可 能 把 三 角形 
的 局 界 截 割 为 两 条 等 长 的 折线 . 
证 明 3 K, Ka K SAIA AABC 的 边 BC, CA, AB 的 周 界 中 点 ,7 为 界 心 . 
a) anoa 1,M 38 BC 中 点 ,A1 延长 交 BC FE, N 


ale-bl _ le-bl 
BE = g =i MC - EC | = Woz eg MKi = 2 
由 ME a E 
MK, b+ c ` 1 
# AK, // IM. 


Al, p-b, p=-a _ AJ KC BK 

Q) B JK, - "sas JK, ‘a KA 

MEAE = (其中 ,p = y (a + b + 6), 余 类 似 证 ), 或 作 KT / 4C 交 
BK, 于 了 ,由 和 本 ro ABCK, AK JT o À AJK, 即 证 ; 

(3) 用 反 证 法 ,并 注意 用 梅 涅 劳 斯 定理 即 证 . 

定理 25 设 0,C, 刀 ,7 了 分 别 为 全 48C 的 外 心 ,重心 ,重心 ,内 心 , 界 心 ， 
则 

(17,C,1 3688, B JG = 261; 

(2)1,0,J, E 组 成 梯形 (10 // HJ), B. Ç 1053188832 5: FEZA 
形 此 “五 心 " 共 线 ,等 边 三 角形 此 “五 心 " 共 点 ; 

(3) 2 M H BC 中 点 , 则 4] = 21M; 

(4)JO = R-2r; 


1 
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(5) J = [4r + lp - 8p - e+ (p - aP TEC ARD); 
(6) ABC 的 旁 心 三 角形 的 外 心 0' B1, H, J ERFAUAE RTR: 
E Alanyi) Blaya), Clasy) p = J (a + b + e) MIA JRA 


Hp - ada + (p = b) + (p = c), 


FEP- anit (p = Dyt (p = e)ysD) 
证 明 (1) 所 设 与 定理 24 中 的 证 明 相同 , 连 D 38AM 3: G' ,由 定理 24(1) 及 
M E _ a apl a AG _ AJ 
Q) M / AK, Wik, ZEA a+rb+re = 3p ŽAK, =p 从 而 cir = m = 
2, 即 G' 与 6 重合 .由 此 即 证 : 
(2) 由 (1) 即 证 ; 
(3) 延长 条 到 N, 使 I = Al, ACE F WJ IF // NC. X. BJ // IF // NC, 
同 理 JC /BN. 即 BNCJ 为 平行 四 边 形 ,由 J, M, N RRA AJ = 21M; 
(4) Ë 40 % BC 于 DD, 交 外 接 圆 于 P, 周 界 中 线 AK 交 外 接 圆 于 Q. 
cos Z PAQ = r: = AR 
AK: KiQ = BK > KiC = (p - c)(p - b) 
在 A AJ0 中 ,用 余弦 定理 即 可 证 得 结论 ; 


(Ep = (a+ b+ e), AK = mAl = 
H AAL 中 ,出 
2 pl 人 mm 1 pl y m. 
YGE - m+ G U) -Gay 


p=). 1, AAK, h 


ww 2m -2L 
p p-a p-a 
可 解 得 J. 
(6) 由 定理 18(2) 知 ,全 4BC 的 内 心 1 关 于 0 的 对 称 点 为 旁 心 三 角形 的 外 心 
0' ,再 由 (2) 得 07 Z HJ BHE; 
(7) 建立 平面 直角 坐标 系 ,注意 BK = p - c,KiC = p -了 及 定 比分 点 从 
RARE Kn + Paen, P=, + P) ,再 由 定理 24(2) BE, 


定理 26 在 全 48C 中 ,BC = a,CA = b,AB = c,BC 边 上 的 周 界 中 线 AK， 
之 长 为 m( 同 样 有 另 两 式 ) 
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m = J = (p = b)(p = e) 


其 中 ,p = Ja +b+e), 
证 明 E A ABC 中 ,有 
(Ce s= -2e _ 2p = b) | 
又 在 AABK 中 ,用 余弦 定理 ,有 
nÀ = AK = è + (p - c)? -2elp -~ ce)eos B = p’ - HE - b)(p - e) 
即 可 证 . 

例 21 试 证 :三 角形 的 内 心 为 其 中 位 线 三 角形 的 界 
Ù, 

证 明 ”如 图 3.1.16, 设 AK, 为 全 4BC 的 周 界 中 线 ， 
全 LMN 为 中 位 线 三 角形 ,7 为 A4BC 的 内 心 . 

由 定理 24(1) M,L // AK IEK LI 9 NM 于, 则 
ZULM = Z BAK, ZNML = LB, 和 AIMU 2 
AABK 

UM: BK = LL: AK = 1:2 


从 而 UM: ML = 1x, + 14B = 4p 

同 理 ,PN = NL = 二 p, 即 H AIMN 的 周 界 中 线 . 

连 NI 延长 交 P 于 站, 同 理 得 NN 为 人 LMN 的 周 界 中 线 . TEA 1 是 
A MN 的 界 心 . 

注 ; 由 此 例 及 三 角形 各 心 之 间 的 关系 ,还 可 推 得 1) AAB 的 中 位 线 三 角 
EJ AA 的 恒 足 三 角形 为 人 ,人 ;的 中 位 线 三 角形 为 A, M A ABC 的 外 心 
是 全; 的 界 心 ;2) 三 角形 界 心 是 其 内 心 关 于 各 边 中 点 的 对 称 点 所 构成 的 三 角形 
BAD. 

例 22 WA 3.1.17, P X A ABC 所 在 平面 内 一 点 ,J 为 其 界 心 {其 他 所 
设 同 前 ), 则 

PP = 2= PA + “PB + Pt PO? + Ar? ~ 4Rr 

HE 设 K 为 BC 边 上 的 周 界 中 点 , 则 BK = p - c, K,C = p-b 

A PBC 中 ,运用 Stewart 定理 (参见 第 一 篇 第 一 章 中 例 15) ,有 
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PP = 2b. PB + ee. 


a 


PC - (p - b)(p - c) Á 


FE A PAK, 中 运用 Stewart 定理 ,有 


P 


PP = PZS. pay E. PR- aeza). arg 


Jf p-a Al, 
其 中 4; = p AK, > 


i ` AK, 均 由 定理 24(2) 推 得 ,于 是 注意 到 定理 26, 将 


AKU 的 表达 式 及 PRA 
{p-aXp-b)Xp-)_ 2 


= r°, 


B c 
a a 

2 AJ- JK, = Š -AK ° A 

p J+ JK, p 1 


á 
图 3.1.17 
， 并 惠 用 s= = 4Fr, 


即 可 证 得 结论 成 立 . 


P 
注 :利用 此 题 结论 亦 可 推 得 
JO = R-2r,JH = 2V R - 2Rr = 210 


Ji = J 6P- DR - (a? + b+ 2) = 3GI 
Jes Sr -lpr alaa P + é) = 261 


1 


JP = TRE 6R 2r (a, + O) 


其 中 六 为 0O8 之 中 点 , 即 九 点 


圆心 . 


例 23 ”一 直线 截 一 个 三 角形 的 两 过 (所 在 直线 ) 所 
得 到 的 三 角形 的 界 心 在 原 三 角形 第 三 边 的 周 界 中 线 ( 所 
在 直线 ) 上 的 充 要 条 件 是 这 一 直线 与 原 三 角形 的 第 三 边 


平行 ， 


证 明 ”如 图 3.1.18, 设 直线 MN Ñ A ABC WJ AB 与 z 
AC 分 别 于 SAM, A BC 边 上 的 周 界 中 线 4K F Q. 


充分 性 ”车 MN /BC, 则 
从 而 


AN AB HAM _ AC 
NQ ° BK MQ ~ CK, 


AN + NQ = 部 Us + BK,),AM + MQ = MO(AC + CK.) 


N AL 
而 BK, 4K 一 


= CK, 


MO = 
cK, AB + BK, = AC + CK, 
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于 是 AN + NQ = 4UH+HWHO, 即 40 为 A4MN 的 HN 边 上 的 局 界 中 线 .故人 4MHN 
的 界 心 在 2 ABC 的 BC 边 上 的 周 界 中 线 4K1 上 . 

必要 性 ”车 公 AMN 的 界 心 在 4K1 上 , 则 AN = NO = p'(p' 表示 人 AMN 
的 半 周 长 ), 若 MN 不 平行 于 BC, 则 过 0 作 直 线 NM // BC, AZ BC 与 48 分 别 
FTM 与 让 .由 充分 性 证 明 ,可 知 AN + N'O = p B NN' + N'Q > NO 或 WN 
+ NQ > NQ, 从 而 有 AN' + N'Q > AN + NQ IRAN + NQ > AN' + N'Q, 无 论 
哪 一 种 情况 都 有 p > p 矛盾 . 故 MN // BC. 

注 ; 当 MN /BC 时 ,可 证 明 AAMN 的 另外 两 条 边 上 的 周 界 中 线 与 BK;， 
CK, 分 别 平行 . 


八 . 三 角形 费 马 点 的 基本 性 质 及 应 用 


到 三 角形 三 顶点 距离 之 和 最 小 的 点 称 之 为 费 马 点 . 在 A ABC 中 , 车 
mal 4,B,C} < 120, 则 费 蕊 点 在 三 角形 内 且 同 各 顶点 张 等 角 ; 若 max| A, B, 
C1 > 120 , 则 费 马 点 F ERKAKDA. 

定理 宛若 点 正 昆 入 4BC HRD A, Ë maxtA, B,C) < 120, 设 FA = x, 
FB = y, FC = z, 则 
b? t 2 ~ 2a + k dte- 22 ak al t b? - 22 + 2 

3k y = 3k 22 
Pep, = Ha? a B 2) +2V3SA， 
证 明 ”由 题 知 了 在 人 48C 内 部 , 且 人 BFC = Z CFA = ZAFB = 120. 册 
a? = x + -= 2yz * cos 120 


x= 


有 + 2 +yz = a 
后 理 tt 
又 Sagrc = y * sin 120? = yz, Sngm = Bon, Sane = Ba 
从 而 Saage -Dige + aa + my) 
于 是 (aty ta)? = Flat P + O) +2y38SA = P 


if x + y + z = k,y2 + 2 + yz = ?等 三 式 组 成 的 方程 组 即 得 结论 . 
推论 1 siyiz= sin(4 + 6) , sin( B +60) , sin( C +60) 


sin À sin B sin C 
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2 2 2 n 
证 明 提示 运用 x = B + e =e) +4Y35a - 2 3be - sin(A +6) 
等 三 式 即 得 . 


P 1.1 1 

推论 2 wy Sapre : Sacra : Saar 
论 3 a,b e _ 6hr 

推论 3 站 z> R ` 


y 
ERAT ”运用 平均 值 不 等 式 及 3(az + +e) j (a +b + c)),z + y 
+z < a) + 2 + c < 9R2,abe = 4R * SA = 4Rrp,R > 2r,p > 3dr, Sa S 


ui abe >V 2 . 22. ry 即 证 . 


例 24 BFH A ABC 内 的 费 马 点 , 设 F4 = 4, FB = y, FC = z, 人 FBC， 
AFCA, A FAB 的 内 切 圆 半径 分 别 为 mm,m,m, 则 


nt Ir y+ 


证 明 由 Ty + z+ on = Sanc = Üye 


r. „B. rn 
15 Z'y4z+a 


A 


z 1 
y+ S 4 + 2) 


Ë W x a 


ns (y + 2) 
DE CERT) 


同 理 


(x +z),r < (x+y) 


5 
4(3 + 2) 


九 、 三 角形 勃 罗 卡 点 的 基本 性 质 及 应 用 


me 4 
2 43 4 2) 


W PÆ A ABC 内 一 点 , 若 人 PAB = Z PBC = 人 PC4 = w, 则 点 了 称 为 第 
一 类 勃 罗 卡 点 或 正 勃 罗 卡 点 ; 设 @ 是 人 4BC 内 一 点 ,车 QBA = 人 QCB = 
< QC = w, 则 称 0 HERA FARRS EA. o 称 为 勃 罗 卡 角 ， 


第 一 剖 三 角形 中 的 巧合 点 问题 
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三 角形 中 , 正 、 负 坦 罗 卡 点 各 只 存在 一 个 ， 
定理 28 ABC 的 勃 罗 卡 角 w 满足 等 式 


a 
cot w = cot À + cot B + cot C = 


证 明 ”如 图 3.1,19, 作 APAC 的 外 接 图 , 延 
长 BP REFE , 易 证 AB // BC. PE A, B' 分 别 引 
BC RER, EEN L, K, B'C, 则 由 图 知 
otu- K BL L CK _ 
BK " P'K t B'K Y RK 
cot B + cot C + cot À 


再 注意 4SA，eot 4 = b2 + co: - a2 $= il 图 3.1.19 
证 . 

定理 29 ü P J A ABC 的 正 勃 罗 卡 点 ,相应 的 勃 罗 卡 角 为 w, 设 PA = z, 

be La ab 

PB = y,PC = z, Wz = FT = por = T 其 中 ,T = 
Val + 22 + at at, 

证 明 ”参见 图 3.1.19, 直 

LAPB = 18 ~ o - ZABP = 18 - Z B,sin ZAPB = sin B 
同 理 sin Z BPC = sin C,sin Z APC = sin A 
由 Fay sin ZAPB + Lyr» sin LBPC + Faz + sin ZAPC = Sanc = S 
有 xy sin B + yz sin C + zw ° sina s $ 
即 bxy + cyz + axz = abc ®© 
£ b b _ 2bR 

又 由 sinw ` sin ZAPC ` sin AT a 
A 等 = 2R: sino 
同 理 H L OR: sina, = OR: sino 


c 


SR sino = k,W| + = br, y= ji z = Šk, f 代 人 台式 ,可 求 得 大 = 
s: abe 其 中 ， 人 = V ab y be t ate, HERNE, 


注 :此 定理 的 逆 命 古 也 是 成 立 的 , 可 参见 本 章 例 25 充分 性 证 明 中 的 后 部 
分 . 
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2 2 2 
推论 1 sayta sbibetea 

推论 2 (¿x + by + bz)2 = ab? + be oa. 

推论 3 w= arsin 252, 中 ,了 = V ab + bc + oc. 
推论 4 ”点 了 到 4B,BC, CA 边 的 距离 分 别 记 为 dc,d4, da, I 


2 2 2 
di = E- Sarda = BE. Sade = A Sa 


H h, 7? = ab2 + 82c2 ate. 
EMRS Eday sinu = 基 - AE, y 等 = 式 即 证 . 

定理 30 (1) % P EK AABC HERPE, CE BC, CA, AB 边 上 的 射影 
X Ai, Bi, C H| 6418C o ABCA, HEA PA : PB = sin w; 

(2) EDF FA P 与 AAB 对 应 顶点 连 线 交 其 外 接 圆 于 4 , B,C, MJ 
AAB C 2 ACAB, TIE A ABC 以 P ARAPE S 

(3) 设 P,0,0 分 别 为 OABC RE MAF F S MIP D, AAB C 与 
全 42B2C2, 分 别 是 关于 P,Q 的 重 足 三 角形 , 则 12 A BIC, 与 AAB C 共有 
一 个 外 接 圆 ,其 圆心 为 PQ 的 中 点 ,半径 为 Rsin w;2)0P = 00,ZP0Q = 
2w. 


ARR (1) 由 41,C,B1,P 等 三 组 中 点 共 圆 即 证 ; 
(2) 由 同 弧 上 的 圆周 角 根 等 即 证 ; 
(3)1) H Ar, A2, B2, B BAHH, B2, B1, C1, C, 四 点 共 圆 ,其 圆心 均 为 PO 
中 点 即 证 ; 
2)PQ 中 点 0' 与 0 是 相似 三 角形 AAB C 与 A BCA 的 对 应 点 (都 是 外 
Po _ _00' 


D), i PO = SZ = Sa ç = 0Q:ZP00 = 2o. 
例 25 设 P 为 人 4BC 内 一 点 , 则 PREDS F 0036382025 
Sapac _ Sarca _ Sapa Sage 
22 T P be T 2 bic + a 


证 明 ”必要 性 Æ 忆 为 正 勃 罗 卡 点 , 则 
2 


2 2 
PA = a = be pp = y = GPO = sb. ToS dy on 


2 2 242 2 2 
而 ape = 到 wy sin w = SE Sasara = «SasSAm = SE + Sa 


BP, T = ab 4 be + ea. BE. 


345 


平面 几何 证 明 方法 全 书 


充分 性 Vk ZBPC = a,Z CPA = B,ZAPB = 7, 划 


sinag wsing _ gy'siny _ Sa 
22 T 2b — 2e T Q, bo + eo 
从 而 +a) 
sin(xz - a) T sin(a — 8) ` sin(a - y) 7 28a 
注意 到 “ 若 a,b,c E Rt,A, B,C E (0,x),A + B+ C = x, Byt = 
gy = géo obe 可 构成 三 角形 , 且 a,b,c 的 对 角 分 曾 等 于 4,B,C.” 
的 事实 , 则 


matt = ylatbt + it - 2yzazb4c2 cos(r ~ a) 
又 2yz :cos a = +r- e RAER, MWA 
att = bla? + Pla + 2) - abe 
同 理 ya = Pla? + Plax? + 22) ~ alt et 
z A = a(b + Owy + ex?) - at? Ct 
346 由 此 解 之 得 x = 全 ,7 = Se, = s = 2 其 中 ， T =s V ob + eb + oe. 
Ü Z PAB = uu Z PBC = oz LPCA = os, M 


+r- y 
cos oy = EEE 
将 = Eey = S 代 人 上 式 ,并 整理 有 cos a = 二 ,其 中 ,7 = 


V ab + Pe + cia. 

同 理 ,有 cos w = cos os = pio = ws = os, Ë) PH A ABC REDY 
卡 点 .证 毕 . 

最 后 指出 :三 角形 描 罗 卡 点 分 别 与 费 马 点 、 外 心 .内 心 、 重 心 垂 心 重合 的 充 
要 条 件 是 三 角形 为 正三 角形 .证 明 留 给 读者 作为 练习 . 


练习 题 3.1 


1. AFE A ABC SI BC 上任 一 点 P 分 别 作 两 腰 的 平行 线 交 4B 于 R, 交 AC 
于 OREA 关于 直线 PQ 的 对 称 点 DD 在 A ABC 的 外 接 贺 上 、 
2. 已 知 正 人 4BC 外 有 一 点 站, 且 AD = AC,AH | CD 于 8B,K 在 4H8 上 ， 


KC L BC. 求 证 :Sanpc -Bak BD. 
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3. 在 人 ABC 中 ,AB = AC,AD 1 BCFD,DF | ABFF,AE L CF 于 E 交 
DF FMRE: M 为 DF 的 中 点 . 

4. 设 H HEE OABC 的 重心 ,在 底 边 BC 保持 不 变 的 情况 下 ,让 顶点 4 至 
KA BC 的 距离 变 小 ,这 时 Same’ Same 的 值 怎样 变化 ? 

5. AB 为 半圆 真 径 ,从 半圆 上 的 点 C 作 CD L 48 于 DD,E,FF 分 别 在 4D,AC 
上 ,满足 人 DCE = 人 ADF. 求 证 :AF : FC = ED : DB. 

6. BD , CE 是 人 4BC 的 高 ,过 了 D 作 DG L BC 于 6, 交 CE 于 FF, CD 的 延长 线 
与 BA 的 延长 线 交 于 如 .求证 :GD = CF- GH. 

7.4D, BE, CF 是 A ABC 的 三 条 中 线 ,P 是 任意 一 点 . 证 明 : 在 APAD, 
A PBE ,人 PCF 中 ,其 中 一 个 面积 等 于 另外 两 个 面积 的 和 . 

8. 在 口 4BCD 中 ,EE, 下 分 别 为 48, BC 上 的 点 , 且 AE = 2EB,BF = FC, 连 
EF 3 BD FHH Saser = 1, 求 Sasco. 

9. 两 直线 相交 于 0 ,在 一 直线 上 取 A,B,C 三 点 ,使 04 = AB = BC; 在 另 
一 直线 上 取 L,M, N 三 点 ,使 [0 = OM = MN. 求 证 , 4,BN,CM JES. 

10. 过 分 ABC 的 重心 G 任 作 一 直线 分 别 交 4B ,4C + D, E, DE 不 平行 
8C, 求 证 :Space - Saane < + Saase 

11. 在 A4BC 中 ,4B = 4,4C = 6, BC = 5, ZA 的 平分 线 4D 交 外 接 回 于 K. 
0 分别 为 全 4BC 的 外 心 \ 肉 心 ,求证 : OI L AK. 

12. T: A ABC 的 内 心 , 且 AI, BI 的 延长 线 分 别 交 BC 于 D, 交 AC 于 E. 若 了 ， 
D,C,E 在 同一 图 周 上 , 且 DE = 1, 试 求 Ip üE ZE. 

13.2 A ABC 的 外 接 圆 半径 为 R, 内 切 圆 半径 为 ,内心 为 ,延长 杂交 外 接 
B] D. 求 证 :41 + ID = 2Rr. 

14. 在 全 ABC P, Z C 的 平分 线 交 4AB 边 及 三 角形 外 接 贺 于 DD,K,1 是 肉 心 . 
求证 :(1) 万 -k = 0) 8 - 2- 1. 

15. = ABC T.,ZA,ZXB,ZC 的 平分 线 分 别 交 外 接 圆 于 点 P. Q. R. R 
证 :AP + BQ + CR > BC + CA + AB. 

16. A ABC 的 外 接 圆 0 HERH R, ACH I, LB = @P,ZA < LC, 
LA 的 外 角 平 分 线 交 圆 0 J E.uEB: (1)10 = AE;(2)2R < I0 + HA + IC < 
(1+/3)R, 

17. 已 知 A ABC 的 内 切 圆 切 pc 边 于 也 , 切 ABAF E, 9) ACHT F.3Ë AD E 
2 ABD 和 AACD 的 内 切 圆 .求证 :全 4BD 和 AADC 的 内 切 圆 切 AD 于 同一 点 . 


347 


平面 几何 证 明 方法 全 书 


348 


18. 已 知 A ABC 的 内 切 圆 分 别 切 BC ,4B ,4C HFD, M,N. AF 是 BC 边 上 
中 线 .求证 ; MN , DO , AF 共 点 . 

19. 设 公 4BC RAHE O AB, AC HHF E, F, $12 BO, C0 分 别 交 EF 于 
点 N, M RUE: Simon = Saogc- 

20. 证 明定 理 15. 

21. 证 明定 理 16. 

22. 证 明定 理 17. 

23. 证 明定 理 18, 

24, 证 明定 理 19, 

25. 证 明定 理 20. 

26. 设 点 0 和 C 在 线段 48 的 同 侧 , 04 = 0B, H. ZA0B = 2 人 ACB( 或 
2(180 - 4CB)), 则 0 为 人 4BC 的 外 心 . 

27, 设 了 ,了 ,分别 为 全 4BC 的 边 BC, CA,4B 外 的 旁 心 ,41,B1, Ci 分 别 为 
ARBC, ARCA, ABRAB 的 外 心 .求证 :全 4BC 与 AA B.C. 有 相同 的 外 心 . 

28. 设 圆 0 是 2 ABC RAWE, D,E, FAIN 0 与 BC, CA, AB 的 切 点 . 
(1) 车 BD 的 延长 线 与 EF 相交 于 KK, 则 直线 4K 平 分 BC;(2) 已 知 BC = a,AC = 
b,AB = o,B b > cK Sase : Sane. 

29. 在 公 4BC 中 ,求证 : 


(DsinA+sinB+sinC= doos $ «cos Ë -cos Ê; 


2 2 
(2)eot A + cot B + cot B + cot C + cot C + cot A = 1; 


(3)sin A + sin B — sin C = sind + sin $. sin 
30. 设 D,E,F 分 别 是 公 ABC 的 三 边 BC, CA, AB 的 中 点 ,C 是 重心 ,P 是 平 


置 上 任 一 点 ,过 D,E,F 分 别 作 4P,BP, CP 的 平行 线 ,求证 :(1) 所 作 的 三 条 线 
交 于 一 点 POP, C, P 三 点 共 线 ;(3)P'C = $ee. 

31. 2 A ABC BANERA R, SRRA ri, 两 圆 的 再 心 距 为 d(i = 
1,2,3). | di = R? + 2Rr;. 

32. 设 A ABC HZDS UA, Is, le 5 A ABC 三 边 所 在 直线 分 别 切 于 MM， 
N,E,G,F,D, HAR DF,EG,MN 两 两 交 于 Pi, Ps, Pa. 又 设 R,r 分 别 为 
ZA ABC 的 外 接 圆 半径 ,内 切 贺 半径 ,其 外 心 为 0 ,内心 为 了 .求证 ， 

G)PIA, PaB, P.C 三 直线 共 点 , 且 A ABC RELE AP P.P, 的 外 心 ; 
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1 1 1 .1, 
P,4 t P,B 1 PRC? r? 
1 


2) 


1 1 
0h - È t oñ, - R * of; - R 


21, 
— 2Rr’ 


Ol, + Ols + Ole < 6R; H, ` Hs * He < 6R; 
(3) 全 lgle V A Pi P, Ps, HAME 2R : (R + r); 


a) Allg 三 边 长 之 积 


4R Salido _ 2R 


ZA ABG 三 边 长 之 积 © r ' Saage 


r: 


33. 设 五 为 A ABC HEC, R, r 分 别 为 其 外 接 贺 半径 ,内 切 圆 半径 .求证 : 
(1) 当 AARC 为 锐角 三 角形 时 , | HA 1+1 HB 1+1 HC 1= 2(R+7); 
(2) 当 全 4BC 为 钝 角 (C > 90) 三 角形 时 , | HA 1+1 HB |- 1 HC | = 2(R+7). 


34. 在 公 4BC 中 ,4 是 钝 角 , 厅 是 加 


Z HCB) 的 值 . 


E 心 , AH = BC, KR cos( Z HBC + 


35. 证 明 下 列 等 式 (字母 意义 同 定理 23). 


(abe)? 
sR F 


4 313 l 1, 
Q), t ha t he” Pš 


(l)ha ° hg * hç = 


G)mk+ m+ mk = Fla? y + e); 

(d)mÀ + mb + m = (at + P+ cf) 
4 1 _ 1. 

(5) n aT 


OLETE [ra P. 
36. 试 证 下 列 结论 . 


(1) 三 角形 的 重心 分 每 条 中 线 (从 顶点 起 ) 之 比 均等 于 二 比 一 ; 
(2) 三 角形 内 心 分 每 条 内 角 平 分 线 ( 从 顶点 起 ) 之 比 均等 于 夹 这 角 的 身边 


之 和 与 对 边 之 比 ; 


(3) 三 角形 旁 心 分 相应 的 内 角 平 分 线 ( 从 顶点 起 ) 之 比 均等 于 夹 这 角 的 两 


边 之 和 与 对 边 之 比 ; 


(4) 三 角形 外 心 分 过 这 点 的 三 条 线段 AD , BE, CF 之 比 均等 于 其 相应 两 角 


的 信和 角 正弦 值 与 另 一 角 倍 角 正弦 值 之 比 ; 


(5) 三 角形 的 重心 内 分 (或 外 分 ) 每 条 高 (从 顶点 起 ) 之 比 等 于 其 相应 角 的 


349 


一 第 一 章 三 角形 中 的 巧 会 点 问题 


平面 儿 何 证 明 方法 全 书 


350 


余弦 值 与 另 两 角 余弦 值 之 积 的 比 的 绝对 值 ， 

37. (1) £ P Hy A ABC 的 外 心 (或 型 心 ) BE A, B, C' 分 别 为 4P,BP,CP 延 
长 线 与 其 外 接 圆 的 交点 , 则 对 锐角 三 角形 , 有 Sase = Sarr + Sawe + 
Sanec ;对 于 非 锐 角 三 角形 ( 设 ZA > 90), N| Same = Saye - Sase = 
Sacs 

(2) # P H S ABC 的 重心 (或 内 心 ) , 设 A, B,C 分 别 为 4P,BP,CP 的 延 
长 线 与 其 外 接 贺 的 交点 , 则 SA ac = Sare + Saare + 5A4Bc ,其 中 等 导 当 且 仅 
当 A ABC 为 正三 角形 时 取 到 . 

38. AD JE A ABC 外 角 人 EA4C 的 平分 线 , 交 公 ABC 的 外 接 贺 于 DD, 以 CD 为 
直径 的 图 分 别 交 BC,4C T P, Q RERE PQ 把 A ABC 的 周 长 二 等 分 . 

39. 若 三 角形 的 面积 和 周 长 被 一 直线 截 得 的 两 部 分 的 比 相同 ,求证 :此 直线 
必 过 其 内 心 . 


40. 试 证 :(1) 界 心 F AABC HEE ANBO 的 面积 Se =RU- Z) ` 


Saagsc; (2) 周 界 中 点 三 角形 面积 Sr = JR * SAABC- 

4L D,E, FP AIA A ABC HE H EZALE D,E, F RRE 
FBC, CA, AB 的 中 点 的 对 称 点 . 若 4D', BE , CP RFR RIE ER | EE, 
HE _ HD HE, HF 
CH 7 AH ` BH ` CH' 

和. 试 证 :对 于 重心 组 (1) 四 个 三 角形 有 同一 九 点 圆 ; (2) 四 个 三 角形 的 外 
心 , 另 成 一 垂 心 组 ,此 垂 心 组 各 点 与 已 知 重心 组 各 点 关于 九 点 贺 圆 心 了 对 称 ， 

43, 试 证 :三 角形 的 垂 心 组 的 四 个 三 角形 中 的 四 个 重心 荔 成 一 垂 心 组 ,此 二 
组 形 相 位 似 . 

和 4. 试 证 :三 角形 的 三 个 切 回 ( 内 切 或 旁 切 ) 圆心 构成 一 个 三 角形 ,此 新 三 
角形 的 外 心 对 于 已 知 三 角形 的 外 心 为 另外 一 个 切 圆 圆心 的 对 称 点 . 

45. 试 证 : 自 OABC RRUG L, I, Ie 分别 至 对 应 边 的 牌 线 共 点 . 

46. 称 A ABC 内 任 一 点 P 在 三 边 上 的 射影 点 组 成 的 三 角形 称 为 A ABC 的 
BEZAK. (1) 试 求 垂 足 三 角形 的 边 长 ;(2) 试 证 :三 角形 的 第 三 个 垂 足 三 角 
形 与 原 三 角形 是 相似 的 . 

47. A ABC 的 人 4 的 平分 线 与 全 48C 的 外 接 圆 交 于 刀 ,7 是 入 4BC 的 内 心 ， 
M Ë BC 中 点 ,图 内 一 点 P E 1 X: F M HRA EK DP 与 外 接 较 交 于 六 . 试 
证 :在 AN, BN, CN 三 条 线段 中 , 必 有 一 条 线段 是 另 两 条 线段 之 各 . 
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第 二 章 ” 几 类 三 角形 中 的 数量 及 位 置 关 系 问 题 


直角 三 角形 ,三 角形 三 边 上 的 定 比分 点 三 角形 , 英 莱 三 角形 等 均 是 一 些 特 
殊 的 三 角形 .明了 这 些 特 殊 三 角形 中 的 一 系列 有 趣 的 数量 及 位 置 关 系 ,掌握 这 
类 特殊 图 形 的 特征 性 质 , 不 仅 可 以 加 深 对 这 类 图 形 的 认识 ,还 可 以 使 我 们 随时 
联想 到 它 的 性 质 并 灵活 运用 到 求解 各 类 平面 几何 问题 中 去 . 


一 ` 直 角 三 角形 中 的 一 些 数量 .位 置 关 系 及 应 用 


定理 1 一 个 三 角形 为 直角 三 角形 的 充分 必要 条 件 是 两 条 边 长 的 平方 和 
等 于 第 三 边 长 的 平方 ( 勾 股 定理 及 其 送 定 理 ). 

定理 2 一 个 三 角形 为 直角 三 角形 的 充分 必要 条 件 是 一 边 上 的 中 线 长 等 
于 该 边 长 的 一 半 . 

定理 3 公 4BC 为 直角 三 角形 , 且 C 为 直角 顶点 的 充分 必要 条 件 是 当 C 在 
AB 边 上 的 射影 为 DD 时 ,下 列 五 个 等 式 之 一 成 立 :(1) AC? = AD - 4B;(2) BC? = 
BD . AB;(3) CD? = AD - DB;(4) BC? : CD? = AB : AD; (5)AC2 : CD? = AB : 
DB. 


2 2 cp _ 2 
事实 上 ,由 2 = goe = ra = 2E MP = 
AD DB. 即 可 证 得 (4) HESH. 
其 余 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 


定理 4 FFE AA 为 直角 三 角形 , 且 C 为 直角 顶点 的 充分 必要 条 件 是 
当 C 在 48 边 上 的 射影 为 D 时 ,4C? : BC? - AD: DB. 

证 明 ”必要 性 显然 ( 略 ), 只 证 充分 性 ,由 

AD : DB = AČ : BC = (AD? + CD?) : (CD? + DB?) 

有 (CD? - AD - DBX(AD - DB) = 0 
而 4D xDB, 即 有 CD: = AD .DB. 由 此 即 可 证 . 

定理 5 AABC 为 直角 三 角形 ,县 C 为 直角 顶点 的 充分 必要 条 件 是 当 C 在 
AB 边 上 的 射影 为 点 DD, 过 CD 中 点 的 直线 4P( 或 BP) 交 BC( 或 4C) 于 EE,E 


二 章 由 类 三 角形 中 的 置 关系 
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在 4B 上 的 射影 为 F 时 , EF? = CE- EB( 或 EF? = CE FA). 
证 明 ”必要 性 ”过 D 作 DG / 4E 交 8C 于 c 
C, 则 CE = EG,B. AD : DB = BC:6B, 即 有 


E 
AD : (AD + DB) = EC : (EG + BG) > q 
即 AD: AB = CE : EB D LAIN 


X. EF // CD, 有 4 D F P 
EF : CD = EB : CB @ 图 3.2.1 
在 RtA4BC 中 
CD? = AD : DB, BC = DB - AB @ 
2, 
将 图 代入 人 @? 得 EP? = BAD @ 
将 四 代入 国 得 EF? = CE - EB 


充分 性 ”由 EF? = CE . EB, EESO ROA 
C? : CD? = AB : AD 

再 注意 到 定理 3(4) 即 证 . 

对 于 EF) = CE - EA 的 情形 也 类 似 上 述 证 明 . 

定理 6 公 4BC 为 直角 三 角形 , 且 C 为 直角 顶点 的 充分 必要 条 件 是 当 万 为 
边 AB 上 异 于 端点 的 任 一 点 时 ,(4B. CD)? = (AC + BDY + (ac AD. 

证 明 ”必要 性 ” 作 BK /DC 交 4C 的 延长 
RFK, I 

BK = $p > CD, CK = = . AC 


由 BK? = ae + BK. ERRA EREM Fy 
即 可 证 . 
充分 性 BC = a,AC = b,AB = e,CD = 
LAD = n,DB = m,#E & ABC 5 A ADC 中 ,应 用 余弦 定理 得 
_ m) 1 P - 2 _ 2 P - 2 
2ml 7 2nl 
注意 到 m + n = c, 化 简 得 
cË + cmn = na? + mb? 
所 以 eP + emn = (na? + mb2)(m + n) = mala? + b?) + bem? + atn? 
而 已 知 有 PP = Pm + n 
MT 2 = a? + b? BRIE. 
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定理 7 设 moh 分 别 表示 三 角形 顶点 x 所 对 边 上 的 中 线 长 ,高 线 长 . 
全 4B8C 为 直角 三 角形 , 且 c 为 直角 顶点 的 充分 必要 条 件 是 下 列 二 式 之 一 成 立 : 


(1)mà + mh = Smbs(2)ha * ho = he V hh + hh. 

证 明 提 示 《1) 注意 到 三 角形 的 中 线 长 公式 (如 m3 = T (20 +26? - a?) 
及 定理 1 即 证 ， 

(2) 注意 到 面积 关系 


h, h, h ; 
+ = 1 = 一 让- 及 定理 1 BE. 
a c 

定理 8 AABC 为 直角 三 角形 , 且 C 为 直角 顶点 的 充分 必要 条 件 是 下 列 两 
条 件 之 一 成 立 : 

(1) 公 C 平 分 线 平分 4B8 边 上 的 中 线 与 高 线 所 夹 的 角 ; (参见 本 简 第 一 章 中 
定理 16) 

(2) 设 me, hes te 分别 为 人 C 所 对 边 上 的 中 线 长 ,高 线 长 及 人 C 的 平分 线 
长 时 ,me + he)te = 2mc， ht. 

证 明 (1) 必 要 性 由 人 B= ZACH = MCB R 
人 4CT = 一 7CB 即 证 . 

充分 性 ” 作 公 4BC 的 外 接 圆 ,延长 C7 交 图 于 了 , 连 
AD, BD W 3.2.3. H Z ACT = Z TCB,# AD = DB, 从 
而 DM | AB.X. CH | AB, DM // HC. È Z MCT = 
<TCH = 人 TDM, 有 MD = MC, EPAI M žy A ABC 外 接 
圆 圆心 , 妈 有 MA = MB = MC, 由 此 即 证 . 图 3.2.3 

(2) 在 RtA CHH 中 ,由 角 平分 线 的 判定 与 性 质 知 , CT 平分 人 MCH 的 充 要 


MH - CH 
条 件 是 TH = oy, ca 


_ MH. CH _ 22 L pp _ 2ma * bÀ 
FESD TH = gey OCT = À + T = Mae 
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(ma + ha) * hem * hà 
定理 9 ROS ABC'R,ZC 为 直角 . 


《1 设 内 角 A, B, C 所 对 的 边 长 分 别 为 ,5,c, 记 P = 二 (a + b + e) MI 
Saam = p(p = c) = (p - a)(p - b) = Tab 
(2) 设 AB 8EIRUJIID Sa D AAABGI Sase = AD + DB. 
第 ~ 音 用 类 三 角形 中 的 数量 及 位 置 关系 问题 


_ 平面 几何 证 明 方 法 全 书 _ 
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证 明 (1) 略 ; 
(2) 设 内 切 贺 半径 为 +, 由 


去 (4D + )(DB + r) = tas + BC + AC)r = (AD + DB + Dr 


B AD : DB = (AD + DB + r)r = Saage 

定理 10 在 Ri 人 4B8C 中 ,CC 为 直角 ,CD | AB FD,AACB, AADC, 
A CDB 的 内 心 分 别 为 0,01, 02; 圆 O, SA 0, 的 男 一 条 外 公 切 线 交 CD 于 C, 交 
AC 于 五 , 交 BCF F; 0,0, 所 在 直 
线 交 CD FK, Z ACFM, 3% BCF 
NRE 0, 圆 01, 圆 o, 的 半径 分 
为 r,riyr2, 则 

(1)40,D0, > AACB; 

(2)CM = CN = CD; 

(3)0,G = 0:6; 

(4)A CEF o A CBA; 

(5)C0 = 010z; 

OLES EE 

(7) $ AABC, AADC, A CDB 的 半 周 长 分 别 为 p,py, pz 时, (pi t rY + 
(pz + n? = (p+ r}; 

(8)C, 0, Oi, 02 为 一 垂 心 组 ; 

(9) Saase > 2SAMowi 

(10) 以 AB 边 上 的 中 线 HC H HRHRD SAHAR o 相 切 ; 

(ll)CC = p-e =r, + r + r = CD; 

(12) 人 00:0: 的 外 接 圆 半径 等 于 r; 

(13) Z A0,C = ZB0,C; 

(14) 设 ADO, O; 的 内 心 为 03, 则 001030: 为 平行 四 边 形 ; 

(15) 设 圆 0; J AC FP, A 0, 切 BC + Q Bl 0, 与 图 0; 的 另 一 条 肉 公 切 
线 (不 同 于 CD) X AB FLM P,0 LEQ, 0 分别 三 点 共 线 ; 

(16) 延长 40 交 BC 于 了 ,延长 BO 38 AC 于 V, 则 Siy = 284108; 

(7) Ze + 346 = Z. 
证 明 (1) 由 RtA4DC w RIABDC 知 0.D : OD = AC : BC, WI 
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Z 0.D0, = W, $ Rtë 01 DO, V RIAACB. 

(2) h (1) 知 ZO00;D = ZB, 从 而 知 D,B, N, 0 四 点 共 贺 , WA 
人 CNOs = LO,DB = 45° = Z 0,DG, M CO, 平分 人 DCN, 从 而 ADCO, 2 
ANCO, $ CN = CD. i 

同 理 ,CM = CD, 故 CM = CN = CD. 

注 ;车 延长 CO1 交 4D 于 8, 延长 C0; 交 DB FR, Wh (2) 可 证 SR = MS + 
RN. 

(3) H Z 0,D0, = %p = 人 O0160s, 知 01,D,0,,G 共 图 ,从 而 人 0102G = 
LDG = 4 = Z0;DG = L02016; 故 016 = 02G. 

(4) ñ L01026 = 45 = LONC MOG // NC ,Ëk Z CFE = 人 FG0; = 
LA026D = LOD = LA 

同 理 , Z CEF = Z B.W A CEF o ACRA. 

由 上 亦 推 之 A,B, ,五 四 点 共 贺 (参见 第 二 篇 第 七 章 中 例 5); 

(5) 自 40 = 如 ,202 - BC y 

DOÎ + DO} 4C2 + BC 
o = AB T! 

而 DO? + DO} = 0103, 故 CO = 0,02. 
(6), (7) 由 RtA4CB ç RtA ADC w RtA BDC, 知 
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而 Saane + Sagpc = Sasc8; 从 而 有 
ri + = Ppi + p = prp + rapa = mp 
前 两 式 之 和 加 或 减 第 三 式 的 2 倍 即 证 得 (7). 
(8) 设 BO KIEKRZ CO, F T, H Z 0100, = 135, 知 人 O10T = 45 = 
< C00, ATIM 0,0 L C01. 同 理 0,0 L C60;, 即 知 o 3: A c0,0; hE, i 
C, 0,01, 0 为 一 重心 组 
(9) Ë H SAB 中 点 , 则 CD < CH. H (2) WJ 


Sanc = 二 48 CD = AH- CD > cD 
1 


2 


Sawa = 3 CM CN = + Cp 


H Saare > 2SAncyi 


第 二 章 ” 几 类 三 角形 中 的 数量 及 位 置 关系 问题 


平面 几何 证 明 方法 全 书 


(10) 由 于 五 为 48 的 中 点 , 则 五 为 Rt 全 48C 的 外 心 . 设 HC 的 中 点 为 5, 则 
0 SESH S08 = (r - SC) = (r < EGUR R 38 A ABC BEI] 
半径 ) ,注意 到 0S 为 人 OHC 的 中 线 . 则 

405} = 2C02 + 20H2 - CH? = 42 + 2(R2 -2Rr) - Rè = (R - 2r)2 
H, OH? = R? - 2Rr,HD OS2 = (Ë - r), h HHE. 

(11) 利用 切线 长 关系 即 可 推 得 前 式 , 后 式 由 内 切 圆 半径 与 边 长 关系 即 可 
BE 由 D01 = Viri, DO, = Zr 得 010; = Y2r( 注 意 到 (6) 式 ), 又 由 正弦 
定理 有 010, : sin135 = /20,0, = 2R'(R' 为 人 0100; 的 外 接 图 半径 ). 故 
R = r. 

(13) 由 

L401D = 9 + + ZACD = 9 + + ZABC, ZABO: = TZABC 


356 知 Z A0,0, + ABO, = (ZA0,D + ZX D0,0;) + LABO, = 


+ Z ZAB0 + Z BAC + $ ZABC = 
% + Z ABC + Z BAC = 180 
从 而 知 A, B, 02, 0i 四 点 共 圆 , 则 有 ZX A0,B = ZA018. 
X ZB0,C =% + y ZBDC =% + 1 ZADC = LAOIC 
故 ZA0,;C = 360 - ZA0,B ~ Z B0,C = 
360 ~ ZAO B - LAOC = LBOIC 
(14) 由 (2) 及 (8) 9.40, / DN(Ëš DN | C0,,0,0 L C0,). X. 


D0,0; = 3 0102D = 4 B = ZNB0; = Z ND0, 

从 而 DN // 030;, 即 有 0:0 // 0302. 

EI, 0301 / 0.0.8 001030, HFT AÉ. 

(15) 由 L01102 = J ` 180 = 90? , 知 02, L, D, 01 MARE, N Z OLD R 
Z0:DL = L0201D = ZA, R] 0,L // CA. X AC |, BC, M 0,L | BC. X. 
0,Q L BC, 则 上 , 02,0 ZAHR. FH P, 0, L ZARR. 


(16) 注意 到 ab = 2pr = 2p(p - c), CU = ; 


ab 
a+c 


PALER ,由 


+ 
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Sau = Saare - Sacuy = [ESO EN) = er 
BE. 
07) 以 了 为 原点 ,48 所 在 直线 为 轴 建 立 平面 直角 坐标 系 . 设 C(0,1)， 
BCm,0), 则 A(- 赴 ,0), 贺 0 的 半径 = + (L + m = V1 + mè), E 01 的 半 
B r = FE 0Cr) 0C- 2,22), 0.0, 的 方程 为 


(1- m)x + (1 + m)y = 1+ m - V 1 + m° 


` 1 + mŠ V 1 + m 
所 以 天 (0,1 - TT m ) Am CK = lim 


而 BC = VTE 三 ,4C = VTF m. B EEBIS6810 R ar. 
注 : 此 结论 也 可 以 不 用 解析 法 证 , 见 练习 题 第 16 题 ， 
例 1 如 图 3.2.5, Æ AABC th, ZABC = 
5ZACB, BD 5 LAWER REATH, DE LBC, 
着 可是 BC 中 点 ,求证 ;BM = 3 BD. 
证 并 ” 取 CD 的 中 点 N, 连 MN,EN, 则 MN = ¢ ri 


+B. 图 3.2.5 357 


由 已 知 得 48B = 4D, 则 ~A1 = Z2 = ZC + Z, Z1+ Z3 = SZEM 
而 知 L3 = 2⁄ C. X. EN 是 RA CDE RHA CD 的 中 线 ,网 Z4 = ZC. h 
3 = ZNMC = Z4+ Z5 = LC + Z5 = 2⁄0 


ML Z5 = ZC = ZA, ME = MN = +BD. 


例 2 如 图 3.2.6, 在 RtA4BC 中 ,LC 为 直 C 
角 ,CD L ABFD, M O), 0,2y9]55 AD, DB, CD < 
R A ABC 的 外 接 圆 相 切 . 设 圆 01, 圆 O, , OABC 的 
内 切 圆 的 半径 分 别 为 nm,r. 求 证 :mn + r = 2r. K X 

证 明 RA o HADFER O, DBFF. 4 E MD 
& AM = MB = MG = R,AD = m,DB = n, 则 m 图 3.2.6 
+ n = 2R. 在 人 01EM 中 ,由 

(R-n)? =r} = [n - (m - A) 

有 ri = /2Rn - n 


= 几 类 三 BX £ B 


平面 几何 证 明 方法 全 书 
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而 CD =v mn, AC =v CD? + AD = /2Rm AE = m -r = 2R-2V2R 
从 而 AC _ [2R AE _2R- VaRn _ [I&R 
CD n 'ED VR n n 
由 此 知 CE 平分 二 4CD ,于 是 
CEB = LCAB + ZACE = LBCD + LDCE = Z BCE 

$k BC = BE. 

同 理 ,4C = 4F. 故 

2r = AC+BC-AB= AC + BC - AD - DB = 
AF - AD + BE - DB = DF + ED = m4r 

例 3 如 图 3.2.7, 在 RtA4BC 中 ,4D 是 斜 边 BC 
上 的 高 ,全 4BD 中 外 切 AB 边 的 旁 切 图 圆心 为 戏 ， 
AACD 中 外 切 4C 边 的 旁 切 加 圆心 为 N, 直 线 MN 分 别 
交 BA, CA 的 延长 线 于 天 ,二 .求证 ,SeaBc 2 Saa. 

证 明 E MB,NC 并 延长 相交 于 瑟 , 因 M.N 分 
别 为 AABD,AACD 的 旁 心 , 则 BH,CH 分 别 为 
Z ABC, Z ACB 的 外 角 平 分 线 ,下 为 A ABC 的 变心 . 
延长 DA ZMN 于 E, 连 MA 并 延长 交 Bw FP, iE NA 
并 延长 交 MH 于 0, 由 一 BHD = 人 4CD, 有 其 补 角 图 3.2.7 
ZBAE = ZACF ,其 半角 BAM = 人 4CN, 从 而 人 MAD = 一 PCD, 故 4,P,C， 
D 四 点 共 图 .由 此 知 AP | HN. 

同 理 ,40 | MH. 因 此 4 为 A MNH 的 重心 .过 HA 并 延长 交 MN 于 C, 则 
HG |. MN. X. LIAG = Z CAH, Z KAG = LBAH, 而 LCAH = Z BAR, PEW 
人 LIAG = 人 KAG = 45. 进 而 人 ALK = 4599, AK = AL. 

由 人 人 ALN = 45 = ZADN, Z LAN = ZDAN JI AALN 2 A ADN ,# AL = 
4D. 从 而 


Same = AR + AC. Sana = 


L GEK 


< 


1 1 AB? . AQ? 
AK AL = —AD2 = 
2 2 2(AB2 + AC?) 


AR 2 
TÜ SAB z ae = 1, $ Same > 2Sa. 


例 4 如 图 3.2.8, 已 知 半径 为 尽 的 圆 0 WIF AABC, PHA LEA, 
由 点 卫 分 别 向 OABC 的 三 条 边 BC, CA, AB 与 切 点 A DEF 的 三 边 BF, FD, DE 
31ER, PH, = ha, PH, = bv, PH, = he, PH, = ha, PH, = he, PH; = hp RUE: 
hh, = hah. 


第 三 篇 部 署 优势 "兵力 一 一 曾 用 基本 性 质 


证 明 ER 0 的 的 直径 PL. 连 PE,PF, 则 由 

RtA FPH; ep Rit 和 APPE, 有 
PE - PF = 2R ° ha 
同 理 , PF + PD = 2R- h,, PD + PE = 2R- hy. 
ZAMR, 8 
(PD + PE > PFY = 8R? - hahehy 

又 作 圆 0 的 直径 DK, 连 PD, PK. H PHD = 
LDPK = 9%, Z PDH, = 人 PKD, 则 PD 在 DK 上 的 射 
影 等 于 PHR APH DY 人 PDK), 即 有 

PD? = DK + PH, = 2R + ha 
园 理 , PE? = 2R > h, PF? = 2R h 
由 此 即 证 得 hohoho = hahehy. 


二 .三 角形 三 边 所 在 直线 上 的 定 比 分 点 三 角形 的 一 些 面积 
关系 式 及 应 用 


车 A.B, C 分 别 内 分 或 外 分 A ABC 的 边 BC, CA, AB, WE AARC 为 
ZA ABC 三 边 上 的 定 比 分 点 三 角形 .我 们 在 第 一 篇 第 三 章 的 例 1, 例 2 中 ,已 介绍 359 
了 几 种 特殊 情形 的 定 比分 点 三 角形 . 在 这 里 先 给 出 一 般 情 形 下 , 三 角形 三 边 上 
的 定 比 分 点 三 角形 的 一 个 面积 关系 式 ,然后 再 介绍 几 种 特殊 情形 的 定 比 分 点 兰 
角形 的 有 关 结 论 、 
定理 11 设 如 ,B,C' 分 别 位 于 人 4BC 三 边 BC, 04,4B 或 其 延长 线 上 .车 
AÇ : C'B = MB : A'C = Ay, CB' :84 = Alinda 均 不 等 于 -1), 则 
A ABC 和 公 41'B'C' 的 有 向 面积 (规定 三 角形 顶点 按 道 时 针 方向 排列 时 面积 为 
正 ,否则 为 负 ) 的 关系 为 
Saree _ I+ 2225 
Saase T (1 + AXC +A)(l + 25) 
ER ”首先 , 记 有 向 面积 S. = Sar, S = Sawe, S = Sacr S = 
Saapc， So = Saxgc ; 则 不 论 A,B,C 的 位 置 如 何 , 总 有 关系 式 
S- Si- S82- = So 全 
当 4' ,B,C' 均 为 边 的 内 分 点 时 ,中 显然 成 立 .如 图 3.2.9(1). 
BA DAAA, B,C 为 外 分 点 , 且 1)B' 在 CA 的 延长 线 上 时 ,此 时 有 
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平面 几何 证 明 方法 全 书 


Saase + SAipc + Saser - Sacer = Sange BHS S - S, - S, - S; = So Ë 
立 , 如 图 3.2.9(2);2)B' 在 AB 的 延长 线 上 时 , 此 时 有 Sae + Sarw + 
Sacem +8aucp = Sacr INA S- S2- S3- So = 8 成 立 .如 图 3.2.9(3). 

3 A.C 为 内 分 点 ,好 在 CA 的 延长 线 上 时 ,有 Same + Sawe - 
Sawe -Sacs = Sangre DA S- Sr - S2- S3 = So 成 立 .如 图 3.2.9(4). 

X A 在 BC 的 延长 线 上 , 且 1)B 在 CA 的 延长 线 上 ,C' 在 4B 的 延长 线 上 
时 ,有 Sawpe = Same + Sanw + SAct + Saa =- Sascp ~ Sawe - 
Sacra + Saase: PË So =- Si- S3- S3 + 5; 如 图 3.2.9(5);2)B' TEAC 的 延长 
RE, C 在 BA 的 延长 线 上 时 ,有 Sacpn = Sawo + Sacsa -Sawe — Saa 
H - Sayre = Sawe + Sacy + Saage - Saase DRA S- S) = S3- S3 = 


So 成立 .如 图 3.2.96). 


图 3.2,9 
其 次 ,可 证 明 不 论 A,B,C 位 置 如 何 ,总 有 关系 式 
s Al s À S3 àa 


Si S TS " Or GA 22) 2 
现 以 @ 中 第 一 式 在 图 3,2,9(4) 情形 来 证 明 . 


此 时 ,4C' 与 4 同 向 ,48' 与 4C 反 向 , 则 有 号 = AAE .由 


AB - AC 
AC o as L AC A 
CB AC + CB AB l+ài 


第 三 篇 部 署 优势 "兵力 "一 一 - 善 用 基本 性 质 


CB' CB' + B'A ÇA AÇ AB' 1 
pa =A Bi = BA "Ap" PIE = Tn 
s à w 

故 写 = GYA r X TRR RETIER. 

将 @ 代 入 人 @ 即 证 得 定理 成 立 . 


特别 地 , 当 41,2,43 均 不 为 - 1, 而 A14243 = - 工时 , 便 得 到 著名 的 梅 涅 劳 


斯 定理 :4', 忆 ，C' 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 Bt g AE - 1.5 22225 
中 两 个 均 不 为 ~ 1 ,而 4222 = - 1 时 , 便 可 利用 塞 矶 定理 ; 44 , BB, CC 三线 
共 点 , 求 得 与 三 角形 巧合 点 有 关 的 (内 接 ) 三 角形 的 面积 的 一 些 关系 式 ， 

我 们 称 以 三 角形 三 边 上 的 高 线 的 委 足 为 顶点 的 三 角形 为 原 三 角形 的 要 足 
三 角形 .类似 地 ,有 原 三 角形 的 切 点 三 角形 \ 中 点 (重心 ) 三 角形 , 界 心 三 角形 、 
外 心 三 角形 .内心 三 角形 、 旁 心 三 角形 (三 角形 三 顶点 与 一 旁 心 连 线 延长 交 对 边 
的 点 构成 的 三 角形 ), 设 人 4BC 的 BC = a, CA = b,AB = c, 又 记 它 的 上 述 各 种 
三 角形 面积 分 别 为 Sg, Sr Scs Sy: S0:5p SF p = Fla + b + 6), 则 有 

推论 1 (1)Sp = 28 | cos A : cos B : cos C |; 


(2)Sk = 28. sind sin” sin £, 
361 

(3)Se = +S; 

(DS = 38 + sin Š + oin Z + sin R 8, = 5 8; 


Lag. cos Á ' cos B : cos C . 
(So = 28 | G04 CB) col B- C) + eos( C = A) | 


2Š > abc y 
(6) S; = (a + b)(b + e)(e + a) 或 
S = 25 - sin À -_sin B > sin C N 
(sin A + sin B)(sin B + sin C)(sin C + sin A)? 
abe 
(DSe = 28> (2 ate a)l (b +e) 
证 明 ”由 定理 二, 当 41,42,23 分 别 取 下 列 值 时 , 即 证 . 
(Da, = sA c * cos B a ' cos Ç, 


sà = = 
a s cos B' 2 T b eos C 3 T ¿ç cos Á ° 


-PP-ai -了 -bi _ poe, 
à = h po pa 
(3)àí = À> = Àp = l; 
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R-t Pes = BA, 
(A=, m asha = pb poe? 
sin 28 sin 2C sin 2A 


925, = sin 2B'“3 T sin 2C; 


(OA = P. = Ea = 5 


(5)4: = 


Da = -之 ,ia E, nat 
推论 2 Hais 中 的 两 个 均 为 - 1, 而 A14243 = 1 时 ,有 
Sarge 


2 
Saase = (1+4001+A2)( + Aa) 
推论 3 1, > 0,21 > 0,43 > 0, 且 X14243 = T 时 ( 即 和 4BC 为 A4BC 
的 内 接 三 角形 时 ), Sae < L. 
A ABC 
事实 上 ,由 和 > 0 且 14+ >2/xXx( = 1,2,3) 并 注意 到 X142X3 = 1 即 
证 . 
注 : 上 述 定理 11 是 第 一 篇 第 三 章 中 例 2(2) 的 一 种 推广 ,类 似 定理 的 证 明 也 
可 看 做 第 一 篇 第 三 章 中 例 2(1) 的 推广 ， 


例 5 如 图 3.2.10, 已 知 公 ABC 与 平行 于 BC 的 4 
直线 DE 相交 , 且 A BDE WERSET 2 AM 2 55 
Saase EAS ARERIA AL? D, E 
解 g = Ao ML = DA saap Ea c 
E = 加 = 0(F 与 8 重合 ), 风 由 定理 4, 得 图 3.2 1 
Ë 1 


Sae GQ. 400.1 
1 
整理 得 KAI + (28? Sanpc)A1+ É = 0 
若 此 方程 有 解 ,必须 A = (28 - Same) - 4k? k? > 0, 即 SA sc > 42. 
故 当 $ = 4 好 时 , 原 问 题 有 一 解 (此 时 à, = 1, 即 DE 为 A ABC 的 中 位 线 ); 当 
S > 4 让 时 , 原 问题 有 两 解 ， 
例 6 在 锐角 A ABG 中 ,三 角形 的 垂 足 三 角形 、 切 点 三 角形 、 界 点 三 角形 、 
内 心 三 角形 重心 三 角形 的 面积 满足 如 下 关系 : Ss < Sx = S; < S, < Sç. 4 R. 
仅 当 原 三 角形 为 正三 角形 时 ,上 式 中 的 等 号 成 立 . 


第 三 篇 “部署 优势 "兵力 "……… 普 用 基本 性 质 


证 明 ”注意 到 推论 1, 由 


an B - tan C , —:5 


cos A + cos B + cos C Boos £ » cos Ž » cos E s. 383 


即 证 S; < Sk; 
由 2sin À sin B ° sin Ç < 
(sin A + sin B)(sin B + sin C)(sin C + sin A) © 
28i Asin B snC 1 
8sin A tsin B. sin C 4 
及 2sin A ° sin B ° sin C _ 
(sin À + sin B)(sin B + sin C)(sin C + sin A) 7 


Bin .sinB. i € 
2 2 2 
BME S, < Sç R S; < Sr 
注 :1) 当 原 三 角形 为 直角 三 角形 时 , Se = 0, 此 不 等 式 链 仍 成 立 ; 
2) 当 原 三 角形 为 钝 角 三 角形 时 ,不 等 式 链 为 Sk = 9 < S< Sç. 


Z KR Morey) 三 角形 的 一 些 数量 ,位 置 关 系 


英 莱 定理 (参见 第 一 篇 第 二 章 中 例 12) 是 涉及 三 角形 中 三 等 分 角 线 的 著名 
定理 ,被 数学 家 奥 克 莱 沈 为 “数学 中 最 令 人 吃惊 而 又 全 然 意外 的 定理 之 一 ,如 
同 明珠 一 般 , 鲜 有 能 与 之 匹敌 者 .” 

为 了 便于 讨论 问题 , 称 三 角形 三 内 角 的 相 邻 三 等 分 线 两 两 相交 所 得 的 三 角 
形 为 内 商 莱 三 角形 ; 称 三 角形 一 内 角 与 另 两 外 角 的 相 邻 三 等 分 线 (或 反 向 延长 
线 ) 两 两 相交 所 得 三 角形 为 旁 莫 莱 三 角形 ; 称 三 角形 三 外 角 的 相 邻 三 等 分 线 
(或 反 向 延长 线 ) 两 两 相交 所 得 的 三 角形 为 外 莫 荣 三 角形 等 等 .显然 ,每 一 个 三 
角形 有 一 个 内 英 菊 三 角形 ,一 个 外 英 莱 三 角形 ,三 个 旁 英 莱 三 角形 . 

定理 12 ”三 角形 内 \ 外 \ 旁 莫 莱 三 角形 均 为 正三 角形 , 若 三 角形 的 外 接 
FEA R, 则 这 些 莫 莱 三 角形 的 边 长 分 别 为 


Ia = 8R: sin sind .ging 


3 3 3 
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l = SR - sin(6 ~ 4) + sinl ~ Z) ` sinto — £) 
l = 8R + sin Ó + sin(60° - Ë) + sin(a - £) 


lp = 8R: sin 2 "sin(60P - 4) * sin(6P — £) 


3 
le = 8R sin 人 .sin(bp - 4) + sin(60 - 2) 
证 明 ”如 图 3.2.11, 设 人 4 = 3a, ZB = 5 
3B, LC = 37, 则 a + 8 + y =. 


(1) # AABF H 
LABF = B,ZAFB = 180 - a -有 = DD + y 


sin 8: AB _ 2R- sin 8 ° sin 3y 
sin(l20p + y) — sin(60- y) 


BR : sin f + sin Y * sin(6¥ + 7) 
其 中 ,用 到 公式 
sin 30 = 4sin(60° - 6) + sin ĝ + sin(6 + 6) 
同 理 AE = 88 sin Ë ° sin y * sin(60° + 8) 图 3.2.11 
在 人 4EF 中 
EF? = AE? + AF? — 2AE > AF + cos a = 64R2 + si? B ,sin27y + 
[sin (60 + 7) + sin (6P + B) - 2sin(6O + 7) .sin(60P + B) ° cos a] 
注意 到 三 角 恒等式 
sin?0) + sin?0, + 2sin 0) * sin 0; * eos(0, + 02) = sin(b + 6;) 
令 01 = 6 + y,09, = 60% + B,JII 
cos(0) + 82) = cos(12(° + 8 + Y) =- cos a 


AF = 


从 而 

EF? = GAR? sinB - sin?y ，sin(12p + B + Y) = 64R2 > sima + si B ` si? y 
所 以 EF = 8R sin a + sin É + sin Y = 8R ° sin - sin Ë , sin € 
局 理 DE = DF = 8R » sin a * sin B > sin y 


故 ADEF 为 正三 角形 , 且 边 长 
ln = 8R + sind . sind . si Š 


(2) 在 AABF, 中 
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Z ABF, = OP - B, Z AF,B = 18C - (6P - 8) - (SP? - a) =120 -7 


出 = 2R ` sin 37 : i =A 。 2R » sin 3y * sin(60 — D 
sin(120 — y) sin(60° + y) 
8R - sin 7 ° sin(60 ~ 8) > sin(60 ~ y) 
同 理 AE, = BR .sinpB.sin(6p - £) .sin(6p - 7) 
H AAF E 中 


LFAE, = 3a + UGP - a) = 120 + a 
所 以 
FyE2 = AF3 + AE2 ~ 2AF, + AE, * cos( 120 + a) = 64R2 + si? (60 - 8) > 
si (6P — y) : [si + sin2y ~ 2sin B + sin Y * cos(120 + a)] 
注意 (1) 中 用 到 的 三 角 恒 等 式 及 eos(120? + a) =- oos( B + 7) ,得 
FsEo = BR + sin(60° - a) sin(6pP - 8) .sin(6p - 7) 
同 理 D,E, = DiF, = 8R + sin(60 — a) * sin(60 - 8) * sin(6)° — y) 
故 ADEF 为 正三 角形 , 且 
lg = 8R sin(60 — $) - sin(60 — Ë) - sinfe — £) 
(3) 对 辣 旁 葛 菜 三 角形 有 3 种 情形 ,图 3.2. 11 中 A D, E, F, 为 点 4 所 对 的 
旁 莫 莱 三 角形 ,可 类 似 (1) 或 (2) 求证 , (88) 
推论 1 (Dldsk = la Bs 
(2)Sap ` Saper, * Saner, = SADEF SAn EF, 
推论 2 (1 四 点 组 Fi, Di, E2, Fz Dz, Ey, F3, Dy; Es, F3, Di, E1 分 别 共 线 
F hoh, b, (WERHRIRRR); 
(DEF // E) F), // h;DE // DsËs // l; DF // DaF, // b. 
证 明 (1) Æ AACE, 中 ,由 正弦 定理 ,有 


28，sin B + sin(6P — 4) 


CE, = B = 8R sin $ ° sinf60 - Ë) ,sin(60 - 4) 
sin(60P + 3) 
Ay... B... c 
注意 到 DiE, = 8R. sin(60 ~ +) ° sin(60 - 本) ` sin(&P - 4) 
及 sin ZEsCD, = sin(12 + Ê) = sinf - Ê) 
# ACD E, 中 用 正弦 定理 有 
CE sin /ECD: 
sin LEDC = — A = sng 
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而 LED C 为 锐角 , 故 
LEDC = Š @ 
É ABCD, Ñ A ACE, 中 ,运用 正弦 定理 也 可 求 得 
CD, = 8R， sin ° sin(6P - 二) ,sin(6D - 2) 


CE, = 8R ` sing * sin(6(° — 2) * sin(60P + 2) 
又 注意 到 (定理 12 或 在 AChE 中 用 余弦 定理 ) 
D,E; = 8R， sng .sin(6D — 2) .sin(60P - 
HE ACD E H REKER, A 
D,E, _ CE CD, 
sin(60 ~ £) 


c 
3) 


= sin Z CD,Ë, = sin Z CE,D, 


366 所 以 sin ZCD,E,) = sin(60 + Ž),sin LCE, D. = sin(6P — 4) 
而 ¿CE Di REAREN CED = 180P ~ (0 - $) 8 AD CE 


内 角 和 > 180). k Z CE, D, = 6P -分 , 从 而 


LCD, = 180 - (6 - 4) - (6 - Š) = ne - 3 @ 


3 
注意 到 Ap FE, F, 为 正三 角形 及 外,@@ 式 ,从 而 

BDP, = ZEDIC+ ZCb iB, + DFI = Š + (120 - Ë) + 6 = 180 

由 此 即 知 E, Di, F, 三 点 共 线 . 


同 理 ,D1, Er F, 三 点 共 线 . 即 四 点 Fi Di, 52, Fi 共 线 于 h. 
同 理 , D,, Er, F3, Ds 共 线 于 b. Ez, F3, Di, E HRF h. 


WOBR AEs 8R sing sin $ > sinf60? + £) 


AF = 8R ` sn ` sn ` sin(bp + Š) 


AE, = 8R ,sin(by - $) ° sinl - 人) + sin(6 + 2) 


£) 


AF, = 8R singp - Ë) . sin(GP - £ 


“sin(6P + É) 
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易 见 AE : AF = AF, : AFi, AM EF / EFi. X LDE F = 60， 
LDF; F; = 6P, A EF, // EF, B) EF // E P, // h. 

同 理 , DE / D,E, / l; DF // DFi ff ls. 

推论 2 TAA: SAPRA I BARRAKA RRR REFIT. 由 
地 亦 可 知 三 角形 的 外 喘 莱 三 角形 与 旁 英 莱 三 角形 的 外 接 贺 外 切 于 外 英 莱 三 角 
形 的 顶点 . 

定理 13 车 AABC 的 内 英 莱 三 角形 为 
全 DEF, 如 图 3.2.12, 则 

(1) 4D , BE , CF 交 于 一 点 (第 一 莫 莱 点 ); 

(2) 延长 BF, CE 交 于 po, 延长 CD, AF R 
于 Eo, 延 长 4E,BD 交 于 Fo, 则 ADo, BEo, CF 2 
于 一 点 (第 二 莫 莱 点 ); 

(3) DDo, EEn, PFo XT- A(R RPD). 图 3.2.12 

证 明 (1) 延长 AD,BE,CF 分 别 交 BC,C4,45 于 六, 已, 到, 则 有 


BD Saam 二 4B， BD + sin 28 
u 1 


24C， CD + sin 27 


BD _ sin y BD: AB : cos 8 
# ABDC 中 ,CD = sin 8'DE = AC -cos Y` 


同 理 , CE _ BC -cosy AF' ie -cos a 
E'A T AB. cosa’ F'B © BC ` cos f° 

U EZERHR, HELER NERES. 

(2) 延长 4Do, BEo, CFo 分 别 交 BC, CA, AB F D,E, P A 


BDo _ sin2y BD” _ Saam, AB- BDy sin B _ AB -+ cos Y 
Cho  sin28’ D'C ~ Saam, ` = AC- CDo: sin y ` AC + cos 8 


mm CE BC cosa AF A ` 

HE, a = AB « cos y FB -iE esh, 即 证 ， 

(3) EF D 3 A BD C 的 内 心 , 则 DDoE = Ñ+ZEDF = 90 - 8 - y, T 
H ADFD 2 AD ED IDD L EF( 或 由 人 AEF = 6P + y, ZAFE = 609 + 
B.ZAEDa = a + Y, ZAFDa = a + PH LDoFE = GP -a = LDoEF DoD 
垂直 平分 EF). 同 理 知 其 他 . 则 知 DDo, EEo, FFo 交 于 正 A DEF 的 中 心 . 

注 :对 外 莫 莱 三 角形 也 有 类 似 于 定理 13 的 结论 , 留 给 读者 证 明 . 

例 7 如 图 3.2.13, 将 和 公 4BC 各 内 角 三 等 分 ,每 两 个 角 的 相 邻 三 等 分 线 相 
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交 得 APQR, ZA, LB, LC 的 平分 线 分 别 与 
QR ,RP ,PQ 交 于 点 X,Y,Z .求证 ;PX,QY,RZ 
三 线 共 点 . 
证 明 ”由 角 平 分 线性 质 定理 知 
QX _ AQ RY _ BR PZ _ CP 


XR "` AR'YP "` BP'ZQ "` CQ 
又 由 正弦 定理 , 知 


故 QX RY, PZ AQ BR CP .| 
XR ` YP ` ZQ 7 AR ` BP ` CQ 

HERTEL EEEE ERL. 

例 8 如 图 3.2.14, 将 A ABC 的 各 外 角 三 等 分 ， 
每 两 个 外 角 的 相 邻 三 等 分 线 相交 得 A DEF, ZA, 
ZB.,Z C 的 平分 线 分 别 与 EF, FD, DE SF X, Y, 
Z RIE: DX, EY, FZ 三 线 共 点 . 

证 明 ”由 定理 12 及 推论 的 证 明 可 知 


AE = 8R sin Z- sin(a - £) sinf ~ 2) 


36: 


° 


AE = 8R- nÉ * sin(a? - £) ` sinr - Ž) 


EF = 8R * sin(6P ~ $) .sin(Gy ~ Ë) .sin(Gy ~ £) 


在 人 4EF 中 ,有 
4E _ hr __ EF 

sin LAFE sin LAEF © inle - 4) 
në 
JAT sin ZAFE = sia Ë sin ZAEF = sin £ gE o E 
sin = sinz sin =n, AF? C: 
Sin > 
3 

sin i 4 

mm. ER -二 3 
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X. AX Fit ZBAC, Z FAB = Z EAC, P| AX Jy Z EAF, AAY = AÉ. 
BF DZ _ CD 
Rp = BD ZË - Cp 


EX FY DZ _ AE BF CD 
XF ' YD ` ZE ` AF BD CE 


由 塞 瓦 定理 之 道 定理 得 DX, EY, FZ 三 线 共 点 . 
练习 题 3.2 


1. 在 Rt 人 48C 中 ,人 人 C 为 直角 ,过 4B 上 的 一 点 作 4B 的 各 线 交 BC 或 其 延长 
线 于 天, 交 其 外 接 圆 于 E, X AC 的 延长 线 或 4C FF RUE: PE? = DK DF. 

2. 在 RtA4BC F, Z C HEP, CH ( CK.) LAB. %5 a hiE# hi. H.H... 
LAC, KK, L BC; H n AIE , H.R... LAB, KoKo L AB. BC = a, 
AC = b,AB = c, CH, = CK, = h, AH, = qns BK, = pns Han = Tas K,K,,, = 
se RUE: (1)ps i gn = at! : ti (2) sp i Tp = a": Pi (3) pr + ga = ei. 

3, 在 RtA4BC 中 ,一 C 为 直角 ,三 角形 内 任 一 点 P EEZWAB, BC, AC 上 的 
MEHIA D,E,F, 设 BE = ar, EC = a, CF = br, FA = b,,AD = ei, DB = 
c2O3RAE:(l)aa) + bby + ce} = c°; (2)a(aí- az) + b(b- b2) + efel- e2) = 
0. 369 

4, P;,Q 分 别 在 RtA48BC 两 直角 边 48,4C 上 ,MM 为 斜 边 中 点 , PM | QM. 求 
ÑE: PB? + QC = PM? + QM. 

5. 0 为 圆 0 外 一 点 , 4B 为 圆 0 的 一 条 强 , 40 交 圆 0 于 C,BC 与 08 交 于 P， 
车 OQ | AB. 求 证 :OP ，00 = 04?. 

6. 直线 1 与 圆 0 相交 ,04 上 1 于 4, 在 1 的 图 外 部 分 两 边 各 取 一 点 E, F, H 
Ë AE = 4F. 过 E,F 在 i 的 两 侧 分 别 作 圆 0 的 两 切线 EP,EQ. 且 了 ,0 为 切 点 . 
求证 : P,4,0 ZARR. 

7. 顺 次 将 线段 AD 三 等 分 于 B,C, 取 以 BC 为 直径 的 圆周 上 任意 一 点 P. 求 
证 :tan ZAPB - tan Z CPD = 证. 

8. 锐 角 公 4BC 中 ,已 知 AB = 4,4C = 5,BC = 6,AA' ,BB', CC 分别 是 边 
BC,CA,AB 上 的 高 ,4',B',C' AEE, R Sarre : Saa- 

9. IE AABC 的 面积 为 1 点 了 在 BC 上 , 且 BP = 于,@ 在 48 上 , 且 40 = 
QB,PR | AC 于 R. 求 2 QPR 的 面积 . 


-F 几 类 三 角形 中 的 数量 及 位 置 关系 条 是 | 
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10, 设 在 凸 六 边 形 ABCDEF 中 ,4B // DE,BC // FE,CD // AF. 证 明 : 
SAaeg = Sanr. 

11. 将 会 48C 的 人 B,C 的 外 角 及 人 4 各 自 三 等 分 ,每 两 个 角 的 相 邻 的 分 
角 线 相交 得 ADEF ZA 的 平分 线 ,人 B, 人 LC 的 外 角 平 分 线 分 别 交 E F, 
FiDi, DiE, FR X,Y, ZORE: DX, E Y, F Z ERRA. 

12. 试 证 :(1) 与 任意 A ABC 每 边 相 邻 的 每 两 个 优 角 (大 于 平角 而 小 于 局 角 
B) ZA, LB, Z C 3k A ABC 的 优 角 ) 相 邻 的 三 等 分 线 的 反 向 延长 线 的 交点 构 
成 正 ADEF; HURA 


lapan = BR - sin(&P + 4) -sin(6D + È) .sin(6p + É) 
(2) 任意 AARC 任意 一 个 优 有 角 与 另 两 个 光 角 { 小 于 平角 的 ZA,ZB,Z0C 
称 为 人 4BC 的 劣 角 ) 中 ,与 每 相 邻 的 两 个 角 的 三 等 分 线 (或 其 反 向 延长 线 ) 的 交 


点 构成 正三 角形 , 且 边 BC ,4C,4B 所 对 的 正三 角形 的 边 长 分 别 为 


laver, = 8R > sin + sin Š + sin(6P + 4) 


lamor, = BR ° sin Š - sin Š . sin(6D + 2) 


lars, = 8R ° sin Š + sin Ë + sin(6) + £) 

其 中 ,分 DEF 为 内 莫 莱 三 角形 . 

13. (1) 设 B HBE A CAN 的 底 边 44' 上 的 一 点 , 且 4D > 4 了 , 则 1)4B + 
A'B =24C > cos A;2)AB - A'B = 2BC > cos B;3)AB + A'B = AC? - BC2. 并 以 
此 求解 :在 人 A4BC 中 ,4B = AC = 2, BC HH 1002223888 Pi, Pay, Pa 1E 
mi = AP} + BPI，PCUi = 1,2, ,100).3R m, + m + = + mio. 

(2) B A HEIE A CB'B ISM1Bp' 延长 线 上 任 一 点 , 则 1) 4B + AB' = 2AC + 
cos A;2)AB - AB' = 2BC + cos B;3)AB - AB' = AC _ BC. 

14, (1) 设 8 为 等 朋 A CAA' 顶 角 C 所 在 4C4' 上 一 点 , 试 证 也 有 13(1) 中 结 
论 .并 证 明 : 在 A4BC 中 ,48 > AC, ZA 的 一 个 外 角 平 分 线 交 入 4BC 的 外 接 贺 
于 点 EE, 作 EF |. AB + F.W 24F = AB - BC; 

(2) 设 4 DE A CB' B 顶 角 C 所 对 PB 上 一 点 , 试 证 上 题 即 13(2) 中 的 结 
论 . 

1$. 在 全 4BC 的 一 边 BC 上 任 取 两 点 P,0, 过 4,P,Q 三 点 的 圆 交 4B,4C 于 
M,N.) AB = AC 的 充 要 条 件 是 : PA? + PM ,PN = 00? + QM ` QN. 
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16. 给 出 本 章 中 定理 10(17) 的 平 几 证 法 . 

17. 称 延长 内 莫 莱 三 角形 的 三 边 与 组 成 外 葛 
菜 三 角形 的 外 角 三 等 分 线 相交 所 得 三 个 内 部 含有 
旁 黄 莱 三 角形 的 三 角形 为 内 含 旁 莫 莱 三 角形 , 设 
A DEF 是 全 48C 的 内 莫 莱 三 角形 , 6, 如 ,1 是 外 莫 
莱 三 角形 的 俩 点 ,人 DPQ, 公 EMN, 人 FKL 分 别 是 
fA, B,C 所 对 的 内 合 旁 丰 莱 三 角形 ,如 图 3.2. 15. 3.215 
求证 :和 公 DPO , A EMN , A FRL 均 为 正三 角形 , 且 边 和 
长 分 别 为 4Y3R : sin a * sin(60P + a),4Y3R + sin p - sin(60 + 8) ,4V3R + sin y 
,sin(60P + y). IEP, BAC = 3a, ZABCG = 38, Z BCA = 37. 
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第 三 章 四边形 中 的 一 些 数量 .位置 关系 


一 . 凸 四 边 形 


四 四 边 形 中 ,也 有 类 似 于 三 角形 中 的 一 些 数量 、 位 置 关系 . 

定理 1 ” 凸 四 边 形 的 内 角 和 为 2x. 

定理 2 在 频 四 边 形 中 ,(1) 每 边 乘 以 该 边 与 其 余 各 边 按 顺 时 针 方 向 所 成 
角 正 纺 的 代数 和 为 零 ;(2) 任 一 边 的 平方 等 于 其 余 三 边 的 平方 和 减 去 这 三 边 中 
每 两 边 与 该 两 边 所 成 角 余 弘 乘积 的 两 倍 ; (3) 任 一 边 等 于 其 他 三 边 乘 以 该 边 与 
372 ”第 一 边 按 顺 时 针 方 向 所 成 角 余 弱 的 代数 和 . 

证 明 ”如 图 3.3,1, 将 点 四 边 形 ABCD 的 一 边 48 置 y 
于 平面 直角 坐标 系 的 x 轴 上 ,并 作 此 四 边 形 关于 x 轴 对 
称 的 四 四 边 形 4BC'D' ,这 两 个 四 边 形 各 边 对 应 如 图 所 示 
的 向 量 . 则 


C 


D 


35 D 


= CË + DC + 45 
Eci e + AD” 


图 3.3.1 
设 4,8,C,D 表示 其 内 角 ,4B = a,BC = b,CD = 
oDA=d “根据 复数 与 向 量 的 对 应 关系 得 
a= bei L e. i+] + d> e2x-(B+C+D)] @ 
a=b- erir-(B+G)] + 了 -iT2r-(8+C+D)] © 
(DD) 自由 二 多 ,并 利用 sin 9 = Ae? - ,得 


b ° sin(— B) + c+ sin[x - (B + C)] + d + sin[2x ~ (B + €+ D)] = 0 
即  a-sinla,a) +b- sin(b,a) + c sinlc,a) + d ° sin(d,a) = 0 
其 中 (x,a) 表示 x 边 按 顺 时 针 方向 与 e 边 所 成 的 角 ( 以 下 均 同 ) . 


(DEOD: OHA co 8 = Ele + e), 得 


qa = bz + c2 + d, — 2bc ° cos < b,c >- 2bd * cos < b,d >- 2ed + cos < c,d > 
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其 中 ,< b,c > RRMA b,c 的 夹 角 , 余 类 推 . 

(9) DO ,并 利用 os 9 = 二 (er + sr) ,得 

a = b ° cos(— B) + c ° cos[x -= (B + C)] + d ° cos[2z — (B + C + D)) 
即 a = b» cos(b,a) + c ` cos(c,a) + d + cos( d, a) 
将 凸 四 边 形 其 他 三 边 分 别 置 于 x 轴 上 , 便 可 类 似 地 得 到 (1),(2),(3) 中 其 
余 3 个 恒等式 ， 
定理 中 的 3 个 结论 ,也 可 分 别称 之 为 凸 四 边 形 的 正弦 定理 ,余弦 定理 和 
射影 定理 . 
下 而 ,我 们 设 凸 四 边 形 ABCD 的 边 长 48 = a,BC = b,CD = c,DA = d, 
HARE AC = e,BD = f. 

定理 3 以 < 5,d > RRA BC 号 D4 所 成 的 角 , 余 类 推 , 则 对 凸 由 边 形 
4BCD, 有 

(1)a? + e = e? + f- 2bd cos < b,d >; 

(2)b? + d2 = e? + f —2ac ° cos < a,c >; 

oA -和 -和 


be ad cd 
(Ma? t e- bd) = 42 008 < ef >; 
(5)e?f = (ac + bd)? - 4abed + cos0, 
其 中 ,0 = Ha + OREB + D). 

证 明 (1) 由 三 角形 余 避 定 理 , 有 

2be + cos < b,c > = b+ é- f,2ed' cos < ed > = Hd ue 
再 代入 平面 上册 四 边 形 余弦 定理 
a? = b? + + d2 -—2be -cos < b,c >- 2bd cos < bd >- 2cd ° cos < c,d > 
整理 即 证 得 ; 

(2) 类 似 于 (1) 即 证 ; 

(3) 略 (参见 第 一 篇 第 六 章 中 例 12); 

(4) 设 AC 5 BD ZF 0 ,# A A0B, ABOC, A COD, A DOA 中 分 别 用 余弦 
定理 表示 d, b, cd. 整理 即 证 (参见 第 一 篇 第 一 章 中 例 5); 

(5) 不 妨 设 4 + C < n, 在 四 边 形 外 作 ZCDE = Z ADB, JE Z DCE = 
—DAB XF E. M ACDE wm 人 4DB 有 CE = ABCD - S, H pp : AD = 
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DE : DC, Ti Z BDE = Z ADC, J| À BDE co AADC, FÈ BE = 4c pD = £, 


第 三 章 四 廊 形 中 的 一 些 数量 、 位 置 关 系 


平面 几何 证 明 方 法 全 书 


374 


TE A BCE 中 ,由 余弦 定理 可 知 , BE? = BC? + CE? -2BC . CE + cos Z BCE ,而 
<BCE = À + C = 29, 由 此 整理 , 即 证 (参见 第 一 简 第 一 章 中 例 7). 

推论 1 梯形 的 两 条 对 角 线 长 的 平方 和 等 于 两 腰 的 平方 和 加 上 两 底 委 积 
的 两 倍 . 

推论 2 平行 四 边 形 对 角 线 长 的 平方 和 等 于 四 边 长 的 平方 和 ,反之 亦 真 . 
(参见 第 一 逢 第 一 章 中 的 阿波 罗 尼 斯 定理 ). 

定理 4 令 人 DAB + LDCB = a #180, Z ADB - /ACB = B,LBDC- 
£BAC = 7Y( 此 时 有 DBC - ZDAC = B, 人 DBA - 人 DCA = 7), 则 对 任意 平 
TAAR, M, H), A 

0 ia 


sina 一 sn 8 = sin y 
(2) (ef)? = (ac)? + (bd)? — 2abed + cos a, 
(ae)? = (ef) + (d — 2bdef * cos B, 
(Bd)? = (ef)? + (ae)? ~ 2acef * cos Y; 
(3) af = ac * cos Y + bd + cos B, 
ac = ef > cos Y + bd + cosa, 


bd = ef cos Ñ + qc ° cos a; 
(4)ef < ac + bd,ac < ef + bd,bd < ef + ac. 
证 明 ”如 图 3,3.2, 作 入 BCE = LDC R 


LCBE = 人 CD4, 由 ApoE ApCA,# BE = 1 


AD. BC bd 


De ,EE = = =. Tü Z ECA = LBCD, 
Jj A ECA o ABCD, H AE = AC p = £H 4 r 
LAEC = Z DBC, Z EAC = LBDC. 图 3.3.2 


X a > 180 if, H ZABC + 人 EBC = 人 4BC + ZADC < 180 时 , 知 存在 
与 四 边 形 ABCD 在 48 FIMÉ) AABE, A 
ZABE = LABC + LEBC = 360 - a 
BEA = LBEC - ZAEC = LDAC - ZDBC =- B 
LBAE = Z BAC ~ Z EAC = Z BAC - Z BDG =- y 
显然 这 三 内 角 之 和 为 180? 
a < 180 时 知 存在 与 四 边 形 ABCD 在 4B 异 侧 的 AABE, F ZABE = a, 
LBEA = B, Z BAE = y. 
(1) 在 AABE 中 运用 正 驴 定理 , 即 证 得 (1); 


第 三 篇 ”部署 优 势 "兵力 "一 一 普 用 其 本 性 质 


(2) 在 AABE 中 运用 余弦 定理 482 = AB? + BE? - 2AB + BE ' cos a 即 证 
得 第 一 式 . 余 同 理 可 证 . 


(3) 由 (0 有 ac = ESNE pg = ADY ERB a + B+ y = 180, Nl 


ac * cos Y + bd * cos $ = Elsin B ° cos 7 + cos B sin 7) = ef 
余 同 理 可 证 

(4) 由 (2) 并 注意 到 a zz 180.1 + cosa > 0, 且 

(ef)? = (ac)? + (bd)? - 2abcd + cos a = 
(ace + bd)? — 2abed(1 + cos a) < (ae + bd? 

即 证 得 第 一 式 . 余 同 理 可 证 . 

定理 4 中 的 (1),(2),(3) 可 看 做 是 非 圆 内 接 四 边 形 的 第 二 型 正弦 余弦、 射 
影 定理 . 

由 定理 4(2) 中 的 第 一 式 即 可 推出 定理 3(4). 特 别 地 , 当 a = 180 时 ,此 式 
即 为 托 勤 密 定理 . 

定理 5 ” 设 凸 四 边 形 4BCD 的 面积 为 5, 一 双 对 角 的 和 为 20, 令 p = 


Jo +b + c +d), W 
T+ vaer - (a, 2 b- 222, 
(2)5 = V (p - a)(p - b)(p - c)(p — d) - abed .cos'a. 
证 明 提示 (1) 参见 第 一 篇 第 一 章 中 例 5; (2) 将 定理 3(4) 式 代 人 定理 
4(1) 式 ,注意 到 平方 差 公式 分 解 因 式 即 证 . 
定理 6 顺 次 连结 凸 四 边 形 四 边 中 点 所 得 四 边 形 为 平行 四 边 形 , 且 其 面积 
为 厌 四 边 形 面积 的 一 半 .( 注 :对 于 凹 , 折 四 边 形 也 有 此 结论 .参见 练习 题 3.3 第 
23 题 ) 
推论 1 凸 四 边 形 两 组 对 边 中 点 的 连 线 互相 平分 . 
推论 2 ” 西 四 边 形 对 边 中 点 连 线 的 平方 和 等 于 两 条 对 角 线 平方 和 之 半 . 
推论 3” 凸 四 边 形 每 双 对 边 中 点 连 线 与 两 对 角 线 中 点 连 线 共 点 ,并且 它 们 
彼此 平分 . 
EE? 凸 四 边 形 的 两 对 角 线 分 原 四 过 形 为 四 个 三 角形 ,相对 两 三 角形 面 
积 之 积 相等 . 
推论 1 ” 凸 四 边 形 为 梯形 的 充 要 条 件 是 有 一 对 相对 的 三 角形 面积 相等 ， 
证 了 明 提 示 ”由 一 对 相对 三 角形 面积 相等 ,可 推 得 这 两 个 三 角形 相似 ,得 内 
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错 角 相等 即 证 . 
推论 2 ” 凸 四 边 形 为 平行 四 边 形 的 充 要 条 件 是 两 对 相对 的 三 角形 面积 相 
等 . 
定理 8 VW M,N 分 别 为 凸 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 BD ,4C 的 中 点 , 则 
AB? + BC? + CD? + DA? = AC? + BD? + 4MN 
简 证 MAB? + BO + CD? + DA? = EAC + 28M + AC +200 = 


AC? + 2( BD? + 2MM) 

即 证 . 

推论 1 AB? + BC + CD? + DA > 4C2+ BD (参见 第 二 篇 第 十 一 章 中 例 
4) 

Hi2 LAE ABCD 为 平行 四 边 形 的 充 要 条 件 是 4B? + BC? + CD2 + 
DA? = AC + BD°. (参见 定理 3 的 推论 2) 

推论 3 4B? + BC + CD + DA? + AC + BD? 等 于 两 双 对 边 中 点 连 线 及 两 
对 角 线 中 点 连 线 平方 和 的 4 售 . 

定理 9 凸 四 边 形 各 外 角 的 平分 线 顺 次 相交 , 所 得 四 点 共 圆 . 对 内 角 结 论 
也 成 立 . 

证 明 提示 。 利用 三 角形 内 角 和 定理 计算 可 得 四 边 形 对 角 和 相等 , 即 对 角 
和 为 180. 

定理 10” 凸 四 边 形 四 顶点 在 对 角 线 上 的 射影 组 
成 的 四 边 形 与 原 四 边 形 相似 . 

证 明 BA, Bi, Ci, Di AANA AÉ ABCD 在 
对 角 线 上 的 射影 .又 设 AC 与 BD RFO. 


由 A, Didi, D 四 点 并 网, 有 人 = GD. 
OB, _ OC, OA, _ OB, 

OB © OC'OB ` OB` 

将 A.B, Ci D, 反 转 后 与 ABCD 为 位 似 形 , 因而 相似 . 

定理 11 ” 占 四 边 形 四 顶点 组 成 的 四 个 三 角形 ,(1) 其 四 重心 组 成 的 四 边 形 
与 原 四 边 形 相似 ; (2) 每 一 顶点 与 其 他 三 项 点 组 成 的 三 角形 的 重心 的 连 线 共 
点 ;(3) 其 四 个 内 切 圆 中 任 两 圆 的 公 切 线 眉 , 等 于 其 余 两 加 的 公 切 线段 ,但 这 些 
公 切 线段 以 落 在 各 边 或 对 角 线 上 为 限 ; (4) 对 四 边 形 ABCD 中 的 全 BCD， 
AACB,A BDA, OABC 的 面积 和 外 接 圆 半 径 依 次 记 为 Su, Sg, Sc, Sp» Ras Ra, 


S 


可 
Ë 
| 
1 
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Re, Rp. 则 
1)a2S,Ss + b SaSc + cScSp + d?SpSs = eSsSc + f2SsSpi 

2)ae(R, ° Rp + Ra Re)+ bd( Ra + Rc + Ra ° Ro) = of(RI' Ra + Re’ 
Ro). 

证 明 (1), (2) 如 图 3.3.4, 设 四 边 形 ABCD 中 
ABCD , AACD , A BDA , A ABC 的 重心 依次 为 G4, Ga, 
Ce, Go, BL AC, BD HPA M, N, WE 2 MBD 中 ,有 
CoCa = 考取 .由 第 一 篇 第 一 音 中 例 1 的 结论 (也 可 看 
做 梯形 的 性 质 ) , 知 CaB 与 GpD 的 交点 P 在 MN 的 中 
点 . 同 理 , Gu 与 GcC 的 交点 也 在 MN 的 中 点 , 即 证 得 
AGa, BGa, CGc, DGp 共 点 于 MN 的 中 点 , 即 知 四 边 形 图 3.3.4 
ABCD 与 GGgCcGo 是 以 P 为 位 似 中 心 的 位 似 形 . 故 两 个 结论 即 证 . 

注 :关连 ACs 延 长 交 CD 于 Q, 则 0,64,8 共 线 , 则 有 CoCa = + AB RIEA 
其 余 3 式 , 亦 可 证 得 (1). 

(3) 如 图 3.3.5, 切 点 P,Q,R,5,E,F,G,H,N, 
用, 下, 如 图 所 示 , 则 


AP = (AB + AC - BC), BS = $(BA + BD - AD) 


CO = (CA + CD - AD), DR =+(DB + DC - BC) 


而 PQ = AC - (AP + CQ) = 
(AB + CD)] 


ÑT-[(AD + BC)- 


RS = BD — (BS + DR) = +[(AD + BC) - (AB + CD)] 


故 Po = RS. 
同 理 , EF = MN,LK = GH. 
(4) 设 AC 与 BD 相交 于 0, 交 角 为 8, 则 有 


a? = OA? + OB? - 204 OB > cos 0,84 = + BD + OC sin 0 
等 这 样 的 各 四 式 代 人 求证 式 1) 两 边 , 则 有 
eru OA - OC + OB + OD)sim0 
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便 证 得 D 式 ;再 利用 S, = JE 等 四 式 代入 1) 便 证 得 2). 

注 :对 于 (4)2), 当 4,8B,C,DD 共 圆 时 ,RR = Rs = Re = 局 , 此 即 为 托 勒 密 
定理 , 此 结论 由 杨 路 先生 给 出 ， 

定理 12 若 五 ,下 分 别 为 平面 四 边 形 4BCD( 上 ,四 , 折 均 可 ) 的 边 AD, BC 


ERRARE = 全 = M XW BF 与 48,CD 所 成 的 角 分 别 为 e,p, 则 


na + sina = mc sinf 
(m + n) EF? = (na)? + (me)? + 2mnac > cosla + 8) 
证 明 ”如 图 3,3,6, 对 于 凸 四 边 形 48CD， P 
设 EF 所 在 直线 分 别 与 48, DC 所 在 直线 交 于 
P,R,AB 与 DC 所 在 直线 交 于 @， 


连 AC. 在 其 上 取 点 0, 使 级 = 至, 则 “ 


š, 


en 图 3.3.6 
OE = z p OF = ms OEF = B, 
LOFE = a fE A EQF 中 ,运用 正弦 定理 ,余弦 定理 即 证 得 结论 ， 
对 于 凹 、. 折 四 边 形 可 类 似 证 明 ( 略 ). 


注 :(1) 车 设 AB 与 CD 的 夹 角 为 9, 则 8 = < + B; 

ORT = 1, 则 得 四 边 形 对 边 中 点 连 线 长 公式 ， 

G)# c = 0, = 1, 则 得 三 角形 中 位 线 定理 ; 

(4) 车 9 = 0, = 1, 则 得 梯形 中 位 线 定理 ; 

(S) 对 于 折 四 边 形 , 即 a = 18 E = 1, 则 得 梯形 两 对 角 线 中 点 连 线 长 


人 REF = ael, 


(6) # a = 0, 则 得 分 梯形 两 腰 为 芷 的 线段 长 公式 BF = TE a= 
Lam -on | 
180,0 EF = TE 
(7) 车 8,C 重合 , 则 有 


CE = = (am)? + (en)? + 2mnae * cos C = 


元 " (am) + (en)? + mla + o — P) 
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此 时 ,1) 当 m = n 时 ,为 阿波 罗 尼 斯 定理 ;2) ya = 二 时 ,为 C 的 平分 线 长 
公式 1 Vacl(g + c) - d2];3) 4 DE = m, EA = n, Wd = m+n, H2) 


a+c 
即 得 斯 库 顿 定理 …… 
定理 13 ”点 四 边 形 为 平行 四 边 形 或 梯形 的 充 要 条 件 是 点 四 边 形 一 组 对 边 
的 中 点 和 两 条 对 角 线 的 交点 共 线 . 
证 明 ”如 图 3.3.7, 设 M.N 分 别 为 凸 四 边 
ABCD 的 边 4B , CD 的 中 点 ,P 为 4C 与 BD 的 交点 . 
ZHE EM, P, NIR. E DC 的 平行 线 ,使 
与 PA, PB 分 别 相交 于 C',D' ,与 PM XFN E CM, 
D'M,{F C'E L AB T E,fE D'F L AB T F. 
N. , "p: A 3 
由 CD y CDA 有 EN = EN AD Tey- a 
ND, BA NW 为 CD 的 中 点 , 易 证 Sarr = Saw, _ 
Saucw = Sawyw Sapa = Sarm AI Same = Samo, X. AM = MB, 则 必 
有 C'E = JP, 注 意 到 C , D' # AB 同 侧 , 故 C'D' / AB. B AB // CD. (EE: 3F 
fE MG // BD % AP + G,W| G 33 AP BE X JE NH // DB 3 PC FH, D HH PC 
中 点 ,由 合 PGM o A PHN TIR A PAM o 全 PCN, 即 有 4B // CD) 
当 AB = CD 时 ,4BCD 为 平行 四 边 形 ; 当 AB < CD 时 ,4BCD 为 梯形 ， 379 
必要 性 EA.) 
定理 14 (1) 梯形 的 重心 (面积 重心 ) 在 它 的 中 线 ( 梯 形 两 底 的 中 点 连 线 ) 
上 , 且 内 分 中 线 之 比 为 (2m + n) : (m + 2n). 其 中 m,n 分 别 为 梯形 的 两 底 边 之 
长 ; 


(2) 梯形 的 中 线 长 等 于 两 腰 平 方 和 之 二 倍 与 两 底 差 之 平方 芍 差 的 方 根 之 
半 . 
证 明 ”如 图 3.3.8,M, 闪 分 别 是 梯形 4BCPD 两 底 DN 
AB, CD 的 中 点 ,6 为 其 重心 . 
(1) 延长 两 腰 相 交 于 5, 则 AABS, ADCS 的 中 线 
SU ,SN ,梯形 中 线 MN 三 线 共 于 一 直线 上 ,而 两 三 角 
形 的 重心 在 此 直线 上 , 故 梯 形 ABCD 的 重心 6 在 其 中 L À 
RMN E. 4 FEM 8 
Æ 4C, 设 P,Q 分 别 为 人 4BC AI AACD 的 重心 ， 图 3.3.8 
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工 


DF = y 


注意 到 DE = BC,4B = AB - DC, 故 
MN = DF = ABr + 4D2) - (AB — DO): 


定理 15 

(1) 一 双 对 边 的 平方 和 等 
线 长 ) 相等 ; 

(2) 过 对 角 线 交点 疝 每 边 引 村 


车 凸 四 边 形 的 对 角 线 互相 垂直 , 则 
F 另 一 双 对 边 的 平方 和 ,对 边 中 点 连 线 长 (中 位 


点 ,此 八 点 共 圆 { 练 习题 2.7 中 第 


ARIS. 又 每 
7 题 ). 


过 P , Q 分 别 作 底 边 的 平行 线 与 中 线 相交 于 AN , 则 MY = 二 MN, 且 
Pe _ M'E 
QG ENG 
PG _ Saam _ DC M'G _ DC p MN 
注意 到 力学 原理 , 有 0C = 了 we = 人 ,从 而 NE = ap UNG = 
1 
-MN > AB 
DC + AB , 3 
HNG = “DE + AB 
1 1 
-MN ° DC ZMN + N'G 
Pim, -2y AE - 了 一 一， 
DC+AB ' MÇ lyy, me 
3 
NG _2AB+ DC _ 2m + n 
MÇ ` AB +2DC ` m +2n 
(2) 过 力作 BC 的 平行 线 DE 38 AB 于 已, 作 A AED KPR DF 35 AB FF. 


iH AP = (AB = DC) = AM - DN I AF = AM — PM, DN = FM. X. DN // FM, 
知 FMND 为 平行 四 边 形 , 即 MN Z DF. 由 于 DP H A AED 的 中 
V 2(QE2 + AD?) - AE 


Pb 线 , 则 


E 线 与 对 边 相 交 得 四 交 


定理 16 ”平行 四 边 形 为 矩形 的 充 要 条 件 是 平面 内 任 一 点 到 平行 四 边 形 两 


双 相 对 顶点 的 距离 的 平方 和 相等 . 
证 明 ”充分 性 


F PH ABCD 所 在 平面 内 任 一 点 , 0 为 4C 55 BD 的 交 


点 ,分 别 取 PA, PB, PC, PD BRA R,S, T, K, IIHI KPSQ, PRO7 均 为 平行 


四 边 形 ,有 


2( PK? + PS?) = PQ? + SK?,2( PR? + PT?) = PQ? + RS? 


第 三 篇 。 部 署 优势 "兵力 "一 一 善 用 基本 性 质 


由 题 设 PB? + PD? = PA? + PB2, BẸ 4PK2 + 4PS2 = 4PR2 + 4PT2. 则 
RT? = 83?, 而 RT = AC, KS = L BD Ë AC = BD. BNE. 

必要 性 WP BEJE ABCD 的 边 48,DC, BC, AD 边 的 距离 分 别 为 d1,d;， 
d3, d, HAREMA PA? + PC = PB? + PD2. 

P1 试 证 : 凸 四 边 形 的 第 一 组 对 边 平行 的 充 要 条 号 
件 是 第 二 组 对 边 的 中 点 连 线 长 等 于 第 一 组 对 边 和 的 一 ñ 
半 


证 明 ” 必 概 性 显然 ,下 证 充分 性 ,如 图 3.3.9. 对 于 4 
MHE ABCD, E, F AIA AD, BC 的 中 点 ,有 EF = 


1 
2 (4B + cD). 


图 3.3.9 


连 BD, 取 其 中 点 6, 连 EC, FC, 则 由 三 角形 中 位 线 定理 , 知 FG = AB, 


FC = TCD, MD EG + FC = 二 (4B + CD) = EF, ik G fE EF 上 ,于 是 
AB ff EF // DC. 

例 2 如 图 3.3.10, 设 ABCD 是 一 个 梯形 (4B // D F c 
cD), E RRRA -Ar EB 上 -点 , 线 及 As sy 


CE 与 BF 3822 T H, RE ED 与 4F 相交 于 6. 求证， j 381 
Spare < E Simo. NN 


4 
TEB jË EF, 设 梯形 分 成 8 个 小 三 角形 的 面积 ， 
如 图 所 示 记 为 SG = 1,2,…,8). 由 定理 7 推论 1 知 


Sa = $4,56 = 86. 又 由 定理 7 知 S = Si Sy, ATT S, < (Si + S), AA 


图 3.3.10 


= 


1 
S56 < > (3s + 57). 


由 于 ABCD 为 梯形 ,所 以 AEFD 和 EBCF 至 少 有 一 个 是 梯形 ,由 定理 7 推论 
2 知 ,上 述 不 等 式 两 等 号 不 能 同时 成 立 ,从 而 
4Sggrc = 4(S4+ S6) = 
Sa + Sa + Se + Se + 2/ S; 5 + 2 / Sy Sy < 


Si + S2 + S, + S4 + Ss+ Sç + S, + Ss = Sasco 


故 Senre < Ñ+ Su. 
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例 3 已 知 凸 四 边 形 的 面积 为 $ ,在 它 内 部 取 一 点 并 作 其 关于 各 边 中 点 揭 
对 称 点 ,得 到 新 站 边 形 四 顶点 . 求 新 四 边 形 的 面积 . 

解 ”如 图 3.3.11, 设 0 为 西 四 边 形 4BCD 
内 一 点 ,了 ,PP,C, 下 依次 为 各 边 中 点 ,本 ,已 
Co H, 分 别 为 点 0 关于 这 些 中 点 的 对 称 点 ， y 

因为 EF E A E, OF, 的 中 位 线 , 则 Saor, 
= 45agor. 同 理 有 Sar oc, = 4Saroc» SAG on, 
= 4Sacon, San or, = 4SAgog: AT Se r G n, = 
4Sgreg. 由 定理 6, 故 SE FG = 28. 

例 4 如 图 3,3,12, 设 P, Q 分 别 为 止 四 边 
形 ABCD 一 组 对 边 BC,AD 的 中 点 . 试 证 : 当 4B 与 CD 4 0 p 
不 平行 时 ,在 过 线段 PQ 上 任意 给 定 的 一 点 及 的 所 有 Í 
直线 中 ,满足 夹 在 两 边 48, CD 间 的 线段 恰 被 点 RR 平 
分 的 有 且 仅 有 一 条 . 

证 明 存在 性 MEQE ZAB,QF IDC, 连 /| 
BE,CF,PE,PF. 易 证 人 PFC o APEB, 从 而 PP， y P F 
ERRA R f GH /EF 交 EQ 于 GC, 交 FQ T R, 
作 CM // AQ ZAB F.M, HN/ QD 3 DC + N , Ë 
MR, NR, E 2 MGR 安生 NEHR, 则 NR = RM, 且 NN,R,M 共 线 . 

惟一 性 ”车 还 有 一 条 直线 MN 满足 有 MR = RN, 则 易 证 A MGR O 
ANN R, AÑ MM' // NN ,得 AB /CD 与 题目 条 件 矛 盾 . 

例 5 如 图 3.3.13, 在 凸 四 边 形 ABCD 


的 4B,DC 上 各 取 一 点 M,N, WEM = 


图 3.3.12 


NC = n # BC,4AD 上 各 取 一 点 E,F, 满 足 


FRUE: MN y EF UNE Ht 


为 至 ,EF 分 MN RRRZERE. 833.5 


证 明 ”过 B,C 分 别 作 4D 的 平行 线 交 FM, FN P P , Q BË PE, EQ , Wl 
AE AM _ DN _ FD PB _ AF BE 
MB © NC © CQ'CQ ` FD* EC 
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THE APBE % A QCE, ATI P, E,Q 共 线 . 


FM _ AM _ DN _ FN N 
XP = MB = NC ° mM MN // PQ. 设 MN 与 EF ZF O, WJ 


FO _ FM AM m MO PE BE “e 
OE ` MP ` MB ` n'OQON “ EQ ` EC ” f 

例 6 如 图 3.3.14,$,0 分 别 为 梯形 N 
ABCD 两 腰 AD , BC 延长 线 交 点 和 对 角 线 交 A 
点 ,延长 DC 至 下 使 CR = AB, JEK BAZE 
{Ë AE = CD, 设 EF 与 50 交 于 CG. 求证 :6 为 
梯形 重心 . 

证 明 BRER OS SAB, DC 分 别 交 于 
天 ,NN. 由 题 设 , 有 

DN _ NC _ DC DN _ NC _ DC 

AM ` MB ` AB'MB ` AM "` AB 
即 知 2 = BX HAM = MB. 

同 理 DN = NC, 即 MN 为 其 中 线 . 

H A EMÇ AFNG, H 


工 
NG NE _ CF NC B+ 2DC 248 4 pC 
MG T ME T M+ EA ° Lag ep D +2DC 


注 :我 们 还 可 证 梯形 对 角 线 交点 0 和 重心 6 分 中 线 MN 成 三 段 之 比 为 NO : 
OG: GM = 3 :2(1 -1): (+2), 其 中 ,为 两 底 之 比 . 
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有 两 条 边 相 交 的 四 边 形 称 为 折 四 边 形 , 凸 四 边 形 的 两 条 对 边 和 两 条 对 角 线 
就 组 成 折 四 边 形 . 折 四 边 形 又 是 有 对 顶 角 的 两 个 三 角形 . 

定理 17 。 折 四 边 形 中 非 对 项 角 的 两 对 应 顶 角 和 相等 . 

定理 18 ”连接 对 角 线 后 的 折 四 边 形 中 的 两 双 对 顶 三 角形 面积 相等 的 充 要 
条 件 是 相交 两 边 中 有 一 条 边 被 平分 ， 

证 明 ”如 图 3.3.15, 设 拆 四边 形 ABCD 的 边 4D 与 BC 交 于 E, 记 AE = mi, 
ED = ma,BE = n, EC = na, LAEB = LCED = a, 则 


(Saare + Sagen) — (Saas + Sace) = 
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1 ， 
Umm + nim, - mini — man2)sin a = 


4m - ni)(mi - m)sin a = 0 


n = n EK mi = m. z 
定理 19” 折 四 边 形 非 相交 对 边 平行 的 充 要 条 件 是 相交 
边 分 成 的 四 线段 成 反比 例 ( 即 mini = mm). saas 
定理 20 (1) 在 有 一 双 对 边 平行 的 折 四 边 形 中 ,相交 的 一 双 对 边 车 不 互相 
平分 , 则 它们 的 中 点 连 线 平行 于 该 双 平行 的 对 边 且 等 于 其 半 差 ; 
(2) 车 折 四 边 形 相交 两 边 中 点 的 连 线 平行 于 第 三 边 , 则 也 平行 于 第 四 边 . 
证 明 ”如 图 3.3.16, 设 W, 政 分 别 为 折 四 边 形 用 p 
ABCD 相交 边 BC, AD 的 中 点 . ` 
(1) 过 D 作 DG // CB % AB 的 延长 线 于 C, 由 
AB // CD, 即 知 


1 
384 MF = MN + NF = (4B + BG) 


RERE MN = tas - CD) 


EM _ EN 
(2) E MN /48 知 54 = pp ™ 


EM__ EN 
EA- EM ` EB - EN 


piisa = ZA 8 MN // CD. 
例 7 如 图 3.3.17, 求 各 图 中 单 折 边 封闭 折线 顶 角 和 . 


图 3.3.17 
解 (1) 连 CD, 运 用 定理 17, 在 全 4CD 和 折 四 边 形 CDBE 中 求 得 
LA+ ZB+ XC+ ZD + ZE = 8P 
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(2) ë CF ,DE, 则 有 
A+ XZB+Z C+ Z ZD:+ ALAE+ALF+ALG = 54 
(3) 连 BG6,DE, 则 有 
A+ ZB+ ZC+ ZD+ ZE+-ZF+ ZG= 18 
(4) 连 AF, CE, WE 
A+LB+LC+ D+ ZE + ZF LGe LH = SO 
例 8 如 图 3.3.18, 在 全 4BF 中 ,D 在 48 上 ,C 在 4F 4 
上 ,AB = AC, B BD = CF,BC 与 DF XF E. RIE: 
Sang +Sacre = Sace + SABFE- 
证 明 f DK / CF 交 BE 于 K, 则 DK = DB = CF,” F 
即 有 DE = 三 ,由 定理 18, 即 知 结论 成 立 . 
例 9 如 图 3.3.19, 在 正方 形 ABCD h, E NBD 上 任 一 R 
点 , DG L AE + G 32 AC + FRUE: A CDF 2 ADE. 
证 明 ”由 定理 17 即 知 ZCAF = ZXGDE, 由 此 有 
Z DAE = Z FDC. T AD = DC,ZADE = LDCF, 从 而 
ACDF @ ADAE. 


4 B 


练习 题 3.3 


1. 已 知 ABCD 的 面积 为 1,F 为 BC 上 一 点 , DE : EC = 3: 2, AE 5j BD X 
F FOR Sanr, Sarre, Saar- 

2. E Jë ABCD 中 BC 边 的 中 点 ,4E 交 对 角 线 BD T G.E Same = 1, 求 
Sancp- 

3. 卫 为 活动 的 凸 四 边 形 ABFE(AB 边 固 定 ) 的 EF 边 上 一 定点 , 且 EP : 
PF =4(X > 0). 当 4E,BF WWA AM, NW Æ EM : MA = BN: NF = À BJ, 
求证 ;MN 恒 过 一 定点 . 

4. 在 圆 的 直径 48 一 端点 4 的 切线 上 取 一 点 C, 自 C 作 切线 CD,， 自 切 点 DD 作 
AB HER EEA EKE: ED 被 直线 BC 所 平分 . 

5. AB 是 图 0 的 直径 , PA 是 切线 , 割 线 PCD ZEO FC, D, Et BC, BD 分 
别 交 直线 PO T E, F. 3RIE:EO = FO. 

6. 在 边 长 为 1 的 正方 形 ABCD 的 一 组 对 边 4B, CD LÆR—AM, N, AN5 
DM XTE, BN 与 CM 交 于 下 . 试 求 四 边 形 EMFN 的 最 大 面积 ,并 指出 M ,N 在 何 
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种 位 置 时 可 取 最 大 值 . 
7. EKOA ABCD 的 边 48, CD ZF E, AD , BC RF F , E) BCE 与 圆 
CDF ZFP, N] PAB, BC, CD, DA EREC, M, H, N RR. 
8. 试 证 : 凸 四 边 形 的 一 组 对 边 平行 o 对 角 线 中 点 连 线 等 于 该 组 对 边 差 的 
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a 


不 小 于 /2. 


9. rb tJ 12828 ,两 条 对 角 线 这 六 条 线段 中 最 长 线段 与 最 短线 段 的 比 


10, 依 次 延长 凸 四 边 形 各 边 至 原 边 的 入 ,求证 ;所 得 四 边 形 的 面积 与 原 四 边 
形 和 看 积 之 比 为 [(m + n) + n]: m. 
11. 点 四 边 形 ABCD 中 , 若 一 双 对 角 ZA, Z C 的 平分 线 AE, CF BEEF F, E 
在 BC 上 , 则 所 交 成 的 角 有 一 个 等 于 另 一 双 对 角 ( 内 角 ) 的 半 差 . 
12. 凸 四 边 形 有 一 双 对 边 相 等 , 则 另 一 双 对 边 中 点 的 连 线 与 该 双 对 边 的 延 


长 线 交 等 角 . 


13. 一 直线 与 吓 四 边 形 四 边 或 其 延长 线 相交 , 则 每 一 边 被 此 直线 分 成 的 二 
线段 (包括 延长 部 分 ) 的 比 的 乘积 等 于 1. 


14. 是 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 4C, BD 相交 于 P, 若 圆 PAB 与 


P4D 与 


15. 证 明 : 
线段 之 积 . 


16. 在 平行 四 边 形 的 每 条 边 上 依次 到 点 ,这 四 点 组 成 的 新 四 


PCD 交 于 Q， 


PBC ZFR RIE: P,0,R SS AC, BD 的 中 点 五 点 共 


圆 . 


如 果 凸 四 边 形 的 对 角 线 相等 , 则 它 的 面积 等 于 连接 对 边 中 点 的 两 


边 形 面积 等 于 


平行 四 边 形 面积 的 一 半 . 证 明 :新 四 边 形 至 少 有 一 条 对 角 线 平行 于 平行 四 边 形 


的 边 、 


17. 证 明 : 两 个 四 边 形 相似 , 当 且 仅 当 它们 的 四 个 对 应 角 相 等 且 对 角 线 的 夹 


角 对 应 相等 . 


18. 设 G AE AJE ABCD 的 过 两 对 角 线 中 点 而 与 另 一 对 角 线 平行 的 两 直 
线 的 交点 ,点 Ç 与 四 边 中 点 的 连 线 将 原 四 边 形 面 积 四 等 分 . 
19, 设 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,对 角 线 4C 平 分 BD 于 0. 过 0 任 作 商 条 直线 ， 
一 条 交 AB 于 已 , 交 CD 于 F, 另 一 条 交 4D 于 6, 交 BC FH, FG f EH ZySJ2E BD 
于 1 和 J. 求 证 ;10 = 0J. (第 一 篇 第 八 章 中 例 3 的 推广 ) 
20. 设 凸 (或 折 ) 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 4C , BD 的 交点 为 内, 过 点 M fE AD 
的 平行 线 分 别 交 AB, CD FE, F ,3E BC 于 0;P 是 以 0 为 圆心 ,以 OM 为 半径 的 
加 上 一 点 , 则 OPF = /08P.( 参 见 练习 题 2.2 第 14 题 ) 
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21. 在 四 边 形 { 凸 或 四 或 折 ) 四 边 形 ABCD rh, 

(1) 对 角 线 4C， WAWA 14C1= h, 1 BD |= RANAR 
点 逆 时 针 方向 排列 ) 为 $, 则 1 S 1 = 4an -sin 0. 

(2) 车 14B1= aA4 = a, LB- B(a,8 € (0,7)), 点 C, D 到 直线 4B 
的 距离 为 加 ,hz, 则 8 = +[a(hi + ha) -有 ha6], 其 中 ,8 = cot a + oot 8, S 38 
有 向 面积 . 

22. 证 明 本 章 定 理 6. 


23, 在 平面 四 边 形 ( 凸 或 凹 或 折 )486D 中 ,如 果 其 对 边 之 和 相等 ,那么 该 
边 形 有 内 切 圆 . 


条 当 是 及 星之 友 ， 它 用 最 纯洁 的 级 带 把 心 员 与 心 贡 联 站 在下 
| RETR P RARE ARRERA ZNTS EH. : 
L. — 特效 活 尔 斯 (Wordsworth) 


en N: 
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第 四 章 。 与 加 有 关 的 几 类 问题 


讨论 圆 与 区 、 圆 与 多 边 形 等 问题 是 讨论 与 加 有 关 的 两 类 主要 问题 . 多 边 形 
除 三 锡 形 外 ,每 个 多 边 形 不 一 定 都 有 外 接 圆 或 内 切 圆 ,但 限定 一 些 条件 之 后 , 它 


们 是 可 以 有 外 接 圆 或 内 切 圆 的 ,或 者 都 有 . 


车 平面 四 边 形 是 1) 凸 的 ,具有 一 双 对 和 角 互 补 或 一 外 角 等 于 其 内 对 角 ;2) r 
的 , 且 有 一 双 对 角 相 等 . 则 必 有 外 接 贺 .显然 ,等 采 梯 形 必 有 外 接 圆 .反之 ,车 贺 
内 接 四 边 形 是 1) 凹 的 , 则 它 的 对 角 互 补 , 任 一 外 角 等 于 其 内 对 角 ;2) 折 的 , 则 它 


的 对 钊 相等 . 内 接 于 圆 的 梯形 必 是 等 腰 的 . 


若 平面 四 边 形 ( 凸 或 目 ) 其 一 双 对 边 的 和 等 于 另 一 双 对 边 的 和 , 则 必 有 内 


WE AFEA h M g) 其 一 双 对 边 的 差 等 于 另 


双 对 边 的 差 , 则 必 有 


338]. 显然 , 尧 形 有 一 个 内 切 圆 ,反之 , 若 凸 或 止 四 边 形 有 内 切 圆 , 则 一 双 对 边 


的 和 等 于 另 一 双 对 边 的 和 ;车 争 或 凹 或 拆 四 边 形 有 旁 切 


”于 另 一 双 对 边 的 差 . 


的 两 种 . 非 萎 形 的 第 形 有 一 个 内 切 圆 和 一 个 旁 切 圆 . 


四 边 形 . 北 平行 四 边 形 有 两 个 旁 切 贺 . 


, 则 一 双 对 边 的 差 等 


四 边 形 若 一 对 角 线 是 另 一 对 角 线 的 中 重 线 , 则 叫做 筝 形 , 筝 形 有 凸 的 和 四 


由 等 腰 梯 形 的 两 腰 与 两 条 对 角 线 构成 的 图 形 (一 个 折 四 边 形 ) ,叫做 北平 行 


与 三 角形 的 外 接 辆 相 外 切 ,又 与 三 角形 两 边 的 延长 线 相 切 的 圆 , 称 为 三 角 


形 的 半 外 切 圆 ;与 三 角形 的 外 接 圆 相 内 切 , 又 与 三 角形 两 边 相 切 的 圆 , 称 为 三 角 


形 的 半 内 切 圆 .一 个 三 角形 各 有 三 个 这 样 的 圆 . 


”每 个 正 多 边 形 都 有 一 个 外 接 圆 和 一 个 内 切 圆 ,而且 两 


Epi 


一 、 贺 的 内 接 .外 切 凸 x(n > 4) 边 形 问题 


定理 1 BA n BA A, 内 接 于 半径 为 有 的 


s Adin(i = 12 


,Aart = AÜ 所 对 的 弧 的 弧度 笋 为 a MEE = 2R(i = 12, n). 


„li 
sin 


2 
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此 定理 用 三 角形 正弦 定理 及 圆 局 角 定 理 即 可 证 .此 定理 亦 称 为 加 内 接 凸 n 
边 形 正弦 定理 . 


推论 W P 是 加 内 接 凸 ” 边 形 AAA... 内 (或 边 上 ) 任 一 点 , 它 到 边 
Aali = 12, Ana = A) 的 距离 为 di, AA, HIESA ali = 1.2, 
=S n) JETER Saa, a M 


a a Su 
Da: sing = = A (EE) 
ii 
E2 Bi n HB AQ A, 外 切 于 半径 为 的 圆 , 则 
AA;... 


A Gln Aa = A) 


2 
此 定理 称 为 凸 n 边 形 的 余 切 定理 . 

推论 Padi 一 hsthia)eot i =0 (= 1,2,,n,A = Åp 
Anas) _ 

定理 3 (1) 设 半径 为 R 的 贺 内 接 n W Adr A, HARIS M S < 
TB + sin 至 ,其 中 等 号 当 是 仅 当 n 边 形 为 正 边 形 时 成 立 ; 

(2) 设 半 径 为 r 的 圆 外 切 a W B Br B, 的 面积 为 8 , 则 8 aene 289 
cot 下 ,其 中 等 号 当 且 仅 当 n 边 形 为 正 * 边 形 时 成 立 . 


cot y + cot 


证 明 提 示 。 (1) 注意 到 5 = Tm. Esin Z408: 及 凸 函 数 的 琴 生 不 等 
式 即 证 ; i 

(2) 注意 到 s = re Deot (0, 3 Aa 的 补 角 ) 及 四 函数 的 容 生 不 等 式 
BDE. 5! 

推论 1 设 4142… 如 边 形 为 AJE B Bye B, 的 切 点 n 边 形 ,它们 的 面积 
分 别 为 8 ,3, 则 S < S -oos 到 ,其 中 等 号 当 且 仅 当 n= 边 形 为 正 n 边 形 时 成 立 . 

推论 2 Bn AEA Ar A 既 有 半径 为 尺 的 外 接 圆 ,又 有 半径 为 + 的 内 切 
W, R > r> sec 中 ,其 中 等 号 当 且 仅 当 n WEHE n AERE. 

例 1 如 图 3.4.1, 在 公 4B8C 中 ,4B > AC,ZA 的 一 个 外 第 平分 线 交 
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A ABC 的 外 接 圆 于 点 已 ,过 天 作 EF | AB 于 下. 求证 :24F a Ë 
= AB - AC. A 


证 明 E ZDAE = EAB = 4( B+ ZO) 


2 c 
又 AB > AC 
1È = Gp - CA—2-2⁄DAE -24B = LC- LB > 0 图 3.4.1 
从 而 AE = 2R' sin dË = 2R > i | € =E 


COB C+B 


2AF = 2AE + cos LEAB = 2 + 2R + sin 7 cos =p = 


2R(sin C - sin B) = AB ~ AC 

p2 如 图 3.4.2, 设 四 边 形 ABCD 外 切 于 圆 0, 切 P S 
4B,BC,CD,D4 EK E, F, G, H, EG 与 FH 相交 于 
390 P;M,N 32] BD, AC 的 中 点 ,求证 ; O)M, N, O 32 
(参见 第 一 条 第 九 章 中 例 14 或 第 二 篇 第 五 章 中 例 11); 
(2)AC,BD 也 过 点 P( 即 四 线 共 点 于 P). 

证 明 (1) 设 圆 0 的 半径 为 >, 则 O 到 四 边 形 各 边 距 “ š ë 
离 都 为 ,注意 到 4B + CD = AD + BC, 则 Saos + Saocp 图 3.4.2 


= Sao + Saone = L sinen. PDA 0 必 在 MN 上 , 即 M, 0, NHR. 


(2) ë PA, PC, PB, PD, Z HPE = 人 FPC = a,ZHPA = B,ZCPF = 


y, IJ ZAPE = a ~B, Z CPG = a- y- PE AAHP h A d = Ep 
即 sin _ AH 
sin ZAHF 7 AP ` 
=I sin(a - 8) _ AE 
同 理 ,在 AAEP F fi ZAP = ip 
Tü AE = AH, ATI 
sin 8 sin(a - 8 © 


sin Z AHF ™ sin Z AEG 
H ACPC, A CPF RA 


siny  _ sin(a -$ © 
sin Z CFH ™ sin Z CGE 


BUAR, A AHF + Z CFH = 180. PTV sin ZAHF = sin Z CFH. 


第 三 篇 部署 优势 "兵力 "一 一 普 用 基本 性 质 


FH sin Z AEG = sin Z CGE. 
由 四 ,四 得 徊 & - sin(a - 全 ,展开 化 简 得 ,sin e ，sin(8 - 7) = 0. 但 


sin y ` sin(a - Y)’ 

sin a æ 0,80 - Y € (- x,x) AM sin(8 - y) = 088 B = 7Y, 即 4,P,C 共 线 . 
AA B, P, DHR. 

#J3 WA 3.4.3, MARLEE ABCDE 中 ,车 
AC // DE, BD // AE, CE // AB,DA // BC, EB // CD. 
WUE: ABCDE 为 正 五 边 形 . 3 

证 明 ”如 图 将 有 关 角 标 上 数码 ,由 ABCDE 内 接 于 
圆 ,有 1 = 4,22 = A5,A3 = L1. 

XAB // CE, Z6 = L7, 故 L3 = Z6. FE 

1+Z2+ Z3 = Z4+ Z5 + L6, B ZA = ZB. 图 3.4.3 

AA, ZB = ZC,ZG = ACER = ZA. 

BI ZA = ZB = ZC = ZD = ZE. XTE Z3 = Z9 = 8. 从 而 BC = 
CD = AE. 类 似 地 有 DC = ED = 48B, 故 ABCDE 是 正 五 边 形 . 

注 :在 此 指出 一 点 ,内 角 全 相等 的 圆 内 接 凸 多 边 形 不 一 定 是 正 多 边 形 ,但 对 
奇数 凸 多 边 形 来 说 结论 是 肯定 的 . 可 参见 练习 题 3.4 中 的 第 4 题 . 

例 4 RAARO n 边 形 的 边 长 依次 为 al ca， 图 半 径 为 RWE 


a a an” IR» sin © 
n 
证 明 ”注意 到 不 等 式 
a + G2 + ` + Gs n 
a 23I 1 L 
十 一 + 二 
G a ra 
及 本 章 定理 1, 有 
2 2 
1 1),4l > n: n 
a, az an ” G| + a+ `" + a, 


2R(sin F + si 2 + + sin 2) 
再 注意 到 sin z Ex E (0,1) PNR, B: + 学 +… + 2 = m, Nl 


. (%1 , 82 . an -x 
sin( + 2 +“ + sin) gn. sin — 


>= 
" @ 2R. sin $ 
n 
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下 面 ,我 们 再 介绍 两 条 重要 的 定理 及 特例 . 
帕斯卡 (B. Pascal,1623 ~ 1662) 定理 若 六 角形 (六 点 连 线 所 组 成 的 平面 
封闭 图 形 ) 的 六 个 顶点 落 在 一 个 圆 上 , 且 它 的 三 对 对 边 分 别 相交 , 则 这 三 个 交 
点 共 线 .( 可 参见 第 二 篇 第 五 章 中 例 14 及 练习 题 2.5 中 第 11 题 ) 
证 明 ”如 图 3.4.4, 在 贸 内 接 六 角形 ABCDEF H, Y 
AB 55 DE ZF L, CD 4 FA XFM, BC 与 EF 交 于 N. 为 
不 失 一 般 性 , 设 三 条 直线 4B , CD , BF 构成 人 UP 如 图 ，、 
运用 梅 湿 劳 斯 定理 于 人 UVW 的 各 边 上 的 三 点 组 L,D， 
E;A,M,F;B,C,N.WJS 
WL WD | UE _ 
WL UD ` VE ° 
VA WM UF _ | YB WC UN | 
WA UM ` VF © WB UC VN 
从 而 VL , WD UE VA, WM, UF, VB WC UN _ 
WL UD ` VE WU ` VF ` WB UC’ V 
Wir asaj s MEM, A 
UE. UF .VA VB WOW | 
UC + UD ` VE ` VF ` WA + WB 


1 


YL WM UN 二 点 3 
从 而 好 "gy yy = LI L. M.N Z 83862. 


此 定理 说 明了 六 个 点 一 共 决 定 了 60 个 六 角形 ,也 就 有 60 条 帕斯卡 线 .这 6 
条 线形 成 了 一 个 十 分 有 趣 的 构图 ,其 中 某 些 直线 是 共 点 的 ,而 某 些 公共 点 是 共 
线 的 . 

此 定理 的 逆 定 理 为 : 若 六 角形 的 三 对 对 边 交 成 三 个 共 线 的 点 , 则 它 的 六 个 
顶点 落 在 一 个 圆 上 . 

车 允许 内 接 六 角形 的 顶点 重合 ,而 且 仔细 地 标记 这 些 顶点 , 则 能 得 到 关于 
内 接 五 角形 和 内 接 四 角形 的 有 趣 结 论 . 

如 图 3.4.5, 考察 圆 内 接 四 边 形 4DBE. 把 4 
交叉 四 角形 ABDE 看 做 退化 的 六 角形 , 则 在 B, 

两 点 的 切线 的 交点 N IJL, M 共 线 ， 

卜 立 安 得 (C.J. Brianchon, 1760 ~ 1854) 
EE 若 一 个 六 角形 的 六 条 边 与 一 个 圆 相 切 ， 2 
则 它 的 三 条 对 角 线 共 点 (或 彼此 平行 ). 图 3.4.5 

为 了 证 明 此 定理 , 先 看 一 个 引 理 ， 
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IE APRO 分 别 是 圆周 在 P,@ 的 切线 上 的 两 点 (假定 在 直线 PE 同 
侧 ) ,使 得 PP' = 00' , 则 存在 一 个 圆 分 别 与 直线 PP 和 00' EP RG 相 切 . 

事实 上 ,如 图 3.4.6, 整 个 图 形 关 于 PQ 的 中 垂 线 是 对 称 的 ,这 条 垂直 平分 
线 也 是 PO 及 已 知 图 的 一 条 直径 的 垂直 平分 线 , PP WMO EP 和 0 处 的 对 
线 都 与 这 条 中 间 线 交 于 同一 点 ,此 即 为 所 求 加 的 图 心 . 引 理 证 毕 . 

再 证明 定理 :如 图 3.4.7, 设 是,0,7,$,P,U 是 六 条 切线 48, BC, CD, DE, 
EF, FA 的 切 点 .为 叙述 简单 ,假定 六 角形 ABCDEF 是 凸 的 , 则 三 条 对 角 线 AD, 
BE , CF 都 是 内 切 圆 的 制 线 (因此 不 可 能 彼此 平行 ). 在 线段 EF, CB,AB, ED, 
CD ,4 的 延长 线 上 取 点 已 ,0 R. P U {E PP = 00 = RR = 
SS = TT = UUV', 由 引 理 ,可 作 圆 0:( 与 PP' 33 Q0' EP WG BI), Ë] 0,( 与 
RR' 和 SsS' fE R' 和 8 381) AMA 03( 与 Tr 和 UV ET 31 U' 385). 


图 3.4.6 图 3.4.7 


于 是 ,48' = AUV' ,DS' = DT ,这 样 A MDATA MA 0; 是 等 短 的 ,于 
是 连 线 AD 是 这 两 个 圆 的 根 轴 . 同 更 ng 是 圆 0, 和 圆 0, 的 根 轴 , CF 是 贺 O, 和 
01 的 根 轴 . 对 于 三 个 不 共 轴 (圆心 不 共 线 ) 的 圆 ,两 两 配对 所 取 的 根 轴 必 定 
是 共 点 的 .由 于 这 三 条 对 角 线 不 重合 , 即 三 圆 不 共 轴 ,由 此 即 证 . 

此 定理 的 道 定 理 也 成 立 , 即 “ 若 一 个 六 角形 的 三 条 对 角 线 共 点 , 则 它 的 六 条 
边 与 贺 相 切 ”. 

若 容 许 外 切 六 角形 的 某 些 边 接 合成 一 条 线 引 , 并 且 小 心地 标记 这 些 边 , 则 
能 得 到 若干 关于 外 切 五 角形 ,外 切 四 角形 的 有 趣 的 定理 .这 时 ,成 一 直线 的 两 条 
边 的 公共 顶点 是 它们 与 图 的 切 点 . 
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如 图 3,4.8(1) ,外 切 五 角形 ABCDE 可 看 做 当 点 刁 是 平角 的 退化 六 角形 
ABCDEF ,此 时 ,外 切 五 角形 的 边 的 切 点 下 与 点 C 及 4D 与 BE 的 交点 C 共 线 ; 同 
理 , 如 图 3.4.8(2) ,车 外 切 四 边 形 BCEF HA FB 和 CE 与 圆 相 切 于 点 4 RD, I 
可 把 它 看 做 退化 的 六 角形 . 从 而 得 知 :四 角形 的 对 角 线 BE 和 CF 相交 在 FB 和 
CE 与 圆 的 切 点 的 边线 上 .如 图 3.4.8(2), 此 时 ,又 给 出 了 前 面 例 2(2) 的 一 个 简 
证 . 


P E 
(F) c a) D 
N E CQ 
D 加 
图 3,4.8 
注 :这 两 个 定理 及 逆 定 理 对 圆锥 曲线 也 是 成 立 的 . 
二 、 圆 的 内 接 凸 四 边 形 问 题 


前 面 在 凸 四 边 形 以 及 国内 接 多 边 形 中 介绍 的 有 关 数 量 、 位 置 关 系 , 当然 在 
贺 内 接 凸 四 边 形 中 也 是 适用 的 , 除 此 之 外 ,对 于 圆 内 接 凸 四 边 形 , 还 有 如 下 一 些 
数量 ,位 置 关 系 . 

在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 记 半 径 为 R 的 圆 0 的 内 接 凸 四 边 形 ABCD 的 边 长 
AB = a,BC = b,CD = c,DA = d, 对 角 线 长 4C = e, BD = f, 其 面积 为 S$,4C 
与 BD 交 于 P. 

定理 4 (oos A = Sh A= (Akses 

(2)ac + bd = ef; (HERBEM) 

(3) (ad + be): (ab + cd) = e: f; 

e = {ac +b) ad + be) p = (ac + bd)(ab + ed). 


ad + be 
(5)ad :ie = AP : PC,ab : cd = BP : PD. 


证 明 (1), (2) 略 ; 
(3) 如 图 3.4.9, 由 
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Lab» sin ZABC + Ted ° sin ZADC = 


Jod + sin Z BAD + The + sin Z BCD 


故 有 ad + be _ sin Z ABC _ 2R * sin ZABC 
ab + ed ` sin Z BAD ` 2R + sin Z BAD ° f 
(4) 将 (2) RAG) 即 证 ; 


AP _ Samp _ ad pyy 
(5) 由 PG = Sana = be E 


定理 5 (DR = gk V (ak + dlar + bd)(ad + b); 
(2)2R? (a? + b? + 2 + d) > (ae + bd), 
(3)R2(ab + ed)(ad + be) > abed(ae + bd); 
1 1 1 1 2⁄2 
Qty EtA R 
证 明 (1) 如 图 3.4.9, 过 4 作 4B /BD 交 贺 0 于 E, 则 4B = DE,AD = 
EB. M Saame = EEC Saane = EAC DC 相 加 ,再 利用 定理 4(2) 


有 DE. BC + BE. DC = BD - CE 得 到 R = — CE 再 对 CE 适用 定理 


4(4) 即 得 证 ; 395 
(2) 注意 到 0 < e < 28R,0 < f < 2R, 有 点 + 直 > PR: 


ER ETET xe, f = (ae + MC + 2) 
即 证 (其 中 用 到 ac + bd = ef); 


(3) HP = a = 和 ,有 PD = PA. IB PA. PC < R REIMS) E 


AC BD _ ad+ bc, ad + cd _ 
PC UPD ” bc ad 5 


EERE; À 
(4) AP = (2R * sin AY = a? + d — 2ad * cos A $ 
2ad(1 - cos A) 
P = (R : sin A)? = b? + 2 — 2be * cos C > 图 3.4.9 
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2be(l + cos A) 
上 述 两 式 相 乘 有 (2R - sin A) > 4abed sin? A, MA 
abed < 4R° » si A < 4R2 


Am > 
或 直接 运用 例 4 的 结论 而 证 . 

定理 6 (1) 自 声 向 各 边 引 垂 线 所 得 重 足 四 边 形 有 内 切 图 ;(2) 过 P 作 与 过 
尸 的 直径 垂直 的 直线 交 一 双 对 边 所 得 两 线段 相等 (蝴蝶 定理 ) 

证 明 提 示 (1) 这 些 垂 线 恰 好 是 垂 足 四 边 形 的 角 平 分 线 ;(2) 略 . 

定理 7 车 圆 内 接 凸 四 边 形 两 双 对 边 延 长 后 相交 则 

(1) 两 交点 间距 离 的 平方 等 于 从 两 交点 分 别 向 圆 引 的 两 条 切线 长 的 平方 
和 ( 即 开 条 切线 长 的 平方 和 之 半 ); 

(2) 从 一 个 交点 向 圆 引 切 线 所 得 两 切 点 与 男 一 交点 共 线 ; 

(3) 两 交角 的 内 、 外 平分 线 交 成 矩形 ; 

(4) 两 交角 的 内 、 外 平分 线 的 两 交点 与 两 对 角 线 的 中 点 组 成 调和 点 列 ( 调 
和 点 列 概念 参见 第 一 篇 第 十 一 章 中 性 质 中 7 中 (6)). 

证 明 ” 设 字母 如 图 3.4.10 所 示 . 

(1) 设 过 4,D, 的 圆 交 EF 于 天 , 则 ZAKF = 
ZADE = 人 4BF, 即 知 玉 也 在 人 45 的 外 接 圆 上 ,由 
了 FRR 
EF + EK = EB ,一 = ES 
两 式 相 加 即 得 EF? = ES? + FR 

(2) 参见 本 章 练习 题 第 23 题 ; 
(3) 由 题 设 及 图 示 ,由 


LFHG = ZC + + ZBEC 


FGH = Z DAE + +Z BEC = C+ $ LBEC 


则 知 Fo 是 等 腰 和 FEC 底 边 BC 上 的 高 , 即 EC | FQ, 

故 EPFQ 为 矩形 ; 
(4) Eñ A CAE o 人 DBBE, 和 AMEC ANEB 发 内 外 角 平 分 线性 质 即 证 . 
定理 8” 圆 内 接点 四 边 形 四 顶点 组 成 的 四 个 三 角形 中 ;: 
(1) 四 内 心 组 成 的 四 边 形 为 矩形 ; 四 外 心 共 点 ; 四 重心 组 成 的 四 边 形 与 原 
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四 边 形 相似 ;四 重心 组 成 的 四 边 形 与 原 四 边 形 全 等 ; 

(2) 其 中 被 一 条 对 角 线 所 分 成 的 两 三 角形 的 内 切 圆 半径 之 和 ,等 于 另 一 条 
对 和 角 线 所 分 成 的 两 三 角形 的 内 切 圆 的 半径 之 和 ; 
(3) 其 中 两 交叉 三 角形 的 内 切 圆 半径 之 差 的 绝对 值 等 于 另 两 三 角形 内 切 
圆 半 径 之 差 的 绝对 值 ; 

(4) 其 中 两 交叉 三 角形 的 内 切 圆 贺 心 与 公共 进 所 对 弧 的 中 心 组 成 等 膜 三 
角形 , 且 圆心 连 线 为 底 边 ; 

(5) 其 中 内 心 . 旁 心 共计 十 六 点 ,分 配 在 八条 直线 上 ,每 线 上 四 点 ,而 这 八 
条 线 是 两 组 互相 垂直 的 平行 线 ,每 组 四 条 线 (Fuhmann 定理 ); 

(6) 设 4 个 内 切 圆 半径 顺 次 为 ru rz ra, ra M 

(e+f- a= e)(e + f- b- d) = A(riry + rr) 

(7) 圆 上 任 一 点 在 这 四 个 三 角形 的 西 姆 松 线 上 的 射影 共 线 ; 圆 上 任 两 点 对 
于 这 四 个 三 角形 中 每 个 三 角形 的 两 条 西 姆 松 线 各 相交 的 四 点 共 线 . 

WA (1) 参见 第 二 篇 第 七 章 中 例 10; 

(2), (3) 注意 到 后 面 例 5 的 结论 即 证 ; 

(4) 如 图 3.4.11, 设 全 BCD,A4CD,A4BD,A4BC 的 内 心 分 别 为 ,1p， 
Ics 1n, P 为 4B MERJEK Alp XEF M, WTE A PIpM 2 A PBM ,所 以 
Pip = PB. 

FAH, Plc = PA, Ñ PA = PB,BD APid 为 等 腰 三 角形 . 

同 理 可 证 Ad, AMP, A h0 均 为 等 腰 三 角形 . 

(5) 设 入 BCD,A4BD, 和 人 4DC, 和 全 4BC 的 旁 心 分 别 用 EE,, Fes Ges Ha, RIR, 
与 角 4 有 关 的 三 个 旁 心 分 别 用 本 ,已 ， @ 表示 , 余 类 推 ,如 图 3.4.12. 

由 ZBIbC = p+ 二 LBAC = P 1 ZBDC = ZBC, B,C, I, Ip žl 
AAC, D, Ie, h HA, E Idelco HEW, ZLC Eke, LD | Esto, hD L GG, 
HC L G6p AMR D, Ig, 1, C, Ca, Ee 六 点 共 圆 , 则 hlskEs = LDE = %9,8} 
Es, lgs he 共 线 、 

FH, He, Ie, Is 共 线 . 故 Ep, In, le, He 四 点 共 线 . 

FIH, Gas la» 1p, Fo; Fg, Ig, Ia, Ha; Go, lc, lp, Eo 分别 共 直 线 , 且 两 组 线 是 
互相 垂直 的 平行 线 . 

由 和 BIoD = 9P + + ZBAD, BED = LCD = 直人 BCD( 注 意 到 D， 
L,C, Eg 四 点 共 圆 ) ,从 而 
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图 3.4.t1 


ZBIcD + Z BED = 9D + (ZBAD + LBCD) = 180 
398 即 Es, D, le, BUAS. H IB | FaFp, ID L FaFa 0D, lc, B, Fi 四 点 
共 圆 . 故 D, Ic, B, Fa, Es 五 点 共 圆 , 则 LIEF, = LBF, = 90. XH ls, L, 
Ga, Es 四 点 共 圆 , 有 LIEG, = LilG = 9p, 从 而 Eg, Ca, Fa 三 点 共 线 ， 
同 理 , Ga, En, Hs ZARRA Ha, Ep, Ca, Fa 四 点 共 线 ， 
FIZ, Hs, Fe, Go, Ecs Ec, He, Fo, Go; Co, Ep, Ha, Fa 分 别 共 线 ， 由 上 证 即 
知 结论 成 立 ; 
(6) 利用 相似 三 角形 把 内 接 四 边 形 中 两 相对 三 角形 内 切 圆 半 和 名 之 比 转化 
为 边 的 代数 和 即 证 ; 
(7) 前 一 结论 注意 到 圆 上 一 点 对 于 四 个 三 角形 的 西 姆 松 线 构 成 完全 四 边 
形 即 证 ,后 一 结论 利用 戴 沙 格 定理 (参见 练习 题 2.5 中 第 15 题 ) 即 证 . 
定理 9 若 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 4C 与 BD EMER, W 
(1) 一 双 对 边 所 对 的 两 劣 弧度 数 之 和 为 180; 
(2) PA? + PB? + PC + PD = a4 è n btd = 4R2, 
(3)eè + f = 8R -40P2; 
(4)( 卡 拉美 古 塔 定理 ) 过 忆 任 作 一 边 的 垂 线 必 将 其 对 边 平分 (此 结论 还 可 
推广 , 见 例 6); 
(5) 对 和 角 线 交点 到 一 边 的 距离 等 于 其 到 对 边 距离 的 一 半 ; 


(6) 两 条 中 位 线 (对 边 中 点 连 线 ) 长 相等 , 目 等 于 V2R - 0P; 
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(7) 四 边 形 的 面积 等 于 对 边 乘积 之 和 的 一 半 ; 

(8) 0 与 一 对 角 线 两 端点 的 连 线 将 四 边 形 分 成 等 积 的 两 部 分 ; 

{9) 全 4PB ,全 BPC, 人 CPD, 公 DP4 的 外 接 图 与 内 切 圆 的 所 有 半径 之 和 等 
于 两 对 角 线 长 之 和 ， 

(10)P $ AABO, ABCO , A CDO , A DOA HIIDH), Ha, h HEARR; 

(11)P Æ AB,BC,CD,DA W LE ik KA Pi, Pa, P3, Pa, W VU jÉ 
Pi P,Ps P4 既 有 外 接 圆 又 有 内 切 圆 . 

证 明 《〈1) 略 ; 

(2) $ LDOC = a, ZAOB = B,JI| 


Fa + +B = ZDBC + ACB = 9% 


TË cos a + cos 8 = 0, 而 
AR? = 2R? - 2R2 + cos 8, CD? = 2R? - 2R + cos a 
则 AB? + CD? = 4R2. 故 
PA? + PB? + PC + PD? = AB? + CD? = 4R2 
或 连 BO 并 延长 交 圆 0 + Ç , h 
AIÒ + GD = 18,418 + Amè = 182 


Him = GmD, 所 以 AG = CD, 从 而 
AB? + ÇD? = AB? + AG = 4R2 


HERMIE; 

(3) 如 图 3.4.13, 作 矩形 MONP , 则 

AC? + BD? = 4(AM2 + DN?) = 4[( R2 - 0M2) + 

(R? ~ ON?)] = 8R? - 40P2 
或 延长 OP 两 端 交 圆 0 FE, F , WJ 
AP - PC = BP > PD = PE: PF = R- OP 

再 由 (2) 有 
AC? + BD? = (PA + PCY + (BP + PDP = 8R? ~ 40P2 

(4) 设 8 为 BC 中 点 , 连 SP 并 延长 交 4D FH, W 
LHPA = LSPC = LSCP = LBDA, 有 APDH Ww AADP, B] LPHD = 
ZAPD = 90, 即 PH 上 4D. 反 之 亦 真 ， 


图 3.4.13 


399 


平面 几何 证 明 方法 全 书 


400 


(5) 设 T 为 和 妇 中 点 ,由 (4) 知 TP 上 BC,0S /7P. 同 理 知 07 /PS. 故 
0s ATP, TP = 十 4D, 即 证 (可 参见 第 一 篇 第 一 章 中 例 3); 


(6) 由 于 四 边 形 ABCD 的 四 边 中 点 组 成 矩形 , 知 其 中 位 线 长 相等 .又 四 边 形 
TOSP 为 平行 四 边 形 , 则 


TS? + OP? = 2PT? + 2P = 3(AD? + BO) = À -AR = 282 

即 证 ; 

(7) 运用 托 勒 密 定理 即 证 ; 

(8) 由 Saioc + Saacp = 二 4C(OM + DP) = tac ` DN = 二 sm 即 证 ; 

(9) 由 直角 三 角形 性 质 :对 于 两 直角 边 长 为 a,5, 斜 边 长 为 。 的 直角 三 角 
形 ,其 外 接 加 半径 R = J c IJ r = 十 (a + b - <), 由 此 即 有 

ri+rz+r+r+R+R+R+R = A+BD=e+f 
(10) 如 图 3.4.14, 显 然 , CH; // AHa, CE $j < CAD DA q 


ERCH ZDAC = Z¿poF—*—1 DÈ), LAHE $ ZACD 
互 余 , 则 


: OF AE _ 
CH : ABa = a Z CF ` sin ZAME = 
2CF 2AE 


cos Z CAD ` cos LACD 7 


CD + cos LACD CP 
AD cos Z CAD ` AP 


于 是 人 CH3P  AAPH, > Hy, P, H 3R. FIH, Hs, P, Hi; Ha, P, Hi, H,, P, 
H J$. E P, Hi, Ha, B3, H, 五 点 共 线 ; 

(11) 由 本 篇 第 五 章 中 定理 15(2) 知 , P P, PSP, 有 外 接 圆 ,又 可 证 ZPAP 
= ZP,P,P = ZPP,Pa = ZPBP,, W| P,P 3.4 ZP,P,P,. W P S| P, P., 
P, Po, P> Ps, PsP4 的 距离 分 别 为 hi ,has hay ha M ky = hz. 

同 理 ,ja = hasha = hat ha = he = j = ha, BI P A P, PaPa Pa B) 83) 
图 的 圆心 ， 

BS AABC 内 接 于 半径 为 及 ,圆心 为 0 的 图, 车 0,4 在 直线 BC HRI, 
记 dgc 为 0 到 BC 的 距离 ,否则 d,c 为 0 到 BC 距离 的 相反 数 , 余 类 推 . 若 人 4BC 
的 内 切 圆 半 径 为 r, 则 dee + dic + da = R + r. 
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证 明 ”如 图 3.4.15, 作 AB, BC, CA HERB OM, B 
ON, 0P, 则 A, M, P,O 四 点 共 轩 ,由 本 章 定理 《2) 有。 Z NN. 
OA > MP + OP - AM = OM: AP 
令 BC = a,AC = b,AB = c, 则 


R. + (- do) £ = dw- t 


即 brdantc'dc= Ra 图 3.4.15 
B, c- dge +a da = R- b,a dic + dac ° b = 
R: c, W 
{dac + dag)a + (daa + dgc)b + (dac + dac)e = R(a + b + c) ° 
x 2SAaec = 2(Saano + Saso — Saco) = 
c- dag + a> dgg+ b> dc = r(a+b+c) © 
由 四 + 四 得 
(a + b + c)Xdaç + dac + da) = (a + b + c)XR + r) 
故 dec + dac + daa = R + r 


例 6 如 图 3.4.16, 过 圆 内 接 凸 四 边 形 ABCD 两 对 


L 
角 线 交点 已 作 任 一 边 的 垂 线 , 则 垂 线 必 过 以 其 对 边 为 A 
一 边 ,以 交点 为 一 顶点 的 三 角形 的 外 心 .反之 亦 真 . p < 
401 
EY 


证 明 过 P 作 PH L AB YFH DPH PERS 
HP 于 0Q, 交 DP 于 ,过 D 作 DL // EQ % HP FLW 
DL L DP,Q 为 PL 的 中 点 . 

由 图 3.4.16 

LDIP = LEQP = X - Z EPQ = 9 - Z HPB = 

LPBH = LACD = Z DCP 
知 D, P, C, LARIE. fE 人 PDL 为 直角 ,因此 Q 为 其 圆心 , 即 0 为 人 CDP 的 
外 心 . 

反之 , 设 @ 为 全 CDP 的 外 心 . 过 P, D 分 别 作 4B,DP HER PHX AB + 
H), DD 1B2E TL, MH Z DCP = Z PBH = Z DLP I D, P , C, LIN, E PL 为 
直径 , 故 0 在 PL 上 , 即 QP | AB. 

例 7 ”如 图 3.4,17, 自 圆 内 接 凸 四 边 形 ABCD 每 边 两 端点 所 引 邻 接 边 的 垂 
线 若 相交 , 则 所 得 交点 Qis Q>, Qy, Q, 与 四 边 形 对 角 线 交点 ,外 接 圆 圆心 0 共 
线 . 
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证 明 D AB WERAQ XOP 所 在 直 
RF 82 ,其 他 字母 如 图 所 示 . 过 P 作 EF 上 
OP XAB 于 E, 交 CD 于 FF, 由 定理 6(2) 知 
AQ?/EF 为 等 肋 三 角形 ,又 0 ,4,E,P 四 点 
共 圆 , 知 Z PQ/F = 人 PQYE = LPAE = 
一 PPP, 从 而 Qy, P, F, D38, BD Z Qy DF 
= 90,8 QD | 0D, 故 QX BIH Qi. TRIZ 
点 0, 在 直线 OP E. 

FI, Qis 03, Qu 也 在 直线 OP 上. 

例 8 ”如 图 3.4.18, 以 圆 内 接 芒 四 边 形 ABCD 每 边 为 
弦 各 作 一 贺 , 求 证 ;过 相 邻 边 的 两 圆 的 另 一 交点 A Bi， 
Ci, D, 四 点 共 圆 . 

证 明 由 

ZDB, = 360 - (ZD AAA + LAA1B1) = 

LDIDA + LABB; = 

180 - (LDIDC + Z Bi BC) = 图 3.4.18 
360 - [080 - Z DI G, G) + (180 - 人 BiCIC)] = 
LDICIC+ ZBC, C - 180 = 

(360 - ( BI CAD) - 180 = 

(180 - B,CD) 


即 有 结论 成 立 ， 

例 9 如 图 3.4.19, 圆 内 接 凸 四 边 形 ABCD 
任 两 顶点 在 另 两 顶点 连 线 ( 边 或 对 角 线 ) 上 的 射 
影 及 另 两 顶点 在 此 两 顶点 连 线 上 的 射影 这 四 点 
共 图 ,而 且 这 样 所 得 的 三 圆 是 同心 的 . 

证 明 ”所 设 字母 如 图 所 示 , 由 4,B,41, Bi 
4 C,D, C, D 均 四 点 共 圆 , 有 BAC = 
Z BAC = ZBDC = 二 BDICL 从 而 有 A, Bi, 
Cu D, AA. 
同 理 ,42, Ba, C2, Dz 与 As, Ba, C3,Ds 均 四 点 


2 


共 


[Hi 


又 AD: Æ AD ER R BC 上 的 射影 , 则 A.D, 的 中 垂 线 过 AD KHAM, JE: 
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PER MH 即 过 4D 中 点 所 作 的 BC ER, AE, NE 为 过 BC 的 中 点 六 所 作 的 
AD HER, TETE PERF Q , 即 Q 为 圆 A, Ba C, D, 的 圆心 ， 
同 理 ,@ 亦 为 贺 4181C1D1 与 贺 ABCD 的 圆心 . 


Z RAA 


BEA UJ), X 8 SIB MAHER ZARA , RILO MAE. 

在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 记 双 圆 四 边 形 ABCD 的 外 接 圆 、 内 切 圆 圆心 分 别 为 
0 7, 其 半径 分 别 为 Rir,4B = a,BC = b,CD = c,DA = d,AC = e, BD = f, 
Ar Bis Ci, Di 分别 为 48 ,BC,CD,D4 边 上 的 内 切 贺 切 点 ;分 别 与 48 ,BC, CD, 
DA 边 相 切 , 又 与 这 边 相 邻 的 两 边 的 延长 线 相 切 的 旁 切 圆 半径 分 别 记 为 6, 7， 
Tes ra ROINA Las ls, L, Lak AC 与 BD RET P, WAIE ABCD 的 面积 , 半 局 
长 记 为 5,p. 

定理 10 (1ZA+ZC = ZB+ZD=mwa+rc=b+d=pi 

(2)S = sabed; 


(ar = Ld abed p = 1 | Gb + odM ae + ped + te), 
atbret+d” p T4 abed , 


Rv2rief = 2r(r + V r +a); 
WE LL sin Á sinB, 
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sin Á + sin B 
(5)41C L BiD1; 
(60I = do = R+ rè- rara maoni 


"(R+ d (R- d)" ° 

()P,0,1Z NE, 

(8) 设 0 到 四 边 形 48CD 的 边 48， BC , CD , DA 的 距离 分 别 为 d,， ds,d,, ds， 
则 

d, + d, + d, + d, = r +V + 4R2 
0) — 48 BC _ cp DA 
A" A Fi € 

2 tan + tan > tan 2 + tan- 


: ru 
证 明 提 示 MA 3.4.20. 
E); 


(2) 由 本 篇 第 二 章 中 定理 5(2) 并 注意 到 (1) 即 证 ; 
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(3) 注意 到 本 篇 第 四 章 中 定理 5(1) 即 有 第 二 式 ; 
由 前 两 式 运 用 平均 值 不 等 式 即 得 第 三 式 ;由 ef = ac + 
16R2S2 
bd 及 ef = (Q Y yta y ic) 导出 方程 (ef - 472. 
ef - 16R?r? = 0, 求 根 即 得 第 四 式 ; 
{4) 由 sin4 = £ -zph = 28% 
人 入 即 得 ; 


(9 H GBD = LODD = 420D = 


— 


图 3.4.20 


1 
(80 - ZD) 


ZA CB = BiB = TZAHB = (82 - Z8),ZB + ZD = 18P 
即 知 Z C BID, 与 LA CB, 互 余 , 故 41C1 上 D, Bi; 
(6) Æ A 0AL, A OCI, A 0DI, A OBI 中 运用 余弦 定理 后 相 加 即 得 第 一 式 ; 
404 第 二 式 左边 通 分 再 用 到 第 一 式 即 证 得 第 二 式 ，; 
(T) 参见 第 一 篇 第 七 章 中 例 23; 
(8) 将 eR = ad, + bd, = cda + dd.,fR = dd, + ad, = bd, + cd, $AH, F 


flac + bd) (ad + be) ~- 即 证 ， 
注意 到 。 = E og A f = … BRE; 


(9) 由 4B = AA, + A.B = IAi{cot 4 + cot 2) = Altan £ + tan Dya 
四 式 ,并 注意 到 A = IB = IQ, = ID) 即 证 . 
定理 11 (1) 旁 心 四 边 形 Ladi WEFTA O (R); 


2 2 2 2 
(Dr = ehn = Pn = r = s= 
G) Sami, - Sma, _ Semi, - Sow, 8 


Ta To Ta ma 2r 
(Dale L Blasio N bla = 1; 
(5) ra + n + re + ra = 2(V r + 4R2 - r); 
(OR = Br Q VFTIR -r 
DSBcD, Su, = 482; 


(8) 17 EEF B,D, Idy EAFA A C; 
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(9) 切 点 四 边 形 与 旁 心 四 边 形 的 边 对 应 平行 ,rdl, DB LCi, LD, 四 线 共 
点 ; 
(10) 切 点 四 边 形 , 旁 心 四 边 形 对 角 线 交点 及 外 心 均 在 直线 O7 上 ; 设 旁 心 四 
边 形 的 外 心 为 0 ,出 0 PAO. 
证 明 提 示 。 如 图 3.4.21. 
(D 由 ZAB = (LA + ZB), 


LCID = LC + LD), TARNE; 
(2) Șt DIA = Mı = #,AB = BB, = 


y,BıC = CC = 2,CD = DD, = w, H XA f 
RAAM ° RIAIC1C( 注 意 人 4 与 ZC 互 pm 
补 ) 有 xz = r AE yw = r, 图 3.4.21 
设 名 , 瑟 , 二 分 别 为 ,在 直线 4B, DA,CB 上 的 射影 ,由 直角 三 角形 相似 得 
AH, BH. 
m TEn 5 Z 75 AB + HB 0 由 此 即 可 推出 = Sy = 
e, be hiin = CH plsi; 
P: = PU n = 气色 ist; 


(3) 由 San, = balra r.) = GHE SREE S = pr BE; 


(D) 由 Sas, = 二 各 等 四 式 相 加 ,得 


Su, = z(a + cd)(ad + be) 
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2 72 

由 BÉ = LH + BIB = 2 24 

p 

得 Bh = $3 Vab -Vab s cd 
合理 算出 BA 


| 


再 算出 be lda llo HERA 0' 中 运用 托 鞭 密 定理 ,有 
1 


1 
p + cd)(ad + be) = 25/10, 
H Iade blas 
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车 延长 DC, AB 38238 0 , H| 1 F4 LAQD, AT h, u HEER EE 
I# LL LAR, IEL E8 LL YIL = B 

(5) 运用 r, 等 的 表达 式 并 注意 定理 10(3) 中 第 四 式 即 得 ,此 可 看 做 三 角形 
中 关系 式 ra + ra + r, = 48+r 的 推广 ; 

(6) 运用 第 三 篇 第 四 章 中 定理 5(1) 即 得 ; 

(7) 由 (3) 运用 等 比 定理 并 注意 (5) 有 
Si SPa -y 

r 


g“ = 
又 Sano, r(r +V r +4R2) 
s 5 4R 


由 此 即 证 ; 
(8) 在 公 41@C1 中 ,410 = C14, 从 而 10 垂直 平分 A1C1, 即 ls EAF 
ACi. AE L 垂直 平分 DiB1; 


(9) 在 A441D H, ZAAD = 二 (I8P - Z4), X. LAA = FOB - 
LA) DAT A.D, 1- 同 理 可 证 余下 三 组 对 应 边 平行 ; 


由 各 中 BO -CD DA 即 证 四 线 共 点 ; 


hh © Ih la ° l, 

(10) 略 (可 参见 参考 文献 [63]). 

例 10” 双 图 四 边 形 的 四 顶点 组 成 的 两 相对 三 角形 的 内 切 圆 切 四 条 边 的 四 
个 切 点 与 四 顶点 分 别 组 成 四 个 等 腰 三 角形 的 顶点 , 且 相 对 的 等 腰 三 角形 的 底 角 
ER. 


N 


分 


WRA ”如 图 3.4.22, 设 双 圆 四 边 形 ABCD 中 的 — 
AABC,AACD 的 内 切 加 分 别 切 四 边 于 BF, C, H3 < < 
别 切 对 角 绕 ACFM, N. SA 

1 P 

AM = (AB + AC - BC) S 
a iun XN 
= (4D + AC - CD) NU 


而 AB + CD = BC + AD 图 3.4.22 
Ë AM = AN, 即 M,N 重合 ,从 而 4E = AM = 4 全, 即 
AAEH 为 等 腰 三 角形 . 

FE, A CGF 为 等 腰 三 角形 . 


第 三 篇 部 署 优势 “兵力 "一 一 善 用 基本 性 质 


又 由 人 4 与 人 C 互 补 , 则 公 4EH 与 全 CGF 的 底 角 互 余 . 显 然 , 等 中 A BEF 
与 A DCH 的 底 角 也 互 余 . 
E: BERAE EA E, F, G, H ARRE. 


四 .三 角形 的 半 外 切 圆 与 半 内 切 图 


对 于 三 角形 的 半 外 切 圆 ,有 下 述 基本 性 质 : 
定理 12 设 与 人 48C HAAR, AC 延长 线 分 别 相 切 于 B1, C1 的 半 外 切 圆 图 
心 为 4, 半径 为 R', 圆 T, 与 人 4BC 的 外 接 圆圈 0 相 切 于 Ps, 余 类 推 . 则 


(RZ = sec ,Ry = ra sed BsRe = re. w S, 

(2)B, C, 的 中 点 是 A ABC H3O L, EER BC 与 ABC 的 外 接 圆 相 
SJ, X 55 A ABI CI 的 内 切 圆 相 切 ; 

(3) 过 B,C 分别 引 圆 T4 的 切线 相交 于 K, DANAA M,N. N| 1) 直线 
BIN, C IM, BC,AK, 共 点 ;2) 直线 B,C, AK4, BC, 共 点 ;3) 直线 BC, BiC1, NM 
共 点 ;4) 直线 BIM, CIN, AK, 共 点 . 

证 明 ”如 图 3.4,23, 设 人 4BC 的 
外 心 为 0, 外 接 贺 半径 为 R. 

(1) 设 4Ts 交 圆 0 于 P, 证 长 40 交 
0 于 Q, 连 PQ, 则 


LA041 = Z _ ZAQP = 


2 
= us 
2-(2 2 
l(c- 8) 
Le- 


从 而 oos Z QAT, = eos T (B - C). 3 
OT, = R + Re , AT, = RA + cos $ 


# A A0T, 中 ,有 
OT} = 042 + AT2 - 20A : AT, ° cos Z OAT, 


从 而 Re +2R = R. os? 4 - OR: eso + cos E(B = C) 
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即 有 Ry + eo £ = 2R- sin Á [sin + cos E(B = 0)] = 


4R sing ` cos oos E = ry 


BOR = ra so? 3 RRETE 
OB 1⁄ Æ BC 的 中 点 ,由 于 AAB C ESRA NIE RAAB 中 


Alt = AG): eos À = Ry ` ost $ + cos + = R oth + ose 4 =u 


说 明 1 就 是 人 4BC RZD a 

由 本 篇 第 一 章 中 定理 12(6) ,有 Ph = PB = PC 50 P 32 ABC 的 外 心 . 

XEFE A ABI Ci 中 ,一 4 的 平分 线 垂 直 于 底 边 BC1, 故 BC 与 ABC 
的 外 接 圆 相 切 ; 设 AL 与 圆 T 交 于 $, 连 BS, CS, BA S A AAB C 的 内 心 ， 
即 证 ; 

(3)1) Ë BIN 5 BC 的 交点 为 E, 在 全 BiEB 和 人 CNE 中 分 别 用 正 骇 定理 


有 
BE __ BB © 
sin LBBIE © sin Z BEB, 
c __ 0 @ 
sin CNE T sin Z CEN 


X Z B EB + Z CEN = n, Z BB E = NNB, = Z CNE( N, 28 CN $ BB. 


的 交点 ), 则 站 OMAE = SA = OA BN RBB Z z. 
同 理 , 求 得 C, 杂 分 线段 BC 为 同样 的 比 ,因此 BLN, C M, 8C 共 点 于 EE. 用 同 
样 的 方法 可 证 得 BiN, CiM, AK, EAT E. ik B N, CiM, BC, AK, 共 点 ; 


ÇE _ CC, CE BB ACi 
2) 由 1) Myg = 站 CC = LATA = 1, 则 
CE.BB AC _ 
BE ` BA ` CC, ` 


由 塞 瓦 定理 之 道 定理 知 BIC, BC, AK 共 点 ; 
3) 设 C 是 BiC, 和 BC 的 交点 ,分 别 在 人 CC1C 和 人 8B,G 中 用 正弦 定理 有 


CC CC © 
sin LCCG ` sin LCGC, 
BG BB, 


sin LBBIG ` sin Z BGB, © 


第 三 篇 ”部署 优势 "兵力 "一 一 善 用 基本 性 质 


而 BBG = CC1B1, 有 LCCIG+ LBBGC= LCCC+ CCB = x, 


cc, 
Am @ + e€ = BB; 
又 设 C 是 NM 与 BC 的 交点 ,所 ~ A 
因 CN = CC BM = BB, WSE = SÈ SIG 5 E 重合 , 即 BC, MN, B.C, 
三 线 共 点 于 G: 
4) Ë: H J B, M fll AK, 的 交点 ,分 别 在 全 KMH 和 公 H4B' 中 用 正弦 定理 有 
KH KM © 
sin Z KMH T sin Z KHM 
HA _ — AB. @ 
sin ŻAB, H ™ sin ZAHB, 
因为 ZX KMH = LBBIM = LAB, H, Z KM + ZAHB, = x 
e, KM 
ATO @ 2 = 
XË 8 FE CLN FIAK, WEA IRE = AA, 


而 KaM = KN, AB, = AC1, 则 
AK, 共 点 ， 

注 : 对 于 4) 也 可 直接 运用 帕斯卡 定理 的 特殊 情形 证 明 (参见 图 3.4.5). 

由 于 半 内 切 圆 的 定义 与 半 外 切 圆 定 义 相 仿 ,因而 可 用 完全 类 似 于 定理 12 
的 证 明 方法 证 明定 理 13. 

定理 13 B5 AABC 的 边 4B,4C 分别 相 切 于 B,C 的 半 内 切 圆 圆心 为 
Ta ,半径 为 mw' BL 74' 与 A ABC 的 外 接 圆 图 0 相 切 于 04. 余 类 推 , 则 

(Dm = r sk, 

(2) BL'C1' 的 中 点 是 A ABC 的 内 心 1, 且 直线 BC 与 A BIC 的 外 接 圆 要 
切 ,又 与 人 48YCY 的 内 切 阅 相 切 ; 

(3) B, CHAE T, 的 切线 相交 于 KK' , 切 点 分 别 为 M , N . 则 1) 直线 
BLN CT ,BC,AK4' 共 点 ;2) 直线 BC ,AK4 ,BCY 共 点 ;3) 直线 BC, MN， 
BC 共 点 ;4) 直线 BIM , CYN AKU 共 点 . 

此 定理 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 (参见 练习 题 3.4 中 第 12 题 ) . 

例 11 如 图 3.4.24, 全 48C AZAM RA A T, E Tg, A Te, B) 7, UJ 
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BA 的 延长 线 于 41, 圆 Tç 切 CA 的 延长 线 于 42, 设 
BA, 与 CA 相交 于 点 D, 则 三 对 直线 AB 与 T,T,, 
BC j ToTg, AC 与 TcT4 的 交点 共 线 . 

证 了 明 ”由 于 4m ,8B75,C7e 三 线 共 点 于 
A ABC 的 内 心 1 ,对 OABC 和 A TTT AARU 
格 定 理 , 即 证 得 结论 成 立 . 

例 12 ”如 图 3.4.25, 设 1 是 公 48C 的 内 心 ,过 
IEA 的 垂 线 分 别 交 边 45 ,4C FP, 8. 求证: 分别 
5 AB RACHIT P RO BJ] T 必 与 全 4BC 的 
外 接 圆 圆 0 相 切 ， 

证 明 ”延长 必 交 圆 0 于 M.B] 0 的 半径 为 有 R, 则 

R- TO = TrA- TiM 

从 而 TsO? = RR- TA TM = 
R - T'A(IM -7 ) = 
R- T'A IM + T'A ITY = 
R- T'A IM + PT? 


TLMIC = + Z0CM + Š = ZBCM +$ = LMCI 


或 第 二 篇 第 一 章 中 定理 11(1) 8k 


A PT 
MI = MC = 2R + sin = 2R gg 
从 而 T'O? = R? -2R  PT/ + PT, 2 = (R - PT, 2 


即 图 7 5 o 相 切 . 
五 . 圆 与 圆 的 位 置 关 系 申 的 一 些 问题 


对 于 任意 一 个 半径 为 的 圆 及 距离 图 心 为 4 的 点 P, 我 们 把 障 - 到 称 为 点 
忆 关 于 该 图 的 敌 . 当 己 在 圆 外 时 , 寡 取 正 值 ; 当 已 在 圆 内 时 ,每 取 负 值 ; 当 忆 在 圆 
EN, EAF. 

定理 13 AFRA OA KRFA 093 3 38 TAAA AE 
心 线 的 直线 ， 

证 明 《如 图 3.4.26, 设 点 M 到 圆 O, ME O, 的 寡 相 等 , 则 


第 三 篇 ”部署 优势 “兵力 ”~…- 善 用 基本 性 质 


MO1 - RẸ = MO} - R 
即 MO1 - MO = RŠ - R = 常数 


|M 

设 0.0, 的 中 点 为 D,MH | 0,0, F H WIB XNE 
0M? - OF = MD? _ DH? pn 

注意 到 MD? = (0M + OMP) -$010 


得 MOÌ- MO2 = 20,0, DH = RÌ - R 
2 2 
TO. 为数 . 即 点 HREN iE H MEREMERE. 

这 条 直线 称 为 两 加 的 根 轴 或 等 和 轴 . 

由 上 可 知 ,车 丙 加 同心, 则 O, 0。 = 0, 所 以 ,同心 加 的 根 轴 不 存在 ;车 po = 
0, 加 0 缩 成 一 点 0, 这 时 点 M XYI O; 323: ol. 上面 的 论述 均 成 立 ,这 时 ， 
EROI BAMSER. 

关于 根 轴 有 下 面 的 重要 结论 ， 

定理 14 (D 车 两 圆 相交 ,其 根 轴 就 是 公共 纺 所 在 的 直线 ; 

(2) AIAD AREAN AR; 

(3) ZPE, TORR T-ARAN. 

证 明 提 示 (1) 由 于 两 加 的 交点 对 于 两 图 的 等 都 基 0, 所 以 ,它们 位 于 根 册 
上 .而 根 轴 是 直线 ,所 以 , 根 轴 是 两 交点 的 连 线 ; 

(2) 自 时 的 定义 可 立即 推出， 

(3) 车 三 条 根 轴 中 有 两 条 相交 , 则 这 一 交点 对 于 三 个 加 的 竺 均 相等 ,所 以 
必 在 第 三 条 根 轴 上 . 

若 三 个 国 的 贺 心 构成 一 个 三 角形 , 则 有 一 点 且 只 有 -点 关于 这 三 个 加 的 守 
是 相等 的 (可 参见 第 二 笠 第 六 章 中 例 17). 这 三 条 根 轴 的 公共 点 称 为 这 三 个 
的 根 心 

关于 两 加 相交 有 下 面 的 重要 结论 

定理 15 ”相交 两 加 的 内 接 三 角形 (过 一 交点 的 制 线 纺 与 另 一 交点 组 成 的 
三 角形 ) 的 三 内 角 均 为 定 值 ， 

推论 ! 在 相交 两 加 中 , 凡 内 按 三 角形 者 相似 . 

推论 2 在 相交 两 加 中 , 若 内 搂 三 角形 的 一 边 与 公共 弦 生 直 , 则 男 两 边 必 
分 别 为 两 加 直径 . 

定理 16 “过 相交 (或 相 切 ) 两 图 的 交点 (或 切 点 ) 分 别 作 两 条 市 线 交 两 加 
四 点 , 则 同一 加 上 的 两 点 交 的 弦 互 相 平 行 . 


图 3.4.26 


即 DH = 


H 
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以 上 两 定理 的 证 明 只 要 注意 到 图 周 角 、 弦 切 点 定理 及 圆 内 接 四 边 形 性 质 即 


WE. (BE) 
定理 17 ”对 于 相 切 两 圆 的 切 点 三 角形 ( 公 切 点 与 一 外 公 切 线 上 的 两 切 点 
组 成 的 三 角形 ), 则 


(1) 是 以 两 圈 公 切 点 为 直角 顶点 的 直角 三 角形 ; 

(2) 其 斜 边 是 两 圆 直径 的 比例 中 项 ; 

(3) 过 两 贺 公 切 点 的 割 线 与 两 圆 的 两 交点 分 别 和 和 斜 边 两 端点 连 线 ( 即 一 外 
公 切 线 上 两 切 点 相应 的 连 线 ) TWEE; 

(4) 其 斜 边 与 连 心 线 的 交点 到 公 切 点 的 距离 是 它 到 另 两 个 切 点 ( 即 斜 边 两 
端点 ) 的 距离 的 比例 中 项 . 

证 明 提 示 。 (1) 过 公 切 点 作 切 线 即 证 ; 

(2) 设 圆 01 与 图 0, 要 切 于 4 ,外 公 切 线 上 两 切 点 为 B, C, BA, CA 的 延长 
RAIE 01, 圆 O, + D, E ME ABCE <o A CDB 即 证 ; 

(3) 略 ; 

(4) 设 直 线 010: 与 BC 相交 于 已 ,由 全 PhB 人 PCA 即 证 ， 

TER B] 0, 与 圆 0:( 相 交 、 相 切 或 林 离 ) 的 连 心 线 分 别 交 摧 圆 依次 于 点 
M,C; D, NAHR c 与 忆 重 合 ) ,一 条 外 (或 内 ) 公 切 线 4B( 切 圆 O), E o, 分 
别 于 A, B) 与 010, 所 在 直线 相交 于 P, 则 PM PN = PC PD. 

证 明 提 示 ”由 

O14 // 0,B,Z BAC + LABD = (Za0ic + Z BO; D) = 9 


AI ACL BD, 即 知 4M/ BD. H Z BAC = 人 AMC = 人 BDN 知 4,C,D,B 共 贺 ， 
有 PC- PD = PA PB, 同 样 由 人 4MN = 人 BDN = 人 PBN 得 4,M,N,B 共 圈 ， 
有 PA - PB = PM - PN BDE. 

例 13 AR 3.4,27, ÆRE AB 的 同一 侧 作 出 三 个 相 
似 的 人 PA4B, 人 4QB ,个 4BR, 再 关于 AB 的 重 直 平分 线 对 
称 地 作出 三 个 相似 全 P4B, 和 40'B, 和 45R' RIE: P,Q, 
R,P',Q',R' 在 同一 个 圆 上 . 

证 明 由 公 PAB 和 408, 有 一 PB4 = 人 4BQ, 知 


PB _ AB 
Q REPB E, Big = QB i 
H AAQB 2 AABR,# ZBAQ = 人 RAB, 知 R 点 在 4 È 


AQ L, B49 = 2 yg PB + QB = AB? = AQ AR. 图 3.4.27 


第 三 篇 _ 部 器 优势 "兵力 "一 一 盖 用 基本 性 质 


设 A PQR 的 外 接 阅 圆心 为 0, 则 A, B ATAO ESEK, MEIR AT, BS, 
连 04,0B,07,05. 

H AT? = BS? = AB2, 0T = S0 ,ll| & OAT 2 A 0BS5,# OA = 0B , ËB] 0 
关于 AB 的 中 垂 线 对 称 , 故 户 ,0',R' RERO 上 . 

例 14 ”如 图 3.4.28, 设 加 01 和 圆 0, 相 离 , 引 
它们 的 一 条 外 公 切 线 切 圆 0; 于 4, 切 贺 0, + c, 
引 它 们 的 一 条 内 公 切 线 切 加 01 T B, JE) 0, 于 
D. 求 证 : 直线 AB 和 CD 的 交点 在 两 圆 的 连 心 线 
上 


证 明 设 妇 和 CD 的 交点 为 K,AC 与 BD 的 图 3.4.28 
交点 为 E, 则 AB 上 018,CD L OE. 

X 01E 平 分 人 LAEB,02E 平 分 LCED, 则 O01E L 02E, 从 而 AB | CD. BB 
六 是 分 别 以 4C 和 BD 为 直径 的 两 圆 S 和 s, 的 交点 , 即 KAEB s, 和 圆 S, 的 根 
轴 上 . 

由 014 L 4C, 有 014 RRS 的 切线 , 则 0, AFE S, HRE 0,42. 

同 理 , 018 是 图 S, 的 切线 , 01 关于 圆 S, 的 寡 是 01 82. 由 于 014? = 0182， 
所 以 01 是 关于 圆 S, AA S, KERA. 同样 , 02 是 关于 圆 $1 AA s, 的 等 宕 点 . 
#k 010; 是 贺 S, 和 圆 S, 的 根 办, 所 以 及 在 010: 上. 
例 15 如 图 3.4.29, 圆 01 和 圆 0, 相交 于 4,B, 圆 O, 的 芒 BC 2 B) 0, 于 413 
E, 0, 的 弦 DB 26 Bj O, F FWE: (1) 2 Z DBA = Z CBA, WJ DF = CE;(2) 
车 DF = CE, 则 一 DB4 = Z CBA. 


A PuL 
G% CW 
Z= 全 
(7 名 
图 3,4.29 
证 明 (1) 由 图 3.4.29(1) 因 4,8B,E,D 四 点 共 圆 , 则 LABD = ZAED, B. 
ABC = 人 ADE, 又 人 DBA = 人 C4B, 故 人 AED = LADE, FH AD = AE. H 

本 章 定理 15 推 论 1 知 人 4DF ww A AFC, ATI A ADF 经 和 4EC, 故 DrF = CE. 

对 于 图 3.4.29(2) ,由 证 公 4DF 2 人 4EC, 得 DF = CE. 

(2) 由 DF = CE, H AADF 2 AAEC, h ZADBA = 人 CBA. 
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例 16 如 图 3.4.30, 已 知 在 凸 四 边 形 4BCD 7 xE 
中 ,直线 CD 与 以 4B 为 直径 的 圆 相 切 .求证 :直线 D 
AB 与 以 CD 为 直径 的 圆 相 切 的 充 要 条 件 是 BC / 
AD 


证 明 ”必要 性 。 兄 第 二 篇 第 三 章 中 例 17. < 

充分 性 OFI ABFE HP O WCD 
中 点 , 设 0 HAB 中 点 , 连 00' ,又 设 BC 580 3 
+ 6, 连 4C, 过 5C 作 CHEN ÇA 22 DA FH. 
BC /4AD, 故 00' // AD. H AG |. BC, 则 00' | AG.X 0',F,0,E H 
点 共 圆 ,所 以 0'FE = Z 0 0E = 人 0'CH( 其 中 人 CD 5 A 00'E 的 两 双 对 
应 边 垂直 ) 
CH5 O'F ZANM. DIM, F, C, E WRR. XA M,F, B, CAH 
B, M,F, B,C, E TAHEA. 
同 理 ,4 ,FF,E,D 四 点 共 圆 , 且 EF 为 其 公共 弦 , 连 AE, BE, 则 知 人 AEB = 
90?. 连 DF, FC, 则 由 本 章 定理 15 推论 1 知 LDFC = 90. A CD 为 直径 的 圆 
过 下 点 且 与 48 切 于 点 下 . 
例 17 如 图 3.4.31, 圆 01, 贺 0,, 圆 0, 是 两 
两 相 离 不 等 的 三 圆 ,两 两 外 公共 线 a,b XTP. m, 
n 交 于 0,c,d 交 于 上 R. 求 证 ;:P,0,R 共 直线 . 

证 明 ” 设 a,n 交 于 4,a,e 交 于 B,n,c 交 于 
C, Æ 0,0,,0,0,,0,0,, 则 它们 分 别 过 P,R,O 
点 ， 又 A01, B02,C03 分 别 为 人 BAC, 人 ABC， 
< BCA 的 平分 线 , 故 必 共 点 , 设 为 0. 

现在 看 AABC 与 人 010,03, 对 应 顶点 连 线 
401, BOs, CO, 共 点 ,由 戴 沙 烙 定理 ,对 应 边 AB 与 
0102, BC 与 0203,4C 与 0103 的 交点 P,Q, RKR. 

例 18 三 个 贺 两 两 外 切 ,求证 :三 条 内 公 绪 线 必 交 于 一 点 ,这 点 是 圆心 三 
角形 (以 三 圆 圆心 为 顶点 的 三 角形 ) 的 内 心 . 

证 明 ”如 图 3.4.32, 轴 4, 圆 3, 圆 C 两 两 外 切 , 切 点 分 别 为 己 ,0,0, 半 径 
分 别 为 ri ,rz,73, 设 A ABC 的 外 接 国 半径 为 R, 三 边 长 为 a,6,c, 则 有 

T+T = C,r2 + ra = a,ra + i = b 


以 过 B, C 两 点 的 直线 为 * 轴 ,以 圆 了 ,图 C 的 内 公 切 线 为 y 轴 建 立 直角 坐标 系 ， 


图 3.4.30 
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MD B(- ra,0), C(r3,0), P(ra(l - cos C),rs ° 
sin C). 由 图 知 切线 4 的 斜率 k = cotC, h HY 
程 为 
y — rs * sin C = cot Clx = rl — cos C)] 
$x = 0 得 五 在 7 轴 上 裁 距 
bi = rs ° sin C ~ ra * cot C(1 — cos C) = 


a? + b: 一 人 
= = 图 3.4.32 
c 
2R 
ARrurs 
(ri + ra) Cra + ra)(rs + ri) 


同 理 , 在 y MERE: 


内 公 切 线 相 交 于 一 点 ， 

设 三 切线 相交 于 I, BYE IP = IQ = 10, 则 了 是 人 4BC 三 内 角 平 分 线 交 点 ， 
即 为 A4BC 的 内 心 . 

例 19 ”如 图 3.4,33, 两 个 大 圆 圆 4, 疼 8 相等 且 
相交 ,两 个 小 贺 贺 C, 圆 p 不 等 亦 相交 且 交 于 P,Q. 
车 圆 cA D 同时 与 圆 4 内 切 又 与 加 8 外 切 . 试 证 : 
PQ 平分 线段 48. 

证 明 ”由 于 加 C, 圆 了 不 等 ,可 证 直线 PO 必 5 
AB 相交 , 设 交 于 M. BE RELI A, 
的 半径 为 a, 贺 C, 圆 D 的 半径 分 别 为 R,r(R 加 图 3.4.33 
易 得 4C = a- R,BC = a+ R,AD = a - r,BD = a+ r. 

H PM 1 CD 于 NN, 则 

MC - MD? = CN — DN? = PC - PD? = R-P © 

设 AM = x, MB = y, IA A CAB , A DAB 并 运用 斯 特 瓦尔 特定 理 (第 一 篇 

第 一 章 中 例 15) 有 

x BC + y> AC = (z + y) MC +x MB2 + y. AM2 

x+ BD? + y AD? = (ç + y)MD2 + z MB2 + ye AMP 
两 式 相 减 有 

s( BO ~ BD2) + y(AC? - AD?) = (x + y)(MC2 - MD?) 
将 名 式 代入 得 


1- 
Ts ° 


_ 4Rriroərs 
25 Cri + ra) (rz + r3) 


Ta a r AA bi = by, MER 
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z[(a + RY - (a + ry] + ([(a - R: (a - r] = (x + y)XR2 - P) 

即 Zalx -7)(R-r) = 0 

Ba = 0,R z r,B x - y = 0, 亦 即 AM = MB. 故 直线 PO 平分 线段 4B. 

练习 题 3.4 

1. 试 证 : 圆 的 内 接 四 边 形 中 正方 形 的 周 长 最 大 . 

2. 运 用 本 章 定理 1,2 证 明定 理 3 的 推论 2; 设 双 贺 n 边 形 ( 既 有 外 接 圆 又 有 
内 切 圆 的 n 边 形 ) 的 外 接 贺 和 内 切 贺 半径 分 别 为 R,r, 则 Rr sec T. 
3. 某 凸 七 边 形 内 接 于 圆 , 已 知 它 有 三 个 角 都 等 于 120*. 证 明 : 它 有 两 条 等 长 


的 边 . 
4. 求 证 : 边 数 是 奇数 的 圆 内 接 多 边 形 ,车 它 的 各 内 角 丝 相等 , 则 它 一 定 是 正 
FAF. 


5. 圆 上 任 一 点 到 圆 内 接 a(n > 4) 边 形 各 对 角 线 距离 之 积 的 二 2 次 方 ,等 
于 该 点 圣 各 边 的 距离 之 积 . 

6. 过 圆 内 接 凸 四 边 形 ABCD 的 顶点 C 在 四 边 形 外 任 作 一 直线 分 别 交 AB, 
AD WEKT E, F RUE:(1)AB - CE. DF + AD. BE + CF = BC > CD ` EF; 
(2)AE > CF - BC = AF EC CD, 

7. 试 证 : 圆 内 接 凸 中 边 形 ABCD 的 两 对 角 线 4C, BD RPA M, N 在 四 边 
AB,BC,CD, DA FEA E, P,G, 吾 所 连 成 的 平行 四 边 形 各 边 ( 所 在 直线 ) 上 的 射 
E. DAD. 

8. 设 ABCD 为 圆 外 切 梯形 , AB // CD ,E 是 对 角 线 交点 ,四 个 人 ABE, BCE， 


CDE , DAE 的 内 切 HRAMA rr rsr REE +41,4 


ry Ta ra 

9. 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 0, 对 角 线 AC 与 BD 交 于 P, 设 AABP, ABCP, 
ACDP, ADAP 的 外 心 分 别 为 01,0;,03,04. 求 证 ;0P,0103,0,04 共 点 . ( 参 
见 第 二 篇 第 六 章 中 例 10) 

10. 凸 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 0 ,对 角 线 AG 与 BD 相交 于 P, 公 ABP, 人 CDP 
的 外 接 圆 相交 于 已 和 另 一 点 0, 且 0,P, 0 两 两 重合 ,求证 :人 00P = 90. 

11. 设 16 ,rosres ra 分别 为 双 贺 四边形 4BCD 的 外 切 一 条 边 及 与 这 边 相 邻 的 
两 边 的 延长 线 的 旁 切 圆 的 半径 ,r,p 分 别 为 四 边 形 ABCD 的 内 切 圆 半径 和 半 周 
长 ,求证 : 


(rasa = r; 
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o 1 1 1 1. 


mtrirtr n+trir+tr ri 

(3) V r; + V rs + V aa + V ra = p. 

12. 试 证 明 本 章 定理 13. 

13. 试 证 :任意 四 条 不 等 长 的 线段 ,如 果 每 一 条 都 小 于 另外 三 条 之 和 , 则 它 
们 可 以 作为 内 接 于 同一 个 贺 的 三 个 不 同 的 四 边 形 的 边 ,并 且 这 三 个 四 边 形 有 相 
AKER. 

14. 设 R X A ABC WED , P 为 该 三 角形 外 接 圆 上 的 一 点 ,二 是 高 85 的 垂 
足 ,并 设 PAQB 与 PABC 都 是 平行 四 边 形 ,40 与 HR 交 于 .求证 : EX ] AP. 

15. 设 公 4BC 为 锐角 三 角形 , 且 BC > C4,0 是 它 的 外 心 ,了 是 它 的 重心 ,F 
是 高 CH REE, i F TE OF 的 垂 线 交 边 CA 于 了 .求证 :人 FHP = Z BAC. 

16. 如 时 双 圆 四边 形 各 边 平 方 的 和 等 于 四 边 形 面积 的 4 售 , 那 么 此 双 图 四 
边 形 为 正方 形 . 

也 . 设 4,b,c,d 和 8 分别 表示 双 圆 四 边 形 的 四 条 边 长 和 面积 , 则 

(1)a? + b? 4 è+ È > 4S; 

(2)a? + b? + c4 > 4S+(a-b2 alb- c)? (c - d ldo- a). 

18. 设 为 边 长 为 a 的 正方 形 ABCD Shk LEA, Wl 

(1) PA? + PB? + PC + PD? = 4a? = 2d2(d 为 圆 直 径 ); 

(2) 设 Ai, Bi, Ci, Di 98129 AB, BC, CD, DA 的 中 点 ,有 417 


PAÎ + PHY + PCL + PD = 30 = + Q 


19. [l O, 与 圆 O, 外 切 于 点 P , AB ÆA O, 和 国 O, HADR, pH 
A,B,AB 5010, 的 延长 线 交 于 C, 过 C 作 直 线 EF 分 别 交 4P, PB 的 延长 线 于 


AP _ AC ir. N 2 lpp. 
E, F, Hig = AKE -求证 :(1)AC L EF; (Q) FO = y FB FP. 


20. A 0, 与 圆 02 外 切 于 点 P, AB 为 外 公 切 线 , 切 点 为 4,8, 过 PP 的 内 公 切 
RX AB FM, ER MO! XA 0, T C,D, 直 线 MO, ZM 0, 于 E, F. RE: 
(DMD | MF;(2)A EMC o A DMF. 

21. FEER 0, 与 圆 0, 相交 于 4,8B, 两 动 点 Qu, Q; 各 以 匀速 自 点 4 出 发 
在 不 辣 的 圆周 上 依 同 向 移动 .这 两 圆 可 经 移动 一 周 后 同时 返回 到 点 4. 求 证 :过 
点 4 BERR DRA M, N 分 别 与 对 应 的 点 01, Q 的 连 线 Q IM, 
QON 互相 平行 . (可 参见 练习 题 2.3 第 9 题 ) 

22. 在 锐角 & ABC 中 ,以 AB 为 直径 的 圆 与 48 边 的 高 线 CC' 及 其 延长 线 交 
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FM, N,V AC 为 直径 的 圆 与 4C 边 的 高 线 BB' 及 其 延长 线 交 于 PC. 求 证 :M， 
N,P,Q RA. (可 参见 第 二 篇 第 七 章 中 例 6) 

23.12 D, E A ABC 中 4B,46 上 的 点 ,求证 :以 BE WCD 为 直径 的 两 圆 的 
根 轴 必 通过 A ABC Ed H. 

24. E OABC 的 边 BC 上 任 取 一 点 4 ,线段 48 的 中 垂 线 交 4B8 于 点 到 ,线段 
A'C 的 中 垂 线 交 4C FAN RE A A 关于 直线 MN 的 对 称 点 在 A ABC 的 外 接 
圆 上 . 

25. BA A, B 为 平面 上 两 个 半径 不 相等 的 调 O, 和 圆 0, 的 交点 ,外 公 切 线 P， 
P, BIRA Pi, P, AMAIR Qi Q; 的 切 点 为 01, 02, 直 线 010, 交 圆 O, + C, 
NXM 0, F D, N, HR AB % P, P, T T,X Q Q, F SREI? = PiP} + 
AB’; (2) CP, L DP, F B;(3)P IN, | PM F K; (AK, ,A, B 四 点 共 线 ;(5)Pi, Pos 
Ni, N 四 点 共 圆 . 


站 “下 月 人 能 像 隘 几 时 得 那样 给 出 如 此 容易 而 又 自然 的 几何 结果 福 “ 
| 好 ,而 且 每 个 结果 者 是 永 真 的 | 
L TEER De Morean, A.) | 
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第 五 章 。 关联 正 多 边 形 的 问题 


我 们 把 由 两 个 或 两 个 以 上 的 正 多 边 形 组 合 在 一 起 ( 共 某 顶点 或 均 不 共 顶 
点 ) 的 问题 称 为 关联 正 多 边 形 的 问题 . 正 多 边 形 是 一 类 完美 的 图 形 ,图 中 有 许 


多 相等 的 量 ,图 形 既 具 中 心 对 称 性 又 具 轴 对 称 性 .平面 几何 中 


很 多 著名 的 问题 ， 


由 于 正 多 边 形 的 参与 而 显得 十 分 美妙 有 趣 . 例如 莫 菜 定理 , 爱 可 尔 斯 定理 , 拿 破 
仓 定理 等 等 . 正 多 边 形 的 组 合 是 一 类 极为 重要 的 图 形 ,其 中 的 一 些 奇妙 的 数量 、 


位 置 关系 激发 我 们 去 探索 几何 的 奥秘 . 


一 关联 的 正三 角形 


爱 可 尔 斯 (Echols) 定理 1 Æ AAB C fll A A, B, C; 都 是 正三 角形 , 则 线 


B 4142, B. B,, Ci C, 的 中 点 也 构成 正三 角形 . 

证 明 ”如 图 3,5.1, 设 正人 418B1C1 的 边 长 为 a， 
正 全 4BsCz 的 边 长 为 86,4142,B1B2, C1Cs 的 中 点 分 
别 为 D,E, F, 延长 4181 与 AB, ZFM, AG 与 
A, G; ZF N. 

H LMAN = LMAN = 6 SR A1 M, N, A, Il 
点 共 圆 .从 而 ZM = ZN = a, 在 四 边 形 4181B,4 
和 四 边 形 A Ci C;A 中 ,由 本 篇 第 三 章 中 凸 四 边 形 中 
定理 12 得 


DE = DF = T V aY b4 ab + eos a 
同 理 , DE = EF, 故 A DEF 为 正三 角形 ， 


图 3.5.1 


爱 可 尔 斯 定理 2 # 人 4iBiCbA4dzpaCz,A4sB3C; 都 是 正三 角形 , HI 
AAA2A3, A Bi B;Bs,A C) C; Cy 的 重心 Gi, G;, 63 也 构成 正三 角形 ， 

证 明 ”如 图 3.5.2, 设 AA, BiB, CiCa PRGIN D,E, F MHR 
尔 斯 定理 1 ADEF 为 正三 角形 , 由 于 G.G, G 分 别 为 人 414243， 


AB, B,B3, A CI C, Cs 的 重心 , 则 
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AG BC GG > A 


GD ` @E ` GF ` 
kas EFCs Bs 中 ,由 本 篇 第 三 章 中 定理 12, 有 N AX ü 
4 


@G = ain” (am) + (bn)? + 2ambn + cos a 
K EA 
WT = 2, 于 是 可 得 GG = 00 = GG, 即 gE, 


全 G16263 为 正三 角形 . 
拿破仑 (Napoleon) EE ”以 人 4BC 各 边 为 边 分 别 图 3.5.2 

向 外 侧 作 等 边 三 角形 A B4'C,A4CB' , ABAC , 则 它们 的 中 心 01, 0,, 03 构成 

一 个 等 边 三 角形 (此 正三 角形 称 为 拿破仑 三 角形 ). 
证 法 1 如 图 3.5.3, 对 正 ABAC, ABAC, 

AACR 应 用 爱 可 尔 斯 定理 2, 即 有 公 010,0; 为 正 

三 角形 ， 

证 法 2 H AABB 绕 点 4 沿 顺 时 针 方向 转 
60P, 则 B' 与 C 重 合 ,B 5 CO 重合 , 故 B8' = CC. 
同 理 ,44' = BB', 故 A4' = BB' = CC. 

W AABC 三 边 长 分 别 为 a,8,c, 则 OB = 


3 3 BO. BC 

Ba,0s8 = Ge, igo = = BC È 8353 

Z 0,B0, = Z C'BC Nl A 0,B0, to A C'BC, ma, 3 EG = 
0203 _ 5 

BB 7 3' 


Ë 0,0, = 0,0, = 0301, 即 A0,0,0,; 为 正三 角形 . 

证 法 3 BIE ABC 与 人 4B'C 的 外 接 圆 交 于 4, 玉 两 点 , 连 F4, FB, FC. 
由 LAFB + ZC = ZAFC + ZB' = 18p,AB = ZC = 60, 和 LAFB = 
ZAFC = 120, 从 而 人 BFC = 120, tk F EE A A'BC 的 外 接 圆 上 ,因此 有 
030, L FB,0,0s | FA, 则 L01030, = 180 - Z AFB = 60. 

FJEE, Z0;0,0; = 030:0, = 多 , 即 证 .( 注 :此 处 点 下 即 为 费 马 点 ) 

定理 1 以 三 角形 各 边 为 边 向 内 侧 作 等 边 三 角形 , 则 它们 的 中 心 构成 等 边 
三 角形 (此 正三 角形 常 称 为 内 拿破仑 三 角形 ). 

此 定理 也 可 仿 前 面 的 拿破仑 定理 的 几 种 证 法 而 证 , 下面 给 出 它 的 一 个 另 
证 ,由 此 还 得 到 一 个 推论 . 


第 三 篇 、 部署 优 势 "兵力 "一 一 营 用 基本 性 质 


证 明 ”如 图 3.5.3, 在 全 B010; 中 


4 
2. lo la 2 
005 = + + ga- 9 ae ° cos( B + 6) O 
如 图 3.5.4, A ABC ,ABC4' ,A CAB' 分 别 为 以 <! c 


AABC 各 边 为 边 向 内 侧 作 的 正三 角形 , NNi, N 分 Pa 
别 为 其 中 心 .在 全 BNiNs 中 ,因为 M, Ns 5 01,034 应 
别 关 于 BC, AB 对 称 ,所 以 有 c 

MM = Fada- Sac cosl B ~ 6P) @ 图 3.5.4 
四 -四 得 0105- MM = A= 'sin B = Sau 
同 理 0,01- N.N) = 0,01 MMB = fsm 


由 010, = 0203 = 030,,® NiNa = NaN; = Ns 和 i, 由 此 即 证 . 

推论 ”任意 三 角形 的 外 拿破仑 三 角形 与 内 拿破仑 三 角形 的 面积 之 差 等 于 
原 三 角形 的 面积 ,并 且 内 、 外 拿 夏 仓 三 角形 有 同一 中 心 . 

定理 2 若 信 48C 与 全 4B1 Cl 都 是 正三 角形 ,4 是 公共 顶点 ,M ,RN 分 别 为 
BiB, CC 的 中 点 , 则 

(DA4MN 为 正三 角形 ; 

(2)B1B = CiC,BB 与 CC 成 60 f. 

证 明 (1) 由 爱 可 尔 斯 定理 1 即 证 ; 8 


(2) 如 图 3.5.5, 把 A AB, B 绕 点 4 道 时 针 方向 施 Ñ 
转 60 就 与 A AC, C 重合 ,由 此 即 证 . 
推论 ”车 全 4BC 与 人 AMN 均 为 正三 角形 ,延长 Bi 


c A 

BM 至 Bi 使 MB! = BM 3E% CN ÆC {Ë NO. = CN, 
则 AAB, C, 为 正三 角形 . 

定理 3 [A ABC 各 边 为 边 分 别 向 外 侧 和 内 侧 作 等 边 三 角形 ABAC, 
A AGB' , ABAC Ñ ABCA" ,和 4BC, 和 4BC" ,其 中 心 分 别 为 01, 0;, 03 和 N., 
Na, Ns. 3R1E: 

(1)44' = BB' = CC' , 且 两 丽 相 交 成 60? 角 , 44', BB', CC 共 点 

(2)4'0 B'02, C'0; 共 点 ; 

(3)401, B80,, CO; 共 点 ; 

(4) AN1, BN2，CN3 共 点 . 


图 3.5.5 
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证 明 ”如 图 3.5.6. 

(1) 由 拿破仑 定理 的 证 法 2 与 3 即 可 证 ， 
或 由 定理 2 知 44' = BB' = CC' , 且 两 两 相 
交 成 60p; 由 第 二 篇 第 六 章 中 例 16 即 知 44' , 
BB' ,CC' 相交 于 一 点 ; 

(2) 显然 ,4'01,8'0,,C'03 AAF 
A ABC 的 外 心 ; 

(3) AO), B0;, CO, 与 人 4BC 各 边 相 
ZF X,Y,Z, 


BX _ Saso, ce sin( B + 30) 


XC 7 Saco, ~ b+ sin(C +30) 
NFEE AE 有 关 似 的 表达 式 ,再 由 密 丽 定理 的 逆 定 再 即 证 . 
(4) 类 似 (3) BRE). 


例 1 如 图 3.5.7, 人 40B,AC0D, 和 EDP 均 
为 正三 角形 , 01, 02, 03 分 别 是 BC, DE, FA 的 中 
点 .求证 : 公 0,0,0; 为 正三 角形 . 

证 法 1 取 CD 中 点 P,48 中 点 R， AD FAQ,- 
则 由 定理 2 知 QRO1P HAW, H A 0, P0 为 正三 
角形 , 故 O P = 0,Q,ZP0,Q = 6.X 0,P Z 


+Ec,00, £ 二 DF, 又 由 定理 2 知 0,P = 005,3% 
所 夹 锐角 也 为 60?. 再 由 爱 可 尔 斯 定理 1 即 证 . 
证 法 2 以 0 为 原点 ,建立 复 平面 , 设 4,B,…, 下 及 0i,0:, 0 对 应 的 复数 
分 别 用 a4, ag，…,ar Æ bi, baba IRM ap = o ' e3,ap = ac’ e3, ap = 
ag "3, 从 而 由 bi = (oy + ac),b, = 
-Flap +ap), = 二 (or + a) ERS 


f eE A = 时, 由 此 即 证 

例 2 如 图 3.5.8, 人 48C,ACDE， 
AEFG 均 为 正三 角形 ,0,0:,0; 分 别 是 
4D,DP,B6 的 中 点 . 求证 ;全 010203 是 正 
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三 角形 . 

证 明 HR 4 中 点 P, 取 CF 中 点 0, 由 爱 可 尔 斯 定理 1 知 公 03QP 为 正三 
角形 .又 OP Z TpE,0:0 4 4pc,ik OP = 020. 且 所 夹 锐角 为 60 , E 
A 0,00, 绕 点 0s 道 时 针 方 向 旋转 60 后 与 全 03PO; 重合 ,由 此 即 证 入 0:0203 
为 正三 角形 . 

注 ; 类 似 于 例 1 也 可 用 复数 法 证 明 . 

例 3 如 图 3.5.9, 人 4BC, 人 CDE, 人 EFG， pa 1 
ADHI 均 为 正三 角形 , 01 02,03 93E AH, BF, VAN 
IG 的 中 点 .求证 ;全 010,0s 是 正三 角形 . A7 
证 法 1 到 CF 中 点 P, 取 CH 中 点 8, 则 由 例 4 fy 
2 结论 知 A POO, 为 正三 角形 . 搂 下 去 类 人 于 例 2， N AN 
# A 0.00; 绕 点 0, 逆 时 针 方向 旋转 60 后 与 全 一 一 一 ~ 
A0,P0, 重合 即 可 证 . 

证 法 2 ”注意 到 复 平 面 上 三 点 Zi, Z Zs 对 
应 的 复数 为 a,b,c hf, AZ Z,Z, 为 正三 角形 的 充 要 条 件 是 a + bo + ow? = 
RF oHe = 1 的 虚 根 ,参见 第 一 篇 第 十 章 中 结论 (10)). 设 大 写字 母 点 对 应 
的 复数 为 小 写字 母 , 则 


Ü) + O2% + Ow? = Ha +h) +G + fjw + 二 (8 + ÜQ? = 


图 3.5.9 


Hla + bo) + (f + gu)w + G + ho)w?] = 
LL- e + (= eb) + (— da?) = 


-Fae + eo + da?) = 0 

由 此 即 证 . 

例 4 如 图 3.5.10, 公 4BC, 公 CDE 均 A 
为 正三 角形 ,M,N 分 别 是 8BD,AE 的 中 点 ,0 
Æ A ABC 的 中 心 .求证 :人 OME V A 0ND. ER 

思路 此 例 在 是 利用 位 似 旋 转 证 的 ， — P 
即 取 BC, AC 的 中 点 P,0. 将 入 OPK BR O É 
按 逆 时针 方 向 旋转 60? ,然后 再 作 以 中 心 为 
0 且 系 数 为 2 的 位 似 变换 , 则 它 变 为 
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AOCE, Jl Z EOM = 6, EO = 2M0. JEE, H A OQN 2 0 顺 时 针 旋 62 ,再 作 
位 似 变换 成 人 OCN, 也 有 NOD = 60, DO = 2NO. 由 此 即 证 ， 
将 上 述 思路 运用 复数 法 又 可 得 它 的 另 一 种 证 法 , 留 给 读者 作为 练习 . 


二 .关联 的 正方 形 
定理 4 车 两 正方 形 418B1C1D 和 和 42BsC2D; 对 应 顶点 的 连 线 4142, B B>, 
CC, DD, ERRE, p, g, H RESE _ BF CG _ DH _ 


m 
EA, ™ FB, ` GC, ` HD, n , 则 下边 
形 EFGH 为 正方 形 . 


此 定理 可 看 做 爱 氏 定理 的 推广 , 且 为 练习 题 3.5 中 第 14 题 的 特殊 情形 .证 


W. 


定理 5 ”两 正方 形 AEDB,ACFG 共 顶 点 4, 则 

(1)BG = CBE, 且 B6 L CE; Saang = Saagi 

(2) Æ BG 5 CE 交 于 K, 则 AK 平分 人 EKC; 

(3) BG,CE,DF 共 点 于 K, 且 AK |, DF; 

(4) 设 AEDB ,4CFC 的 中 心 分 别 为 01, 02, 则 O: O; 垂直 平分 AK; 

(5) 四边形 EBCÇ 的 四 边 中 点 为 一 正方 形 的 顶点 ,四 边 形 EBCG 对 边 的 平 
方 和 相等 ;特别 是 , 若 放 为 BC 的 中 点 ,NN 为 EG 的 中 点 , 则 全 01NOsy 和 公 O01MO2 
均 为 等 腰 直 角 三 角形 , M,N 分 别 为 直角 顶点 ; 

(@4N = + BC JEK NA ZEBO FH,J AH L BC; 

(7)AH, CD, BF 三 线 共 点 ; 

(8) 取 DF 的 中 点 T, 则 公 ETC, 公 BTC 均 为 等 腰 直 角 三 角形 ;T 到 BC 的 距 
离 是 BC 的 一 半 ; 

(9) 四 边 形 TMAN 是 平行 四 边 形 ; 

(10) 延长 HA 到 5, 使 45 = BC, 过 4 作 EG HER, AR = EG(R # BC 
下 方 ), 则 DRFS 是 正方 形 . 

证 明 ”如 图 3.5.11. 

(1) H SAEC BER A 逆 时 针 旋 转 90p 后 变 为 全 4BC, 即 证 前 面 两 结论 ;后 一 
结论 由 面积 公式 即 证 ; 
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(2) H A ABG 2 A AFC ,# HE BG, EC 
上 的 高 相等 ,所 以 AK 平分 /人 BEKG( 或 由 4, 天 ， 
C, G 共 圆 证 ); 

(3) 设 BG 与 CE 相交 于 K, 连 DK,KF. H 
ZACK = ZACK 知 4,K,C,G E, 从 而 
LAKG = LACG = 45. X BG | CE, M) 
ZAKC = 135,0 ZAKG = 45°, Ji] K, C, F.A 
共 圆 , 故 Z AKF = ZACF = 90. 同 理 人 4KD = 
90P. 故 BG, CE, DF SFK, H AK L DF; 

(4) 由 AK ÆEAKCFG +} E] KAEDB 的 公共 
FARDE; 

(5) 由 前 述 定理 4 及 本 简 第 三 章 中 定理 15(1) 即 证 ; 

(6) EK AN ES ,使 NS = AN, 则 5S'C = AE = 48, 故 人 8'64 2 ABAC, 
即 有 S'A = BC, 从 而 AN = + BCi i LNAG = 人 4CH, 有 

LHCA+ LHAC = LNAG + Z HAC = 9% 
故 ZAHC = 90, 即 AH | BC; 

(7) 连 $B,S'C, 由 全 $4C 组 人 BCF, 有 LACS’ = LCFB = % - 
SGF( 或 由 两 相似 三 角形 两 对 边 对 应 垂直 , 则 第 三 双 对 边 也 对 应 垂直 证 ) , 故 425 
BF 上 SC. 同 理 , CD | 3B8, 从 而 AH, CD, BF RAF A S'BC 的 重心 . 


(8) B TO, = T AD = OE, TO, = +AF = 0,G,X. 40,70, 343 838 
形 , 则 人 O01DT 名 A0,TB, ikt TE = TG, H Z0 ET = Z0,;TB,Z0,TE = 


< 0BT. H 


Z0,T0, + TOA = 180 
及 LCTO, + Z T0;A + Z TG0, = LCTO, + Z T0,À + LOTE = NF 
两 式 相 减 得 人 ETC = 90?, 故 A ETG 32281 H f =s) ; 
同 理 可 证 ABT 5588 fa = faj; 
设 D,7T,F 在 直线 BC 上 的 射影 分 别 为 D',T ,FP , 则 
Tr = EDD + FP') 


X Ek RABDD 2 RAABH,RACFF S RAACH, W DD = BH, 


FF' = CH. X BH + HC = DD' + FF', 故 Tr = pc, 


2 
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(9) 由 Rt 人 BDD' 2 RA ABH MID'B = 4, 同 理 严 C = AH, BIA BC 的 中 
点 M je D'F' 的 中 点 7 , 即 MM 与 7 重合 ,由 此 即 知 NA = Tc, TM = 二 Bc 
HB NA L BC,TM | BC. 从 而 M = TM,NA // TM, 故 TMAN 为 平行 四 边 形 . 

(10) 上 证 AGSE , ABRC 均 为 平行 四 边 形 , 于 是 知 ECFS, EDRC 均 为 平行 四 
边 形 , DBGS , BRFG 也 均 为 平行 四 边 形 . 由 (1) 知 BG = EC HBC 1 EC, 8 
DRFS 为 正方 形 . 

定理 6 ”三 个 正方 形 ADEB, BFGC, CHIA HE A ABC 外 侧 ,其 中 心 分 别 为 
01, 02, 05. 

(1) AGN BH = J, CD 0 BI = K,AF (Y CE = L, W A, K, 0,;B,L, 03; 
C, J, 0 分 别 共 线 , 且 此 三 线 共 点 ; 

(2) H AF N BH = P1, BH N CF = Q1, CD N AF = R,,AG f CE = P,, 
BI f) AG = Q2, CE N BI = Ra, I AP, Q R, 2 A P,Q)Ë. 

证 明 ”如 图 3.5.12. 只 

(1 证 法 1 É P,Q 分 别 为 r FBEP, 
已 EC6Q 的 顶点 , 连 PB, AP, CQ, AQ, X} A APB 
和 公 Q4C 运用 定理 5(6), 知 PB ŽAL i 
AP ZIB. 同 理 AQ DC. 再 由 定理 5(1), 知 AP 
= AQ BAP LAQ. 

iË PO, 则 AAPO 为 等 腰 直 角 三 角形 . 

Xh F ADPF 2 A CAB 2 人 GQC, 推 知 
BPGQ 为 平行 四 边 形 , 推 知 0, 在 PQ 上 且 为 其 中 
点 , 故 AO, | PQ. 

连 表 ,4E,48, 则 014,03 分 别 在 4E,AH 上 , 目 0,0, // EH. 3 EP Z HQ, 
知 EH /PQ, 故 AO, | 0103,40, L EH. 

又 由 定理 5(3) 知 4K | EH, A, K, 0 ZARS, EERS 010; EË. 

AE, B, L, 0, 共 线 且 此 线 与 010; 垂直 ; C, J, 01 共 线 且 此 线 与 0203 s 
直 . 故 此 三 线 共 点 于 A0 0:0; WED. 

证 法 2 H AABI S AADC = LDKB = 180p -ZABI - ZBMK = 
180° - ZADC - ZAMD = 9,4 A, K, C,H, 1340,4% ZAKI = 45°. AH B, 
0O, C, KREA, l Z O,KC = 45,4 A, K, 0, 共 线 .网 理 其 他 两 组 点 共 线 . 
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H AO, N BC = 5, B03 站 AC = T, CO, N AB = R, 则 

BS _ Saam, AB: BO sin(B+45) AB. sin(B +45) 

SC ` Sasco, 和 CO, ' sin( Ç + 45°) 7 AC™ sin( C + 45°) 
mm CT _ BC - sin(C + 45) AR _ AC - sin(A + 45°) 

TA 7 AB sin(A + 45) RB " BC sin(B + 45) 

再 由 塞 瓦 定理 之 道 定 理 知 此 三 直线 共 点 . 
证 法 3 由 peL BAD | BIH ZCA = ZCKI = 9,30 C, 
,A,1 共 圆 , 则 人 AKI = ZACI = 45°. ZBKC = Z B0,C = 90 $B, 0}, C, 
天 共 圆 , 则 人 BKOs = ZBCO, = 45°. B) ZAKI = Z BK0, = 45 k A, K, 0, 3k 


z] 


理 可 证 其 他 两 组 点 共 线 . 
最 6 
As, 5: SAAS S) S(B,45° 43 SAAS) 
X 0, SCB,45 42) c 2 > 03,h (B45 D y ~ 01, 则 


S(B,45°/2) + s(a, 2) 


40; 0103, 帮 A0, L 0103. CFW) 

证 法 4 HOB,L,A,E kB), C, J.A, HRE, A 

BLC = 180 - Z ELB = 180 - Z EAB = 180 ~ 45° = 
180P - Z CAH = 18? - ZCJH = Z BJC 

从 而 B,C,J,L DARA. 

Æ, C, J,K, AA, K, L, B SIMAHE. 

而 BL, CJ, AK $) BLJC , Ë] BLKA, El CJKA AJRI , 故 由 本 篇 第 四 
章 定理 14(3) 知 这 三 线 共 点 ， 

(2) 由 (1) 知 AK, BL, CJ AT O. H BI | DC, 知 4,K,C,7 HARE, 
ZAKI = 45, Z R,K0 = 45, 

ERE, LR:L0 = 45 ,WJ RLO = 43, 从 而 R2, L, O, K 30. AE R, 
L, K, R 共 圆 , 故 K,O, L,R, R, 五 点 共 圆 . 

由 RaRIO = 人 PKO = 45 = LRILO = Z R.R,0 9 AR OR, 为 等 腰 
直角 三 角形 . 

ERE, AQ OQ 也 为 等 腰 直 角 三 角形 , 从 而 人 R1001 2 A R,0Q,, ME 
RiQ! = 02. 同 理 PiQ1 = PsQ, R P, = R, P>. K AP,Q R 2 A P,Qk. 

定理 7 ”四 个 正方 形 B4FE, CBHC, JIDC , DLKA EJE VIRE ABCD ShA}. 
如 图 3.5.13. 
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(D 设 0,.0,,0,, 04 依 次 为 上 述 各 正方 
形 中 心 , 则 0103 和 0,0, 相互 垂直 上 且 相等 ; 

(2) 设 A.B CD 分 别 为 0102, 
0203, 0304, 040, 的 中 点 , 则 A, Bi CiD, AE 
方形 ; 
(3) 当 4C 上 有 D 时 ,将 四 条 直线 CL, DF, 
AH, BJ 的 交点 分 别 记 为 P, Qu, RR1, 51, 将 四 
条 直线 41, BK, CE, DG 的 交点 分 别 记 为 书 ， 
Qas Ras 52, 则 四 边 形 PiQi R S1 与 P,Q;R,S; 
全 等 . 


证 明 (1) 设 BD 中 点 为 0, 则 00 Z + BJ,00, £ 去 GD. 由 定理 5(C1) 有 
GD ABJ 垂直 且 相等 , 则 00, 和 00, 也 垂直 相等 . 同 理 00, 和 00, 垂直 相等 ， 
注意 到 人 01030 和 入 04020 WE; 

(2) 由 (1) RRE. (88) 

(3) 注意 到 分 别 以 AC 和 BD 为 对 角 线 的 两 个 正方 形 是 同位 相似 的 , 则 对 应 
顶点 连 线 共 点 于 AC 与 BD 的 交点 P. 

叉 可 证 了 到 DF, BK 的 距离 相等 , 且 DF 与 BK EHHH, 2h 4 逆 时 针 
HETE OOP TPH DF 变 为 BK. 同 理 分 别 将 AH, BJ , CL ZEX CE ,DG,41, 因 此 四 边 形 
P QRS 变 为 P,Q02R,3,, 即 可 证 结论 为 真 ， 

注 : 定 理 中 条 件 ABCD 为 西 四 边 形变 为 凹 四 边 形 ,结论 (1), (2) 也 成 立 , 特 
别 当 ABCD 为 一 般 平行 四 边 形 时 ,可 得 0,0,0,0, 为 正方 形 . 

例 5 如 图 3,5.14, 以 A4BC 的 4B , AC 边 为 边 Á 
在 其 外 侧 作 正方 形 BAED , ACFG; DC 5 AB ZF P, 

BF 与 4C ZTF Q. # AP = AQ, N| 4B = ACR < 
A: 


Z BAC = 90. 


图 3.5.13 


Z 
证 明 连 4D,4F, 记 人 BAC = e. H Saa = š € 
SAipp + Saare A W 3.5.14 


FAD ° AC > sin(45° + a) = EAD + AP .sin + AP + AC + sin a 


, 2AB + AC - sin(45° + a) 
所 以 AP = IB + AC -sin a 
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me 40 Cai 
X. AP = AQ,JI| AB + AC + sin a = AC + AB + sin a, BË (AB - AC)(1 -~ 
sina) = 0,ËK AB = AC È Z BAC = 90. 
例 6 如 图 3.5.15, 过 锐角 A ABC 
的 顶点 4 fE BC 边 上 的 高 4M, 反 向 延长 
AM Š H, AH = BC, 作 CD | BH, 取 
CD = BH, CD XAM 于 0, 连结 并 延长 pop 4 
BO 到 下 ,使 BF = HC, 求 证 :HD = HF. 
证 明 ”分 别 以 AB, AC 为 边 向 外 作 
正方 形 4BD'E,4CF'G, 则 由 定理 5(7) 知 
D 与 D, F 与 分 别 重合 . 
HE A BAF Ñ A DAC 中 分 别 用 余弦 定理 求 BF? 与 DC2 ,两 式 相 减 有 
BA? + BF? = CA? + CD? © 
X CD | BH,BF | HC,# 
BC + HD? = BD? + CH ®© 
@ 


图 3.5.15 


BC + HF? = CF? + BR 
由 从 ,@,@ 并 注意 BD = AB,CF = AC, BH = CD, BF = HC, 得 HD? 


HF? $ HD = HF. 429 
例 7 如 图 3.5.16, 三 个 正方 形 ABCD, x 
DEFC, FHIK 共 顶点 D,F, 又 P 为 4K 中 点 , 求 Ai 


1 ⁄ ` 


Í 
⁄ 1! ` 
证 :PE | CH,B PE = r CH. < a 

Cc 


NK 
2 
证 明 Æ GH, CC, EK,AE, EK AE Z ob y L 
CH FM, 3K EP 至 N, 使 PN = EP.}Ẹ AN, P AA 
KN, 则 EKNA 为 平行 四 边 形 . M H 


由 定理 5(1) 知 ,48 = CG HAE LCC, 
EK = GH HEK | CH.XANKES LAAEKE 
补 , 则 


图 3.5.16 


CGH = 9F - Z DGC + Z FGH = 9 - LDEA + Z FEK = 
90 - (Z DEA ~ Z FEK) = 9% - (LAEK - %P) 
即 知 < CGH 5 AEK 互补 ,从 而 可 证 人 NKE 2 A CGH.Ëk NE = CH, 即 PE = 
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Len. 


2 

延长 AE Z CH FM, ZAEN = Z GCN, X. Z GCM 与 人 BENMHC 互 余 ,从 而 
可 证 PE 5 CH i 90 角 , 即 PE | CH. 

注 : 此 例 中 若 取 CH 的 中 点 8, 则 有 86 1 AK, B Q6 = 

例 8 如 图 3.5.17, 三 个 正方 形 ABCD, 
DEFC , FHIK HDA D, F, X E X CH 的 中 点 , 求 
证 :DF = AK. 

证 明 EAG, CK, RETER M,N, E 
DM 并 延长 至 8 使 MS = DM ,过 FN 并 延长 至 R 使 
NR = FN, 则 由 定理 5(6) 推 知 DENM 为 平行 四 边 
形 ,而 MN 39 A GAK 的 中 位 线 , 吉 DF = + AK. 
例 9 ”如 图 3.5.18, 以 会 RPT 的 边 为 对 角 线 作 
三 个 正方 形 APQR, PBTV, TCRS ,其 中 心 分 别 为 04， 
0s,06. 设 BC, CA, AB 的 中 点 分 别 为 X,Y,Z. 求 证 : 
04X,0s 了 ,062 三 线 共 点 ， 

WEBA 3# A04, A05, 0405, COs, CO5, 0;06, 则 
7 
0405 = BRT = 06C, ZA0,0s = 9P + Z PRT = 
< 0s0sC, ñ A A0,0, 2 A.0,C0,. FÆ 40; = 
05C, 故 0sY SE B3F4FAC. 

同 理 , 04X 垂直 平分 BC, 062 垂直 平分 
48. 故 O04X,0;Y, 062 三 线 共 点 于 人 4BC 的 外 
心 


在 全 40;04 和 人 0;COs 中 ,A404 = > PR = 0506， 


例 10 ”如 图 3.5.19, 以 全 PTR 的 边 为 对 角 
线 , 作 三 个 正方 形 PBTV, TCRS, QRAP , 又 以 
OABC 的 边 为 边 向 外 侧 作 三 个 正方 形 ADEB, 
BFCC, CHIA; 设 BH f) CE = M,CDN AC = 
N,AF N BI = 0. 求 证 :4,M,T;B,N,R;C， 
0,P 分 别 三 点 共 线 ,有 目 这 三 条 直线 共 点 . 
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思路 ”由 于 C,B,4 可 看 做 以 AP7R 的 边 为 边 向 外 侧 作 的 三 个 正方 形 的 
中 心 ,相当 于 定理 6 的 图 3.5.12 中 的 01, 0;,03, 这 里 的 了 相当 于 图 3.5.12 中 
的 点 4, 故 由 定理 6(1) 证 法 1 中 的 推导 知 , TA 上 BC. 

又 由 定理 5(7) 中 证 明知 AM 上 8C. 由 此 即 知 4 ,型 ,了 三 点 共 线 . 


同 理 ,8,N,R;C,0,P 也 分 别 三 点 共 线 ， 


由 上 述 证 明 过 程 即 知 这 三 条 直线 共 点 于 AABE 的 垂 心 . 
例 11 ”如 图 3.5.20, 以 西 四 边 形 83CD 的 边 A 8 
QS 为 对 角 线 作 正方 形 ORSP ,以 边 SC, CD, DO 为 
边 向 外 侧 作 正 方形 SGHC,DCAB,EQDF, Ë. p tel 
PR 2 LADRE: E, R, G SARER, B RH T] 
EC 的 中 点 . O 
WA ” 取 PD 中 点 N,PC 中 点 MM, 则 MN £ E RI © 
L Dc. i£ QN, MIEKIN = QN, MK = SM, 图 3,5,20 


由 PR Ú + BC, 50 QSMN 为 平行 四 边 形 . 


再 由 定理 5(6) 知 70 = ER, B LQ L ER, KS = RG, KS | RG. LQ = KS, 
故 命题 结论 获 证 ， 


练习 题 3.5 


1.A4BC 中 ,LO = 9, ZA = 0, 分 别 以 48,4C 为 边 在 A ABC 的 外 侧 
fE1E AABE 与 人 4CD,DE 与 4B 交 于 F. 求 证 :EF = FD. 

2. A ABC 三 条 中 线 为 4D ,BE, CF, 重心 为 G6. 人 DCL, 作 FGM 为 正三 角形 ， 
N H BG 中 点 .求证 :全 LMN 为 正三 角形 . 

3. 以 等 边 人 4BC 的 BC 边 上 的 高 4D 为 一 边 作 正 A ADE 36 AC FN, EE 
全 4DE 的 4D 边 上 的 高 大 为 一 边 作 正人 HGE 交 AN 于 MM, 交 DC 于 F, 交 DE 于 
JE: (1) 点 CEW CE 上 ;(2) 点 M, NKI OADE 与 人 HCE 的 重心 ; 
(3)SArFçc : Sanc : Saane : Saase : Sag = 1 ; 9 : 12: 16 : 24. 

4. 全 4BC, 公 DEA 均 为 正三 角形 , 记 , C,H 分 别 为 4D, BE, ACRA, RE: 


AFGH 为 ] 


E 三 角形 . 


5, 公 4BC, 人 CDE , A EHK 均 为 正三 角形 , 且 D XAK MTA, ABHD 是 


正三 角形 . 


BrE 关联 正 多 边 形 的 问题 


平面 几何 证 明 方法 全 书 


6. 全 4BC, 人 4DE, 公 BDF 均 为 正三 角形 , 且 公 4DE, 公 DBF 在 人 4DB 的 内 
侧 , 则 CD 与 EF 互相 平分 . 

7. 在 公 4B8C 外 侧 以 各 边 长 作 正 ABDC, ACEA, AAFB, XIE ADRE, 
全 EPF, 公 FO0D, 则 P,4,D;F,C,R;E,B,0 分 别 共 直线 且 4,C,B 分 别 是 PD， 
FR, EQ 的 中 点 ， 

8. 在 凸 四 边 形 ABCD 外 侧 作 正 A pAE, A CCD ,在 其 内 出 作 正 A pCF, 
全 AHD. 则 (1) EFCH 是 平行 四 边 形 ;(2) HG = AC. 

9. # A ABC 外侧 以 各 边 为 边 长 作 正 公 CB41, 公 ACB1, 人 B4C1, 设 它们 的 重 
心 分 别 为 01,03, 03; 又 设 AAB, Ci, ABA, C1, ACRA 的 重心 分 别 为 C, G, 
Gs. 则 六 边 形 0, G,0,G,0;G, 是 正六 边 形 . 

10. 以 A ABC 的 各 边 为 边 向 外 侧 作 与 其 相似 的 人 4'CB, 公 CB'4, 公 BAC’， 
则 它们 的 外 心 梅 成 的 三 角形 与 这 三 个 三 角形 相似 ， 

11. Y AAB C1, A ABC: REEE, D, E, F 4A A A2, BiB2, Ci C E 


AD BE CF m = 
= 二 一 = 二 一 = 一 , 则 会 HA A 
的 点 Bp = EB, = FC, ” n , BJ A DEF W4 A A.B, Q, K À AB, G; FE 


相似 . 
12. 设 n WÉ A Beo C) Ej n WÉ ABr Ca 同 向 相似 ,点 D,E, FA 


a AD BE .CR 
在 Aida, B Bo, 00E Epa = gp, UT po, = T W n BE DE-- -F 


t n WÉ A, Bre Ci 及 ABr Ca 同 向 相似 ， 
13. PE ABCD 为 凸 四 边 形 ,4C = BD. 在 它 的 各 边 AB, BC, CD , DA E£ 8121 
作 一 个 中 心 为 01, 02, 03, 04 的 正三 角形 ,证 明 : 0103 L 0,04. 
14. 车 两 正方 形 BMAG , ANCH 其 顶点 为 4, BC ZAM 于 也 , 交 AÑ FERE: 
BD: BE _ AB? 


CD CE ` AG 
15. 两 个 边 长 为 a 的 正方 形 ,其 中 一 个 正方 形 的 顶点 是 另 一 个 正方 形 的 中 
心 . 求 重 登 部 分 面积 . 
16. 以 AABC 的 各 边 为 边 向 外 侧 作 正 方形 BADE , BFGC , ACHK. 
(AB = a,AC = b, Saam + Sanr + Saco MRKA ab 
(2)DK,，EF,GH 分 别 是 入 4BC 的 BC,4C,4B 边 上 的 中 线 长 的 两 倍 ; 
(3) 顶点 也 ,天 ,天 ,C, 吾 ,天 共 圆 的 充 要 条 件 是 人 4BC 为 等 边 三 角形 或 为 等 
腰 直 角 三 角形 , 
17. 以 AABE 各 边 为 边 作 正 方形 AEMN, EBFC ,4BCD( 字 母 均 按 逆 时 针 方 
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向 排列 ) .求证 : NC // AF. 

18, 以 A RPT 的 边 为 对 角 线 作 正 方形 PAPQ , PBTV ,TCRS, 则 APBS, CRAV, 
BTCQ , ASTV , BORS , CQPV 均 为 平行 四 边 形 . 

19. 在 任意 四 边 形 PiP,P;Ps 外 侧 作 顶 角 为 9 的 等 腰 A P.P P, 
APP? P3, A P3 P3 Pa, A PaPa Pi, RRE PiPy ,PyPy ,PyPy ,PyPr 的 中 
点 为 0, 02, 03, 04. RWE: 0102030, 为 正方 形 . 


H 
i 
I 
I 
一 一 德 ， 摩 根 (De Morgan, A.) ú 


第 五 章 关联 正 多 边 形 的 问题 
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附录 


数学 奥林匹克 中 的 几何 问题 研究 与 几何 教学 探讨 


沈 文选 


(湖南 师范 大 学 ”数学 奥林匹克 研究 所 ,湖南 “长沙 ”410081) 


摘要 :数学 奥林匹克 活动 是 一 种 有 着 深刻 内 涵 的 全 球 文化 现象 ,而 几何 问 
题 是 这 种 文化 现象 的 重要 载体 .几何 试题 中 蕴含 着 这 种 文化 现象 的 深刻 内 涵 ， 
折射 着 这 种 文化 品质 特有 的 内 容 与 风格 .因此 ,几何 内 容 的 教学 与 培训 应 有 新 
的 理念 ,主要 是 :(1) 要 认真 落实 课程 改革 精神 ,以 学 生发 展 为 本 , 发展 英才 教 
育 , 清 晰 培训 理念 ;(2) 加 强 几 何 教学 心理 研究 ,为 几何 教学 与 培训 提供 坚实 的 
理论 基础 ;(3) 几 何 内 容 的 教学 与 培训 方略 需要 创新 ;(4) 几 何 解 题 理论 需 进 一 
步 发 展 . 

关键 词 ;数学 奥林匹克 ;几何 问题 ;文化 现象 ;文化 品质 ;载体 ;内 涵 ; 理 念 

中 图 分 类 号 :6420 ”文献 标识 得 :A 文章 编号 :1004 - 9894 {2004}04 - 
0078 - 04 


数学 奥林匹克 是 起 步 最 早 ,规模 最 大 ,种 类 \ 层 次 较 多 的 学 科 竞 赛 活动 .在 
我 国有 各 省 市 的 初 、 高 中 竞赛 ,有 全 国 的 初 、 高 中 联赛 ,还 有 西部 竞赛 .女子 竞 
赛 . 希 望 杯 邀 请 赛 等 各 种 各 样 的 邀请 赛 . 通 迅 赛 . 
世界 上 一 些 文化 较 发 达 国家 和 地 区 , 除 举办 本 国 或 本 地 区 的 各 类 各 级 数学 
奥林匹克 竞赛 外 , 越 来 越 多 地 积极 参加 国际 数学 奥 林 匹 党 .这 是 一 种 有 着 深刻 
内 涵 的 全 球 文化 现象 ， 

1 几何 问题 是 数学 奥林匹克 活动 的 重要 载体 

在 各 种 类 别 \ 层 次 的 数学 竞赛 中 ,几何 内 容 始终 占据 着 重要 地 位 , 随 着 竞赛 
级 别 的 升 高 ,几何 份量 也 随 之 加 重 .例如 ,中 国 西部 竞赛 ,全 国 女子 竞赛 56~8 道 
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试题 中 ,就 有 两 道 平面 几何 试题 .全 国 高 中 联赛 加 试 中 .数学 冬令 营 中 、 国 家 队 
选 技 赛 中 ,几何 内 容 在 试题 中 占有 更 重 的 份量 ,联赛 加 试 3 题 中 的 第 一 题 就 是 
平面 几何 题 ,数学 冬令 营 及 国家 队 选 拔 赛 常 是 6 道 题 中 有 1~2 道 .在 国际 数学 
奥林匹克 中 ,试题 内 容 分 为 几何 、 代 数 .数论 .组 合 4 大 部 分 ,到 2003 年 为 止 的 
44 届 中 有 27 届 至 少 有 两 道 几 何 试题 ,特别 是 近 九 年 几乎 年 年 都 有 两 道 平 面 几 
何 试题 . 

2 几何 试题 列 含 数学 奥林匹克 活动 的 深刻 内 涵 

数学 奥林匹克 是 中 学 生 数学 才能 与 数学 素养 的 比赛 ,而 几何 试题 的 竞赛 内 
涵 与 开发 价值 在 发 展 人 的 才能 和 培养 素养 中 有 着 重要 的 作用 . 

2.1 几何 试题 的 检测 作用 与 开发 价值 

几何 妈 可 以 作为 不 同 水 平 的 创造 活动 的 注 桌 ,成 为 训练 各 种 推理 能 力 的 场 
所 ;也 可 以 作为 检测 、 选 拔 各 年 龄 阶段 具有 优秀 数学 才能 的 学 生 的 有 力 工具 ， 

平面 几何 试题 具有 重要 的 检测 作用 与 开发 价值 .根据 平面 几何 的 特点 ,可 
以 体现 在 以 下 几 个 方面 ; 

《可 以 检测 应 试 考 所 形成 的 科学 世界 观 和 理性 精神 (平面 几何 知识 是 人 
们 认识 自然 认识 现实 世界 的 中 介 与 工具 ,这 种 知识 对 于 人 的 认识 形成 有 较 强 
功用 ,是 一 种 高 级 的 认识 与 方法 论 系统 ) 的 某 些 侧面 . 

(2) 可 以 检测 应 试 者 所 共有 的 思维 习惯 (平面 几何 材料 其 有 深刻 的 远 辑 结 
构 , 丰 富 的 直观 背景 和 鲜明 的 认 知 层次 ) . 

《3) 可 以 检测 应 试 考 的 演绎 推理 和 逻 罗 思维 能 力 (平面 几何 内 容 的 直观 住 、 
难度 的 层次 性 、 真 假 的 实验 性 、 推 理 过 程 的 可 预见 性 ,成 为 训练 逻辑 思维 与 演绎 
推理 的 理想 材料 ) 的 某 些 侧面 . 

(4) 试题 内 容 的 挑 研 性 具有 开发 价值 ,平面 几何 是 一 种 理解 , 措 述 和 联系 现 
实 空间 的 工具 (几何 图 形 保持 着 与 现实 空间 的 直接 的 丰富 联系 ;几何 直觉 在 数 
学 活动 中 常常 起 着 关键 的 作用 ;几何 活动 常常 包含 创造 活动 的 各 个 方面 ,从 构 
造 猜想 、 表 示 假设 ,提供 证 明 , 发 现 特例 和 反例 到 最 后 形成 理论 等 ,这 些 在 各 种 
水 平 的 几何 活动 中 都 得 到 反映 ). 

(5) 试 题 内 容 对 进行 创新 教育 具有 开发 价值 .平面 几何 能 为 各 种 水 平 的 创 
造 活 动 提供 丰富 的 素材 (几何 题 的 综合 性 便于 学 生 在 研究 时 能 够 借助 于 观察 、 
实验 类比 ,直觉 和 推理 等 多 种 手段 ;几何 题 的 层次 性 使 得 不 同 能 力 水 平 的 学 生 
都 能 从 中 得 到 益处 ;几何 题 的 启发 性 可 以 使 学 生 建立 广泛 的 联系 ,并 把 它 应 用 
于 更 多 的 领域 ). 

(6) 试 题 内 容 对 开展 应 用 与 建 模 教育 具有 开发 价值 .平面 几何 建立 了 简单 
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直观 、 能 为 青少年 所 接受 的 数学 模型 ,然后 教会 他 们 用 这 样 的 数学 模型 去 思考 、 
探索 .点 、 线 , 面 \ 三 角形 和 阅 一 一 这 是 一 些 多 么 简单 又 多 么 自然 的 数学 模型 . 却 
能 让 青少年 在 数学 思维 的 天 地 里 乐 而 忘 返 ,很 难 想 象 有 什么 别 的 模型 能 够 这 样 
简单 同时 又 这 样 有 成 效 .平面 几何 又 可 作为 多 种 抽象 数学 结构 的 模型 (许多 重 
要 的 数学 理论 都 可 以 通过 几何 的 途径 以 自然 的 方式 组 织 起 来 ,或 者 从 几何 模型 
中 抽象 出 来 ). 

2.2 几何 试题 在 培养 学 生 推理 能 力 中 的 重要 地 位 与 作用 
几何 试题 的 重要 地 位 ,是 由 它 的 深刻 内 涵 来 决定 的 .2002 年 8 月 在 北京 召 
开 的 第 24 册 国 际 数学 家 大 会 上 ,来 自 多 个 国家 的 数学 教育 专家 就 各 国 的 数 
教育 改革 进行 了 广泛 的 交流 ,所 达成 的 基本 共识 之 一 就 是 培养 学 生 的 数学 推理 
能 力 应 当 作为 数学 教育 的 中 心 任务 ,并 提出 了 共同 担心 的 问题 ,“ 推 理 \ 证 明 在 
共 础 教育 中 的 地 位 有 下 降 的 危险 ." 主 要 原因 在 于 :各 国 早期 数学 教育 的 课程 设 
置 基本 上 是 将 焦点 集中 在 算术 概念 ,计算 和 算法 上 , 进 和 人 7 年 级 或 8 年 级 后 , 突 
然 要 求学 生理 解 并 写 出 严密 的 推理 过 程 ,缺少 一 定 的 “缓冲 余地 ”, 学 生 普遍 感 
到 吃力 ,产生 长 难 情绪 ,而 解决 这 一 问题 的 手段 又 过 于 简单 粗暴 ,认为 以 推理 见 
长 的 几何 证 明 是 造成 这 一 困境 的 “罪魁 祸首 ”, 因 而 削减 几何 内 容 几 平成 为 一 种 
MAN ,这 种 思潮 也 波及 到 了 我 国 .现在 ,许多 国家 也 正 为 这 种 消极 的 “回避 ” 政 
策 所 付出 的 代价 进行 反省 ,我 们 也 要 引起 关注 . 

平面 几何 内 容 对 培养 学 生 的 数学 推理 能 力 有 着 不 可 蔡 代 的 地 位 和 作用 ,我 
的 一 些 著名 数学 家 数学 教育 家 有 过 许多 精 腑 的 论述 . 
吴 文俊 院士 指出 ;几何 在 中 学 教育 有 着 重要 位 置 ,几何 直觉 与 逻辑 推理 的 

联系 是 基本 的 训练 ,不 应 忽视 , "加 

王 元 院士 在 部 分 省 市 教育 学 院 数学 专业 继续 教育 研讨 会 十 的 报告 中 指出 : 
“几何 的 学 习 不 是 说 学 习 这 些 知识 有 什么 用 ,而 是 针对 它 的 逻辑 推导 能 力 和 严 
密 的 证 明 ,而 这 一 点 对 一 个 人 成 为 一 个 科学 家 ,甚至 成 为 社会 上 素质 很 好 的 一 
个 公民 都 是 非常 重要 的 , 而 这 个 能 力 若 能 在 中 学 里 得 到 训练 ,会 终身 受益 无 
z.” 

FRERE LET AR RAAEN A L ti EE 
能 为 这 一 重要 的 数学 素质 ,最 有 效 的 手段 是 学 习 平 面 几何 ,学 习 平面 几何 自然 
要 学 一 些 定理 ,但 主要 是 训练 恩 维 ,为 此 必须 要 学 习 严格 的 证 明和 推理 .“ 对 几 
何 的 学 习 及 训练 要 引起 足够 的 重视 ,现在 学 生 的 儿 何 观念 差 ,好 辑 推理 的 能 力 
也 比较 注 弱 ,是 和 对 几何 这 门 课程 的 学 习 及 训练 不 到 位 有 关 的 ,如果 不 强调 几 
何 观念 及 方法 的 训练 ,将 几何 学 习 简 单 地 归结 为 对 图 形 与 测量 这 类 实用 性 知识 
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的 了 解 上 , 岂 不 是 倒退 到 因 尼 罗 河 证 滥 而 重新 丈量 土地 的 时 代 去 了 吗 ?”[ 

张 景 中 院士 在 一 次 访谈 中 论 及 几何 教学 时 指出 :我 认为 几何 是 培养 人 的 
逻辑 思维 能 力 , 陶 治 人 的 情操 ,培养 人 良好 性 格 特征 的 一 门 很 好 的 课程 .几何 虽 
然 是 一 门 古老 的 科学 ,但 至 今 仍然 有 旺盛 的 生命 力 .中 学 阶段 的 几何 教育 ,对 于 
学 生 形成 科学 的 思维 方法 与 直 界 观 具有 不 可 替代 的 作用 .为 什么 当前 西方 国家 
普遍 感到 计算 机 人 才 人 缺 生 ,尤其 是 编程 员 缺 和 ,其 中 一 个 原因 是 他 们 把 中 学 课 
程 里 的 几何 内 容 艳 得 太 多 ,造成 学 生 的 远 辑 思维 能 力 以 及 对 数学 的 兴趣 大 大 降 
jgn 
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思维 训练 ,使 左 、 右 脑 均衡 发 展 ,最 能 发 展 学 生 智 能 ,提高 学 生 思 维 素 质 .此 外 ， 
平面 几何 在 国内 外 皆 有 其 深厚 的 文化 品质 ,对 学 生 文化 素质 的 培养 也 有 重要 影 
响 ,平面 几何 这 种 贴近 初中 学 生 思 维 实际 ,对 素质 教育 能 起 多 方面 作用 的 品质 ， 
是 其 它 任何 学 科 难 以 企及 的 "中 

3 几何 试题 折射 深厚 文化 品质 特有 的 内 容 与 风格 

(1) 平 面 几 何 能 够 提供 各 种 层次 各 种 难度 的 题目 ,是 数学 奥林匹克 一 个 方 
便 而 丰富 的 题 源 ， 

数学 奥林匹克 中 的 几何 试题 (各 类 数学 竞赛 的 早期 均 有 一 些 立体 几何 试 
是 ,由 二 新 颖 的 立体 几何 题 不 好 编制 ,要 么 过 小, 要么 过 旧 , 要 么 过 难 ,后 来 均 消 
失 了 ), 从 内 容 上 大 致 可 以 分 为 3 个 层次 外， 

第 一 层次 是 与 中 学 教材 结合 比较 紧密 的 常规 平面 几何 题 . 虽 也 有 轨迹 与 作 
,但 主要 是 以 全 等 法 、 相 似 法 为 基础 的 证 明 题 ,有 些 题 甚至 由 课本 例 、 习 题 改 
编 而 生成 .证 明 题 的 重点 是 与 加 有 关 的 命题 ,因为 涉及 圆 的 命题 知识 容量 大 、 变 
化 余地 大 ,综合 性 也 强 ,是 编 拟 竞 赛 试 题 的 优质 素材 , 

第 二 层次 是 比 中 学 教材 要 求 稍 高 的 内 容 . 如 三 角形 的 巧合 点 的 性 质 及 几 个 
基本 定理 的 运用 ,探讨 共 线性 、 共 点 性 , 共 图 性 ,求证 几何 不 等 式 \ 求 解 几 何 极 值 
等 .这 些 问 题 结构 优美 .解法 灵活 . 常 与 几何 名 题 相 联系 ,有 时 还 可 用 几何 变换 
来 巧妙 求解 . 

第 三 层次 是 几何 与 组 合 数学 结合 的 组 合 几 何 题 ,这 类 题 是 组 合 数学 的 思 
想 \ 方 法 与 传统 几何 相 结合 的 产物 ,讨论 的 是 几何 对 象 的 组 合 性 质 . 例 如, 计数、 
分 类 ,构造 覆盖、 说 人 、 齐 分 染色 \ 格 点 ,等 等 ,这 类 问题 离 不 开 几 何 知 识 的 运 
用 与 几何 结构 的 分 析 , 将 几何 的 直观 与 组 合 的 多 变 有 机 结合 起 来 ,这 类 问题 优 
美 而 富 于 技巧 . 

各 个 层次 内 容 的 试题 的 难度 可 分 为 : A 级 (最 难 )、B 级 (中 等 ).C 级 ( 较 
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易 ) .在 各 类 竞赛 只 有 一 道 平面 几何 题 时 ,大 多 为 C 级 题 ,在 各 类 竞赛 有 两 道 平 
面 几 何 古 时 ,大 多 一 道 EC 级, 一道 B 级 ,其 中 C 级 感 基本 上 为 常规 平面 几何 问 
题 ,比较 容易 ;B 级 题 常常 脱离 常规 而 变 为 共 点 、 共 线 , 共 圆 、 几 何不 等 式 、 极 值 、 
充 要 条 件 . 存 在 性 等 内 容 , 强 调运 动 、 变 化 、 变 换 等 观点 ,难度 也 就 随 之 提高 了 . 
而 组 合 几 何 题 大 多 为 A 级 ,近年 来 时 常 出 现在 各 类 竞赛 中 . 

(2) 平面 几何 试题 上 题 型 多 样 , 花 样 翻 新 ,解法 多 彩 , 令 人 陶醉 . 

平面 几何 试题 有 证 明 题 .计算 题 .轨迹 题 、 作 图 题 等 丰富 的 题 型 .由 于 几何 
计算 少不了 几何 推理 , 且 许 多 计算 题 其 实 就 是 证 明 题 ;又 轨迹 题 要 分 完备 性 和 
纯粹 性 两 方面 给 出 证 明 ; 作 图 题 要 说 明 作 得 合理 ,必须 给 出 证 明 , 由 此 可 见 , 证 
明 题 是 核心 ,当然 ,证 明 中 也 少不了 计算 .证 明 题 又 可 分 为 两 大 类 :一 类 叫 等 式 
型 问题 ,一 类 叫 不 等 式 型 问题 . 若 要 证 明 两 线 平行 ,两 线 垂 直 \ 点 共 线 、 线 共 点 、 
点 共 圆 ,再 共 点 、 定 值 问题 ,这 些 结论 可 以 用 等 式 表达 ,都 是 等 式 型 问题 .结论 中 
明显 摆 出 等 号 ,如 证 明 图 形 面积 相等 、 角 相等 ,线段 相等 ,线段 及 角 和 差 倍 分 、 比 
例 式 , 当然 是 等 式 型 问题 . 若 要 证 明 点 在 加 内 或 国外 , 某 3 条 线段 可 构成 三 角形 
或 某 些 几 何 量 (线段 、 角 度 、 面 积 ) 的 大 小 关系 式 , 就 叫做 不 等 式 问 题 . 

从 1978 年 以 来 的 全 国 高 中 数学 联赛 第 二 试 中 的 34 道 几何 题 来 看 ,除了 3 
道 立体 几何 题 外 ,其 余 31 道 平面 几何 试题 中 ,6 道 计算 题 ,25 道 证 明 题 .证 明 题 
中 ,证 明 不 等 式 有 9 道 ,证 明 线段 或 角度 相等 有 8 道 , 证 明 直 线 平行 或 垂直 有 5 
道 , 证 明 直 线 共 点 .点 共 直 线 或 点 共 圆 有 3 Ë .这些 题 又 涉及 一 些 典 型 知识 点 ， 
如 涉及 面积 的 有 8 道 , 涉 及 三 角形 的 内 心 ,外 心 重心 .重心 、 旁 心 等 巧合 点 的 有 
10 道 ,涉及 可 运用 正弦 定理 \ 余 攻 定 理 、 梅 内 劳 斯 定理 , 塞 瓦 定 更 , 托 勒 密 定理 
等 重要 定理 的 有 16 道 .历届 CMO. 历 届 国 家 队 选 拔 赛 ,从 1981 年 以 来 的 IMO 中 
的 几何 试题 ,其 情形 也 类 似 ， 

求解 这 些 平面 几何 试题 除了 广泛 涉及 平面 几何 的 内 容 \ 方 法 之 外 ,还 涉及 
代数 ,三角 与 解析 几何 的 内 容 与 方法 ,因此 ,求解 平面 几何 试题 的 方法 是 丰富 多 
彩 的 ,列举 出 来 有 一 大 串 , 如 分 析 法 、 综 合法 、 反 证 法 、 同 一 法 、 面 积 法 、 割 补 法 、 
代数 法 .参量 法 、 三 角 法 ,几何 变换 法 ,向量 法 、 复 数 法 解析 法 、 射 影 法 、 消 点 法 、 
构造 法 ,物理 模拟 方法 、 数 学 归纳 法 等 . 近 些 年 ,特别 是 2002、2003 年 的 全 国 高 
中 联赛 及 IO 中 的 平面 几何 题 均 可 给 出 多 种 不 同 证 法 , 且 可 运用 几 个 基本 定 
理 来 证 ,有 的 证 法 达 十 多 种 . 

由 上 也 进一步 说 明了 ,数学 奥林匹克 活动 能 够 吸引 全 世界 近 百 个 国家 上 千 
万 的 青少年 , 正 是 因为 有 这 么 多 回味 无 穷 、 令 人 陶醉 的 平面 几何 问题 . 
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4 ”几何 内 容 的 教学 与 培训 应 有 新 理念 

(1) 认 真 落实 课程 改革 精神 ,以 学 生发 展 为 本 ,发 展 英才 教育 ,清晰 培训 理 

当前 的 课程 改革 强调 “以 学 生 的 发 展 为 本 ". 这 就 是 说 ,对 数学 学 科 有 特殊 

兴趣 或 特殊 天 赋 的 学 生 , 应 该 使 他 们 有 进一步 发 展 的 空间 ,发 展 英才 教育 是 我 
国 现代 化 建设 的 需要 ,我 们 正 处 在 高 科技 迅猛 发 展 的 时 代 , 人才 的 竞争 十 分 激 
烈 , 而 人 才 竞争 的 焦点 是 顶尖 人 才 的 竞争 .平面 几何 内 容 的 教学 对 顶尖 人 才 的 
培养 具有 方法 论 意义 :几何 概念 为 抽象 的 科学 思维 提供 直观 的 模型 ,几何 方法 
在 所 有 的 领域 都 有 广泛 的 应 用 ,几何 直觉 是 “数学 地 "理解 高 科技 和 解决 问题 的 
工具 ,几何 的 公理 系统 是 组 织 科学 体系 的 典范 ,几何 思维 习惯 则 能 使 一 个 人 终 
身受 益 . 志 多 东 完 生 摆 文 指出 “平面 几何 中 的 难题 证 明 ,可 能 不 是 普 迪 涡 要 , 然 
而 对 于 未 来 各 行 各 业 的 领袖 人 物 而 言 ,平面 几何 的 训练 ,包括 若干 难题 的 证 明 ， 
却 是 非常 重要 的 "9 

英才 教育 ,是 一 种 氛围 一 种 理想 四 , 它 需 要 我 们 清晰 培训 理念 ,改革 培训 
方式 ,避免 过 度 训练 ,避免 步 人 应 试 教育 及 题 海战 术 怪圈 ,进行 创新 教育 ,培养 
学 生 对 数学 的 好 奇 心 .对 数学 的 兴趣 .我 们 要 认识 到 :平面 几何 是 学 生 对 数学 产 
生 兴趣 的 一 个 重要 激发 点 . 张 景 中 院士 曾 指出 :几何 在 数学 里 占有 举足轻重 的 
地 位 ,在 历史 上 ,数学 科学 首先 作为 几何 学 六 出 现 . 儿 何 学 提出 的 问题 ,诱发 出 
了 一 个 又 一 个 重要 的 数学 观念 和 有 力 的 数学 方法 .在 现代 ,几何 学 正 趋 于 活路 439 
与 复兴 . 它 的 方法 和 分 析 的 、 代 数 的 .组 合 的 方法 相辅相成, 扩展 着 人 类 对 数 与 
形 的 认识 .青少年 当中 的 数学 爱好 者 ,大 多 数 首先 是 几何 爱好 者 “中 这 种 理念 
是 值得 我 们 关注 的 . 

(2) 进 行 几何 教学 心理 研究 ,加 强 几何 双 基 教学 与 培训 ,加 强 几 何 教学 心理 
研究 ,可 为 几何 教学 与 培训 提供 坚实 的 理论 基础 ， 

近年 来 ,我 国 数学 学 习 论 研究 莲 苍 开展 ,已 取得 了 一 些 成 果 , 形 成 了 一 些 优 
势 领域 .例如 ,中 科 院 心理 所 卢 仲 衡 先生 就 标准 图 形 与 变 式 图 形 的 作用 ,图 形 交 
错 和 外 周 线段 对 感知 与 息 维 的 影响 ,以 及 图 形 知觉 对 思维 过 程 的 影响 进行 了 系 
列 研 究 ,得 出 了 一 些 心理 规律 ,对 几何 教学 与 培训 有 一定 的 指导 意义 四 .教学 与 
培训 实践 也 已 证 明 : 直 观 的 图 形 和 演绎 体系 ,有 利于 挖掘 大 脑 左右 两 个 半球 的 
潜力 ,使 学 习 效率 增加 ,智力 发 展 完善 . 

认 知 心理 学 的 研究 表明 ,传授 一 般 问题 解决 策略 和 演绎 推理 策略 对 学 生 并 
无 多 大 帮助 ;学 生 在 解决 数学 问题 的 过 程 中 能 香 成 功 地 使 用 一 般 问题 解决 策略 
和 一 般 推理 规则 ,关键 在 于 他 是 否 具备 了 相应 的 数学 知识 .因此 ,在 几何 教学 
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中 ,在 几何 专题 培训 辅导 中 ,应 按照 竞赛 大 纲要 求 , 加 强 平面 几何 双 基 的 教学 ， 
诸如 三 角形 的 内 心 .外 心 .重心 . 垂 心 \ 旁 心 的 性 质 及 应 用 , 几 个 基本 定理 及 应 
用 ,各 类 典型 问题 的 求解 思路 等 .目的 是 试图 弥补 当前 许多 竞赛 辅导 用 书 只 讲 
题目 ,不 太 关注 图 形 的 基本 性 质 ,希望 参赛 的 学 生 掌握 应 有 的 基础 知识 ,加 强 局 
部 自主 性 的 发 挥 ,使 我 国 的 数学 册 林 匹克 事业 漫步 在 繁荣 发 展 的 康 庄 大 道 
L0 .这 是 值得 我 们 关注 的 理念 

章 建 婚 博 士 撰文 指出 ;“ 双 基 " 是 我 国 数学 教育 的 立足 之 本 发 展 根基 .数学 
知识 是 数学 能 力 发 展 的 基础 “无 知 者 无 能 " ,没有 数学 知识 的 人 不 可 能 有 数学 
能 力 00 , 认 知 心理 学 研究 表明 ,一 个 人 不 能 “数学 地 "思考 和 解决 问题 的 主要 原 
因 是 缺乏 必要 的 数学 知识 ,所 谓 “ 隔 行 如 隔山 "就 是 这 个 道理 . 正 是 由 于 已 掌握 
的 数学 知识 的 广泛 迁移 ,个体 才能 形成 系统 化 ,概括 化 的 数学 认 知 结构 ,从 而 形 
成 数学 能 力 .求解 竞赛 中 的 平面 几何 问题 何 党 不 是 如 此 呢 ! 在 解决 平面 几何 问 
题 中 体现 出 来 的 能 力 ,其 实质 是 能 根据 问题 情景 重组 已 有 平面 几何 图 形 知识 ， 
能 正确 ,迅速 地 检索 、 选 择 和 提取 相关 平面 几何 图 形 知识 并 及 时 转化 为 适当 的 
操作 程序 ,从 而 使 问题 从 初始 状态 转变 为 目的 状态 .显然 ,如 果 一 个 长 时 记忆 中 
缺乏 相关 的 平面 几何 图 形 知识 ,那么 ,相应 的 知识 检索 、 选 择 、 提 取 、 重 组 等 活动 
就 失去 了 基础 .丰富 、 系 统 的 平面 几何 图 形 知识 不 仪 是 解 题 创 新 所 不 可 或 缺 的 
材料 ,而 且 还 能 直接 激发 解 题 创新 的 直 党 或 灵感 .只 有 具备 了 充分 的 几何 图 形 
与 下 辑 推理 知识 ,才能 进行 有 目的 \ 有 方向 有 成 效 的 探究 性 活动 ,求解 竞赛 中 
的 几何 问题 效能 才 有 保障 ,否则 就 只 能 是 尝试 错误 ， 

(3) 儿 何 内 容 的 教学 与 培训 方略 有 待 创新 ， 

笔者 曾 撰文 研讨 了 奥林匹克 数学 的 教学 方略 [9 ,这 些 方略 同样 适合 于 几何 
内 容 的 教学 与 培训 ;提高 学 生 学 习 的 主动 精神 ;培养 良好 的 认 知 结构 ;突出 数学 
思想 方法 ;利用 交往 的 功能 发 挥 智力 群体 的 作用 等 .笔者 认为 , 随 着 形势 的 发 
展 ,这 些 方略 也 有 待 于 完善 更 新 ,乃至 于 创新 .几何 教学 的 方略 创新 显然 适 要 
考虑 如 下 3 点 辐 ;OD 几何 学 科 特 点 :生动 直观 的 图 形 和 严谨 的 欣 辑 结构 .图 形 是 
几何 证 明 的 一 支 有 力 拐杖 ,忽视 图 形 直 观 ,几何 思维 教育 功能 就 不 能 充分 发 挥 
出 来 .@ 学 生 思 维特 征 :荷兰 学 者 赫 尔 曾 提出 几何 思维 发 展 模式 ,认为 几何 学 习 
依次 经 历 直 观 、 分 析 、 演 绎 、 严 密 等 4 个 阶段 ,这 为 我 们 进行 几何 教学 模式 的 创 
建 提供 了 依据 ,几何 学 习 需 要 逻辑 思维 和 形象 思维 ,相互 协 请 ,@ 几 何 教 学 难 
点 :入 门 难 \ 论 证 难 、 表 达 难 .这 些 难点 可 能 是 学 科 知 识 本 身 的 问题 , 据 张 景 中 院 
士 的 意见 ,应 由 加 强 教育 数学 研究 来 解决 ;也 可 能 是 教学 法 问题 ,这 需要 创造 新 
的 教学 方法 来 解决 .笔者 移 司 这 样 的 观点 ,几何 内 容 教学 与 培训 应 该 以 几何 图 


附录 


形 为 手段, 以 基本 图 形 性 质 为 核心 ,运用 基本 图 形 教学 法 来 进行 .注意 运用 解析 
九 何 方法 引发 综合 法 ,适当 避免 用 繁复 的 解析 几何 方法 包 打 天 下 的 作法 ( 即 不 
管 什么 几何 问题 均 用 解析 法 来 处 理 ). 

(4) 几 何 解 题 理论 有 待 进一步 发 展 . 

几何 解 题 是 几何 教学 研究 的 重要 内 容 ,几何 解 题 理论 是 数学 奥林匹克 理论 
的 重要 组 成 部 分 .笔者 认为 ,应 关注 如 下 的 4 种 重要 模式 [9], QAMAR: EE 
是 根据 所 求解 的 结论 分 类 ,如 线段 相等 角度 相等 ,点 共 线 与 线 共 点 ,点 共 贺 与 圆 
共 点 .@ 方 法 模式 :是 根据 几何 证 明 所 运用 的 方法 进行 宏观 和 微观 两 个 层次 的 
分 类 研究 .@ 面 积 模式 : 张 景 中 院士 创立 了 以 面积 为 中 心 的 平面 几何 新 体系 , 运 
用 共 边 比例 定理 和 共 角 比 例 定理 ,建立 完备 、 系 统 化 的 面积 方法 来 解决 几何 “一 
理 一 证 ”之 难点 ,作为 数学 奥林匹克 培训 的 内 容 让 中 学 生 认识 和 掌握 .@ 图 形 模 
式 :这 是 一 种 在 竞赛 培训 各 单元 教学 中 , 抓 住 平面 几何 中 的 主要 定理 与 性 质 所 
对 应 的 基本 图 形 ,分 析 其 基本 性 质 ,借助 形象 思维 ,由 图 索 曲 ,掌握 和 巩固 几何 
知识 的 一 种 基本 图 形 方法 .这 种 方法 抓 几何 图 形 的 识别 、 分 解 与 构造 ,以 及 基本 
图 形 与 定理 ,性 质问 题 的 相互 导 引 和 思维 转换 ,从 而 解决 几何 问题 .显然 这 均 是 
一 些 卓有成效 的 解 题 理论 ,但 需要 进一步 发 展 , 我 们 还 可 以 从 兵法 的 理念 发 展 
解 是 理论. 如果 把 求解 平面 几何 问题 比 作 打仗 , 则 可 认为 解 题 者 的 “兵力 "就 是 
平面 几何 图 形 的 基本 人 性质, 解 题 者 的 “兵器 "就 是 求解 平面 几何 问题 的 基本 方 
法 , 解 感 者 的 “兵法 "就 是 熟悉 各 种 典型 问题 的 基本 思路 .部署 优 势 “兵力 ,装备 441 
精良 “兵器 " ,运用 诸 子 “兵法 ", 这 是 夺取 战斗 胜利 的 根本 保证 ， 
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Research on Geometric Problems and Geometric 
Teaching in the Mathematics Olympic 


SHEN Wen-xuan 
(Institute of Mathematics Olympic, Hunan Normal University, 
Hunan Changsha 410081, China) 

Abstract: The activity of the mathematics Olympic was a global cultural phenomenon 
with deep-going connotation and profound cultural character. The geometrie problems 
were important carriers in this phenomenon. The geometrie tests contained profound 
connotation of this phenomenon and embody special content and style of this cultural 
character. To think the development of students as its root, mathematic Olympic 
requested that the teaching and training of the geometric content should have new 
thoughts in the education of talents. 

Key words: mathematics Olympic; geometric problems; cultural phenomenon; cultural 
character; carrier; connotation; thought 


注 : 本 文 发 表 于 数学 教育 学 报 2004 年 11 月 第 13 卷 第 4 期 . 
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江泽民 主席 濠 江 中 学 出 几何 题 亲 历 记 
澳门 数学 教育 研究 学 会 澳门 漆 江 中 学 AERO 


公元 1582 年 8 月 7 日 ,著名 的 耶稣 会 传教 士 利 玛 罕 携带 欧 几 里 得 的 《几何 
原本 》 踏 足 澳 门 ,开始 其 长 达 28 年 之 入、 影响 深远 的 中 国之 旅 .从 那 一 天 起 , 澳 
门 一 一 这 块 中 西 文化 融合 交汇 之 地 , 便 似乎 注定 要 与 几何 结 下 不 解 之 缘 . 

历史 进入 了 新 的 千年 ,澳门 也 终于 等 来 了 这 么 一 天 ,三 年 前 的 今天 , 那 是 
2000 年 二 月 20 日 ,中 华人 民 共和 国 国 家 主席 江泽民 莅临 澳门 ,与 各 界 间 胞 共 
庆 澳 门 回归 祖国 一 周年 .下 午 3 时 10 分 , 江 主 席 来 到 了 注 江 中 学 , 走 进 热烈 欢 
迎 的 师 生 中 间 . 江 主席 平易 近 人 ,谈笑风生 ,对 在 场 的 老师 们 说 “我 跟 你 们 是 同 
行 ,也 在 中 学 教 过 书 ,教师 这 职业 很 高 尚 ,又 说 “中 学 是 人 生 最 重要 的 阶段 ,是 443 
打 基础 的 阶段 .中 学 基础 不 好 , 念 大 学 会 遇 到 很 多 困难 .不 管 将 来 念 什么 ,工程 
也 好 ,法 律 也 好 ,经 济 也 好 ,中 学 的 基本 科目 都 必须 念 好 ." 江 主席 还 说 “我 喜欢 
数学 ,特别 是 几何 ,可 以 发 展 形式 思维 和 逻辑 思维 ." 说 到 这 里 , 江 主席 即兴 掏 出 
笔 来 ,要 了 一 张 白 纸 ,给 大 家 出 了 一 道 几何 题 :“ 任 意 一 个 五 角 星 形 的 五 个 三 角 
形 的 外 接 阅 交 于 五 点 ,求证 这 五 点 共 圆 "他 希望 老师 们 一 齐 来 思考 这 个 问题 ， 
并 表示 回 京 后 将 寄 来 参考 答案 . 
四 海 逢 平 , 五 点 共 圆 , 江 主 席 莅临 滚 江 中 学 出 几何 题 的 消息 需 刻 之 间 传 遍 
海内 外 , 极 大 地 激发 起 渡 江 师 生 研究 几何 问题 的 热情 和 兴趣 .这 是 一 道 有 一 定 
难度 的 几何 题 ,也 是 一 道 富有 挑战 性 的 问题 ,五 角 星 形 是 任意 的 ,但 五 个 三 角形 
的 外 接 圆 在 星 形 外 的 五 个 交点 却 有 一 定 的 秩序 一 一 共 圆 .看 似 无 序 却 有 序 , 道 
是 无 情 却 有 情 , 一 个 多 么 美妙 而 诱 人 的 问题 ! 数学 科 组 的 老师 们 纷纷 披挂 上 
阵 .23 日 ,结果 陆续 出 来 了 , 濠 江 中 学 的 四 位 数学 老师 分 别 作出 了 四 个 独立 的 


O 摘自 (数学 教学 ?2004 年 第 6 期 . 
忆 本 文 作者 类 志 民 是 澳门 数学 教育 研究 学 会 副 理 事 长 澳门 漆 江 中 学 教务 主 鱼 . 
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证 明 .这 些 证 明 包含 了 “五 点 共 圆 " 几 何 题 两 种 具有 代表 性 的 证 法 .( 杨 万 忍 , 郑 
志 民 及 郑 家 秀 老师 的 ) 第 一 种 证 法 是 利用 圆 内 接 四 边 形 的 判定 与 性 质 定理 , 反 
复 进 行 角 的 分 解 合 成 与 转化 ;( 刘 增 荣 老 师 的 ) 第 二 种 证 法 则 注意 到 欲 证 共生 
的 五 点 为 五 个 密 克 (Miguel) 点 , 抓 住 了 问题 的 本 质 . 

12 月 28 日 , 濠 江 中 学 数学 科 组 专门 召开 了 “五 点 共 贺 ”几何 题 证 法 研讨 
会 .与 此 同时 ,学 校 把 四 份 不 同 的 证 明 交 中 央 驻 澳 联 络 办 转 呈 江 主 席 ,请 予 指 
正 .两 天 后 ,也 就 是 2000 年 12 月 30 日 , 滚 江 中 学 喜出望外 地 接 到 江津 民主 席 
的 亲笔 复 信 及 随 附 的 “五 点 共 贺 "几何 题 参 考 答案 . 江 主 席 在 信 中 对 我 校 四 位 老 
师 “ 从 不 同 思路 得 出 解答 不 胜 欣 如 ,并 视 学 校 “在 新 世纪 中 取得 更 大 的 进步 ,为 
祖国 、 为 澳门 培养 出 更 多 的 优秀 人 才 .” 滚 江 中 学 沸腾 了 ,全校 师 生 欢欣 鼓舞 ,无 
不 沉浸 在 巨大 的 喜悦 之 中 .为 了 留 下 濠 江 校 史上 这 光辉 的 一 页 ,学校 出 版 了 《 江 
泽 民主 席 视察 滚 江 中 学 纪念 特刊 《特刊 ?收入 江 主席 的 亲笔 题词 “ 濠 江 中 学 桃 
李 芬 芳 ", 江 主席 兴致 勃 勤 出 五 点 共 圆 几何 题 的 手迹 , 江 主席 的 亲笔 复 信 与 “五 
点 共 圆 "参考 答案 ,以 及 我 校 数 学 老师 给 出 的 “五 点 共 圆 "四 份 证 明 , 还 收入 了 许 
444 许多 多 弥 足 珍 贵 的 历史 镜头 ， 

人 生 几 何 ,盛事 难 再 .作为 滚 江 中 学 的 教务 主任 ,一 名 从 事 教育 四 十 余年 的 
数学 教师 .同时 也 是 一 名 “五 点 共 圆 ”的 证 题 者 ,我 有 幸 亲 历 了 江泽民 主席 视察 
滚 江 中 学 出 几何 题 的 全 过 程 .时 间 虽 然 过 去 了 整整 三 年 ,但 江 主 席 “ 我 喜欢 数 
学 ,特别 是 几何 ,可 以 发 展 形式 思维 和 多 辑 思 维 ." 以 及 强调 “要 有 和 钴 研 精神 "等 
一 震 话 语 , 仍 时 常 在 我 的 耳 边 回响 , 江 主席 的 话 充 分 肯定 了 几何 学 的 教育 价值 ， 
肯定 了 几何 学 乃至 于 整个 数学 的 素质 教育 功能 ， 

就 在 江泽民 主席 澳门 行 之 后 的 第 二 年 ,一 个 以 研究 澳门 中 ,小 、 幼 学 校 数 学 
教育 为 宗旨 ,以 促进 数学 教育 的 交流 、 改 革 与 发 展 为 月 的 的 “澳门 数学 教育 研究 
学 会 "在 澳门 应 运 而 生 了 .学 会 的 会 徽 图 案由 澳门 的 标志 性 建筑 “松山 灯塔 ?与 
江 主 席 “ 五 点 共 圆 "上 几何 图 形 两 部 分 组 成 .她 记载 着 一 段 历 史 , 铬 刻 着 一 份 记忆 ， 
也 凝聚 着 一 段 情缘 .历经 岁月 沧桑 的 松山 灯塔 今 晚 依旧 闪 亮 ,仿佛 象征 着 几何 
之 光 、 数 学 之 光 , 科 学 之 光 普 照 人 间 . 今 天 ,明天 、 直 至 永远 ! 

以 下 提供 的 是 濠 江 中 学 的 四 位 数学 老师 郑 志 民 、 杨 万 忍 , 郑 家 秀和 刘 增 荣 
对 “五 点 共 圆 "几何 题 的 不 同 证 明 方法 一 一 编者 、 

命题 ”任意 五 角 星 形 的 五 个 (小 } 三 角形 的 外 接 阅 { 在 星 形 外 } 的 五 个 交点 
+A. 

已 知 :如 图 1 ,任意 五 第 星 形 的 五 个 小 三 角形 的 外 接 圈 分 别 交 于 星 形 外 的 
五 个 点 MN PQR RIE:M, N PQR 五 点 共 贺 . 
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证 明 :连结 MN, NP, PO, QR, RM. XE 
CQ QO'L P'O. 

由 Q'、Q、C、 下 四 点 共 圆 知 : 

LA7= Z3(ZEQ'0 = ZQCR'). 

由 PE Q. URRAM: 

Z8= Z7( Z EP'0 = Z EQ'0). 

所 以 人 8= L3. 

所 以 D、P'、Q、C 四 点 共立 . 

同 理 DN、P'、C 四 点 共 圆 . 

所 以 D.N.Q. C 四 点 共 圆 (此 圆 为 ADP'C mi 
的 外 接 圆 ). 

连结 DN, NQ, WZI + Z2+ 3=180, 

连结 RR' MM'. h M、M'、N、D 四 点 共 圆 及 及 了 、R、R 四 点 共 圆 知 : 
L2= LA4 及 LA4= L6. 

所 以 A2 = Z6( Z DNM = MRR'). 

由 Q, CRR 四 点 共 圆 知 : 

Z3= Z5(ZR'CQ = LRRO). 

所 以 人 1+ Z6+ Z5= 180. 


即 和 MNQ + CMRO = 180. 
所 以 MN QR WARN. 
同 理 M.P.Q.R 四 点 共 圆 . 
所 以 MNP QR ERRE. 

《上 述 证 法 由 郑 志 民 老师 提供 ) 
命题 任意 五 角 里 形 的 五 个 三 角形 的 外 接 圆 的 五 个 交点 共 圈 . 
已 知 :如 图 2, 任意 五 角 星 形 的 五 个 三 角形 的 外 接 贺 分 别 交 于 AB, CD 


EFR. 

求证 ;4、B、C、D、E EARE. 

探究 ”车 能 证 其 中 四 点 共 贺 , 同 理 ( 对 称 地 ) 另 外 也 有 四 点 共 圆 ,这 两 个 四 
点 集 有 三 个 点 相同 (各 有 一 个 点 不 同 ), 则 此 五 点 共 圆 . 

连结 E CEJ, A 

ZB'BA = Z JAA = Z JEA. 

连结 G.C, WL B'BÇC = Z B'GC. 

这 样 只 需 证 明 J.G. C.E WAIA OAT Z JER = Z B' GC = ZB' BC, 
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ZAEC+ Z ABC = 18, J| AE, C. B 四 点 共 
) 


连结 DCM 
ZB'GC = LCC'H = ZCD'H. 
所 以 J.D'. C.G OARE. 
同 理 (对 称 地 )J、 己 、D' G 四 点 共 圆 . 即 J 
G, CE NARE. 
综 上 所 述 ,命题 得 证 . 
点 评 “ 切 人 点 "一 一 证 四 点 共 圆 “ 关 键 
处 ”一 一 角 的 变换 . 图 2 
证 明 : 连 结 C、E ERZEK EA R.J. 
HX AAB BOARA. 
所 以 人 B'BA = ZAA'J. 
XRX AASE J ARRE. 
Bl Z AA'J = AEJ. 
MILZAEJ= Z B'BA. 
连结 C.G; C.D', 
因为 BB, G C 四 点 共 圆 . 
所 以 人 BBC = Z B' GC. 
XAA BCC C URRA. 
所 以 ZB'GC = Z CC'H. 
而 C、C' H WARA, 
PEVA Z CC'H = Z (D'H. 
WJZ CD'H = Z JCC. 
所 以 JDC G URRE. 
同 理 ( 对 称 地 ) J E, D G 四 点 共 圆 . 
即 JE, CG 四 点 共 贺 ， 
NIZ JEK = Z B'GC = Z B' BC 
X. Z JEK + Z AEJ + Z AEC = 180; 
所 以 人 AEC + Z ABC = 18(P. 
所 以 4、E、C、B MAREA. 
同 理 ( 对 称 地 )4、D、C、8 四 点 共 圆 . 


所 以 A. B.C. D.E 五 点 共 圆 . 
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《上 述 证 法 由 杨 万 忍 老病 提供 ) 


命题 ”任意 一 个 五 角 星 形 的 五 个 三 角形 的 外 接 圆 交 于 五 点 ,求证 这 五 点 共 


已 知 :如 图 3, PQRTSP 为 任意 五 角 星 ， 


O. 


五 点 


RE: A,B, CDE EAR 
思路 :循环 运用 圆 内 接 四 边 
(DD 凸 的 , 任 一 外 角 等 于 内 对 角 ， 
《2) 折 的 ,对 角 相 等 .并 巧 用 模拟 法 . 
证 明 : 在 
于 是 人 1 = (2. 

ER 0; 中 ,8,B,、C、7 四 点 具 圆 . 
于 是 人 2= ZL3, 所 以 人 1 = L3 

且 ~4= X5. 

又 B, Bi Ci C 四 点 共 图 ,人 6 = L4. 
所 以 ZL6= Z5. 

在 圆 0; 中 ,连结 CD, 

为 CC, QD, 四 点 共 圆 ， 
PZT = L6, 

所 以 AT 25. 

从 而 可 见 T、C、D,、R 四 点 共 圆 . 
类 似 地 , DER T MARRA. 
所 以 T.C. D.E. R EARE. 
于 是 有 T、C、E、R WARE, ZA = 


On A 0s 分 别 为 其 五 个 三 角形 
P41B1、TB1C1、…、RE141 的 外 接 圆 , 除 An B1、 
Ci Di、 外 ,它们 依次 相交 于 A,B,C, D,E P 


RERI: 


O tF, AAB B WARM, 


在 圆 0; P, AA E R 四 点 共 圆 ， 
La=LB. 

FA Le = LY 

H(*).(* w) 


图 3 


(Œ=) 
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ZXZ1l+Za= (3+ ZY. 
所 以 4、B8、C、E 四 点 共 圆 . 
ME, ABCD MARA. 
FE A,B,C,D E ERAN. 


(上 述 证 法 由 郑 家 秀 者 师 提供 ) 
定理 ”任意 五 角 星 形 的 五 个 小 三 角形 的 外 
接 圆 轮 回 相交 于 星 形 外 的 五 个 点 ,这 五 个 点 共 
El. 
为 了 证 明定 理 ,我 们 需要 下 面 两 个 引 理 . 
引 理 1 四 条 直线 交 成 四 个 三 角形 ,它们 
的 外 接 圆 共 点 . 
引 理 2 ” 设 定 直 线 上 有 四 点 ,通过 其 第 一 
第 二 两 点 ,第 二 第 三 两 点 ,第 三 第 四 两 点 ,第 四 
第 一 两 点 各 作 一 圆 ,轮回 相交 , 则 所 得 的 四 个 第 
448 二 交点 共 轩 或 共 线 . 图 4 
以 上 两 个 引 理 分 别 见 于 梁 绍 鸿 《初等 数学 复习 及 研究 (平面 几何 )》P. 198 
与 P.196( 人 民 教 育 出 版 社 1958 年 初版 ). 
定理 的 证 明 : 如 图 4, RUE Ci、Cz,C3、C4、C5 五 点 共 图 ,只 和 需 证 其 中 任意 四 
ARA, FARE Ci, Ca Css C, MARRE. 
记过 A, BANEN y, (k = 1、2、3、4、5). 应 用 引 理 1 到 四 条 直线 4,44、 
A24;、A144、434s 交 成 的 四 个 三 角形 , 知 Cas Bss Az, A, 四 点 共 圆 ， 
同 理 , C1、42、44、8; MARE. 
故 Cis Ca Az A, 四 点 LAA y. 
考察 共 线 的 四 点 Az, Ba Bs. As 因为 过 Az B 的 圆 > ,过 Ba B 的 圆 y;, 
过 B3、4s 的 图 74, 以 及 过 Aa A: 的 圆 y 这 四 个 圆 轮 回 相交 ,由 引 理 2, 依 次 得 
到 的 四 个 第 二 交点 Co Cs, Ca C HE. 
由 此 可 知 诸 Gi 中 任意 四 点 共 贺 . 
定理 证 毕 . 


(上 述 证 法 由 刘 增 荣 老师 提供 ) 
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早 在 1993 年 , 江 主 席 在 接见 我 国 获 国际 数学 奥 林 苞 克 ( IMO0) 大 奖 的 选手 
时 ,就 出 了 这 道 几何 题 ,此 后 ,他 又 与 著名 数学 家 陈省身 、 中 国 科学 院 张 景 中 院 
士 等 讨论 过 这 个 问题 . 

“五 点 共 圆 "问题 是 数学 中 具有 深远 背景 和 广泛 开发 价值 的 “好 加 题 "( 陈 省 
身 语 ) 之 一 .最 先 关注 这 个 问题 的 应 为 英国 数学 家 A. Miquel 博士 ,大 约 在 1839 
年 ,他 就 提 岂 并 证 明了 下 列 两 个 定理 (Miquel 定理 ); 

1 .完全 四 边 形 的 四 个 三 角形 的 外 接 圆 共 点 .此 点 称 为 Miquel 点 . 

2. 完 全 五 边 形 { 即 五 角 里 ) 的 五 个 Miquel 点 共 圆 .此 贺 称 为 Miquel W. 

上 述 定理 2 与 江 主 席 提 出 的 几何 题 ,只 是 表述 上 不 网 ,实质 是 等 价 的 .19 

世纪 中 填 , 曾 在 非 欧 几何 和 非 交 换代 数 方面 作出 过 杰出 贡献 的 英国 数学 家 
W. K. Cliford® ,首次 将 Miquel 定理 推广 到 任意 完全 (nz4) 边 形 ,并 得 到 一 
串 互相 衔接 的 定理 一 一 Cliford EM. SARRE , Cifod 的 这 篇 论文 并 未 公 
开发 表 , 只 是 收录 在 他 的 《Clifford 全 集中 , 故 知 之 者 甚 少 . 
我 国 数学 工作 者 在 上 世纪 初 就 引进 了 Miquel 定理 并 对 它 进行 了 深入 探 
讨 .如 严 济 慈 院士 的 《几何 证 题 法 》 和 梁 绍 鸿 教授 的 4 初等 数学 复习 及 研究 》( 平 
面 几何 ) 等 书 中 都 载 有 这 两 个 定理 , 陈 圣 德 教授 在 《数学 通报 》1964 年 第 11 期 上 
发 表 《 关 于 五 边 形 的 密 克 圆 》 一 文 ,对 Miquel 第 2 定理 进行 了 论证 和 引申 ,这 方 
面 登峰造极 的 工作 是 我 国 数学 家 有 周 镑 麟 院士 完成 的 .他 于 1954 年 位 月 发 表 一 
篇 题 为 4 连环 定理 》 的 著名 论文 ,该 文 除 独立 发 现 Cliffond Eh, ER KRIL 
的 共 圆 点 、 共 点 贺 问 题 作 了 统一 处 理 , 得 到 了 一 条 缀 括 全 局 的 普遍 性 定理 . 

2001 年 初 ,上 海 的 余 应 龙 教授 到 新 加 坡 开会 , 买 回 一 本 David Wells 所 著 的 
《几何 学 奇 趣 辞 典 光 此 书 已 由 上 海 教育 出 版 社 出 版 中 译本 ,几何 学 专家 叶 中 训 
是 责任 编辑 ) ,在 该 书 原版 的 第 79 页 ,有 一 个 奇 趣 的 定理 : 

FETA ,其 圆心 都 落 在 同一 定 圆 上 , 且 相 邻 两 圆 的 一 个 交点 也 在 该 定 圆 
上 ,将 这 些 图 在 定 图 内 的 另 五 个 交点 中 相 邻 的 两 个 连 成 直线 , 则 这 五 条 直线 交 
成 项 点 在 所 作 五 加 上 的 五 角 黑 . 

这 个 定理 与 Miquel 第 2 定理 颇 为 相似 ,实际 上 , 它 是 后 者 的 一 个 特例 . 


gg ARE ORT KEROT EIRT OERE aa Ena 
Pi 和 小 计生 六 人 全 六 1871 年 起 转生 伦敦 大 学 教授 ,1879 年 3 月 3 
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平面 几何 是 惟一 一 门 可 以 难 个 世界 上 任何 一 位 著名 数学 家 的 初等 数学 课 
程 。 大 几何 学 家 陈省身 曾 多 次 公开 声明 他 解 不 出 数学 竞赛 中 的 几何 题 。1991 
年 在 华东 师范 大 学 的 一 次 讲座 上 ,我 亲 耳 听 到 这 样 的 话 , 这 不 是 自 谦 ,是 事实 ， 
是 所 有 学 过 平面 几何 并 曾 为 解 不 出 题目 而 苦恼 的 人 的 共识 。 

人 们 对 几何 学 的 认识 不 尽 相 辣 ,但 对 平面 几何 学 的 教育 功能 的 认识 却 相当 
一 致 。1978 年 4 月 27 日 ,陈省身 先生 在 美国 加 州 大 学 伯 克 菜 分校 做 了 一 个 “ 教 
授 会 研究 报告 "。 其 中 他 谈 到 了 这 个 问题 ,对 于 “几何 "这 个 词 的 含义 ,不 同 的 
时 期 和 不 同 的 数学 家 都 有 不 同 的 君 法 。 在 欧 几 里 得 看 来 ,几何 是 由 一 组 从 公理 
引出 的 逻辑 推论 组 成 , 随 着 几何 范围 的 不 断 扩 展 , 这 样 的 说 法 显然 是 不 够 的 。 
1932 年 ,大 几何 学 家 0. 维 布 伦 (Veblen, Oswald, 1880 ~ 1960) 和 J. H. C, 怀特 海 
德 (Whitehead，John Henry Constantin, 1904 ~ 1960) 说 :数学 的 一 个 分 支 之 所 以 
称 为 几何 ,是 因为 这 个 名 称 对 于 相当 多 的 有 威望 的 人 ,在 感情 和 传统 上 看 来 是 
好 的 。 这 个 看 法 ,得 到 法 国 大 几何 学 家 E. 35 H (Catan, Elie Joseph, 1869 ~ 
1951) 的 热情 赞同 。 一 个 分 析 学 家 ,美国 大 数学 家 C. EER (Birkhoff, George 
David，1884 ~ 1944) 谈 到 了 一 个 “使 人 不 安 的 隐忧 :几何 学 可 能 最 后 只 不 过 是 分 
析 学 的 一 件 华 丽 的 直观 外 衣 ’。 最 近 我 的 朋友 A. 韦 仇 (Weil，Andre，1906 ~ 
1998) 说 :从 心理 学 角度 来 看 ,真实 的 几何 直观 也 许 是 永远 不 可 能 弄 明白 的 。 
以 前 它 主 要 意味 着 三 维 空间 中 的 形象 的 了 解 力 。 现 在 高 维 空间 已 经 把 比较 初 
等 的 问题 基本 上 都 排除 了 ,形象 的 了 和 解 力 至 多 只 能 是 部 分 的 或 象征 性 的 。 茶 种 
程度 的 角 觉 的 想像 也 似乎 牵涉 进来 了 。” 

虽然 几何 不 易 说 清 ,但 平面 几何 的 教育 功能 却 是 显著 的 。 美 国 著名 经 济 学 
家 米尔 顿 弗 里 德 曼 曾 回 忆 其 中 学 的 一 位 政治 学 教师 叫 科恩 ,当时 教 一 门 叫 * 公 
民 学 "(Civics) 的 课程 ,另外 还 教 “ 欧 氏 几何 学 ”"。 时 隔 70 年 后 弗 里 德 骂 还 记得 
当时 的 证 明 ( 见 《两 个 幸运 的 人 一 一 弗 里 德 曙 回忆录》, 中 信 出 版 社 ,2004)。 在 
丹尼斯 ' 奥 弗 比 著 的 《恋爱 中 的 爱 因 斯 坦 兴 世纪 出 版 集团 ) 中 记叙 了 一 位 爱 因 斯 
坦 家 的 常客 当时 在 慕尼黑 的 大 学 里 学 医 的 一 个 波兰 人 塔 尔 梅 (Max Talmey)。 他 
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送 给 了 爱 因 斯 坦 一 本 平面 几何 书 。 在 爱 因 斯 坦 的 后 半生 ,他 都 把 它 当 做 “ 圣 ” 
书 。“ 这 在 他 的 头脑 中 点 灼 了 一 把 数学 之 火 。 阿 尔 伯 特 在 这 门 学 科 中 已 经 成 了 
内 行 ,他 向 他 的 妹妹 吹 叶 说 ,他 已 找到 了 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 原始 证 明 。 

平面 几何 一 直 在 中 学 数学 中 占有 重要 位 置 。 出 版 界 也 对 其 相当 关注 ,解放 
前 严 济 慈 先生 曾 用 《几何 证 题 术 》 这 本 小 册子 的 稿费 赴 法 留学 。 其 后 的 几 十 年 ， 
许 纯 航 、 梁 绍 鸿 .朱德 祥 几 位 平面 几何 大 家 的 著作 一 直 “ 统 治 "着 中 学 数学 界 , 从 
与 时 俱 进 的 角度 看 应 该 有 新 的 著作 问世 了 。 但 近 几 年 来 出 版 的 几何 书 总 令 人 
有 种 “ 求 之 不 得 ,得 之 不 求 "的 感觉 ,希望 这 本 书 的 出 版 能 有 所 改观 。 

沈 文选 先生 是 我 的 老 作者 ,功底 深 社 ,学 问 扎 实 ,为 人 纯朴 , 既 有 高 校 背景 
又 有 中 学 实践 ,在 平面 几何 研究 者 中 频 有 影响 。 

近 几 十 年 来 国家 领导 人 对 数学 教育 宏观 上 很 重视 ,微观 上 江泽民 在 参观 澳 
门 滚 江 中 学 提出 一 个 平 几 问题 引起 了 不 小 波澜 ,这 是 一 个 有 趣 的 问题 ,也 是 一 
个 亮点 ,将 其 设计 为 封面 有 些 创意 。 

哈 师 大 附中 刘 利 益 老 师 , 郭 城 张 一 木 同 学 帮助 校对 了 手稿 ,在 此 表示 感 
谢 。 

李 广 壮 编 辑 对 书稿 进行 了 认真 细致 的 加 工 ,时 值 感 夏 ,酷热 难 耐 , 挥 汗 如 
于 , 敬 业 精神 实在 可 住 。 

密 密 数 语 , 谨 以 为 记 。 


刘 培 杰 
2005 年 8 月 30 日 


GZGYTSCSYE 编 辑 书签 
2011 年 9 月 26 日 11 时 28 分 06 秒 


